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第一章 连续信号的分析

课程回顾

• 信号的定义：信号是信息（消息）的物理表现形式，在数学上是

一个或多个变量的函数

• 信号的描述（时域、频域）

• 信号的分类：根据信号的时间函数特性

信号分析与处理 2

课程回顾

确定性信号

随机信号

连续信号

离散信号

周期信号

非周期信号

能量信号

功率信号

判断能量信号与
功率信号的方法
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第一章 连续信号的分析

将信号 𝑓 𝑡 施加于1Ω电阻上（𝑅 = 1Ω），它所消耗瞬时功率为 𝑓 𝑡 2 , 在时间区间

(–∞,∞)的能量和平均功率定义为

能量信号

功率信号信号

(1) 信号𝑓(𝑡)的能量: 𝐸 =
1

𝑅
∞−׬
∞

𝑓 𝑡 2𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

𝑇−׬
𝑇
𝑓 𝑡 2𝑑𝑡

(2) 信号𝑓(𝑡)的平均功率: 𝑃 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
𝑇−׬
𝑇
𝑓 𝑡 2𝑑𝑡 = lim

𝑇→∞

1

𝑇
׬
−
𝑇

2

𝑇

2 𝑓 𝑡 2𝑑𝑡

若信号𝑓(𝑡)的功率有界，即 𝑃 < ∞，𝑃 ≠ 0，则称其为

功率有限信号，简称功率信号，此时 𝐸 = ∞

若信号𝑓(𝑡)的能量有界，即 𝐸 < ∞，则称其为能量

有限信号，简称能量信号，此时 𝑃 = 0

非能量信号、非功率信号

3信号分析与处理

课程回顾

课程回顾：能量信号与功率信号
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.1.1 连续信号的时域描述

1.1.2 连续信号的时域运算

1.1.3 连续信号的时域分解

1.2 连续信号的频域分析

1.3 连续信号的复频域分析

课程内容

4信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

1.1.1 连续信号的时域描述

• 用一个时间函数或一条曲线来表示信号随时间而变化的特性

由基本函数表示，
可以组成许多更
复杂的信号

1.1 连续信号的时域描述和分析

5信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

普通信号——正弦信号

𝑓 𝑡 = 𝐾 sin 𝜔𝑡 + 𝜃 = 𝐾 cos 𝜔𝑡 + 𝜃 −
𝜋

2
,−∞ < 𝑡 < ∞

• 振幅 𝐾，角频率 𝜔，初始相角 𝜃

• 正弦信号是周期信号，周期为

𝑇 =
2𝜋

𝜔

6信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

• 正弦信号的性质

(1) 两个同频率的正弦信号相加，结果仍然是原频率的正弦信号。

(2) 若一个正弦信号的频率𝑓1是另一个正弦信号频率𝑓0的整数倍，即

𝑓1 = 𝑛𝑓0 (n为整数)，则合成信号是频率为𝑓0的非正弦周期信号。

(3) 正弦信号的微分和积分仍然是同频率的正弦信号。

信号分析与处理 10

普通信号——正弦信号

基波信号（𝑓0 — 信号的基波频率）

一系列谐波信号（𝑓1 — n次谐波频率）
周期信号

分解
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12信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

(4) 2个正弦（周期）信号相加，若它们的周期之比值 Τ𝑇1 𝑇2 为有理数，

则结果仍是周期信号，其周期是𝑇1、𝑇2的最小公倍数。

思考题 (1)：𝑓 𝑡 = sin 2𝑡 + cos 3𝑡

t2𝜋 4𝜋 6𝜋

𝜔1 = 2, 𝜔2 = 3

𝑇1 =
2𝜋

𝜔1
=
2𝜋

2
= 𝜋 =

3𝜋

3

𝑇2 =
2𝜋

𝜔2
=
2𝜋

3

𝑇1
𝑇2

=
𝜋

2𝜋
3

= 1.5

𝑇 =
6𝜋

3
= 2𝜋

周期为最小公倍数，即

（周期信号）

有理数

𝑓 𝑡
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13信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

(4) 2个正弦（周期）信号相加，若它们的周期之比值 Τ𝑇1 𝑇2 为有理数，

则结果仍是周期信号，其周期是𝑇1、𝑇2的最小公倍数。

思考题 (2)： 𝑔 𝑡 = cos 2𝑡 + sin𝜋𝑡

t2𝜋

𝜔1 = 2, 𝜔2 = 𝜋

𝑇1 =
2𝜋

𝜔1
=
2𝜋

2
= 𝜋

𝑇2 =
2𝜋

𝜔2
=
2𝜋

𝜋
= 2

𝑇1
𝑇2

=
𝜋

2

因此，不是周期信号

（非周期信号）

不是有理数

𝑔 𝑡
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第一章 连续信号的分析

普通信号——指数信号

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝑎𝑡 , −∞ < 𝑡 < ∞

𝑓(𝑡)
𝑎 > 0

𝑎 = 0

𝑎 < 0

14信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

普通信号——复指数信号

• 讨论
• 𝜎 = 0,𝜔 = 0

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝜎𝑡𝑒𝑗𝜔𝑡 = 𝐾𝑒𝜎𝑡(cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡), −∞ < 𝑡 < ∞

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝑠𝑡 , −∞ < 𝑡 < ∞, 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

15信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

欧拉公式 𝑒𝑗𝜔𝑡 = cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡 , −∞ < 𝑡 < ∞

直流信号

f (t)

t0
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16信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝜎𝑡(cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡) = Re[𝑓(𝑡)] + 𝑗Im[𝑓(𝑡)], −∞ < 𝑡 < ∞

Re[𝑓(𝑡)] = 𝐾𝑒𝜎𝑡 cos𝜔𝑡 Im[𝑓(𝑡)] = 𝐾𝑒𝜎𝑡 sin𝜔𝑡

• 𝜎 = 0,𝜔 ≠ 0

Re[𝑓(𝑡)] Im[𝑓(𝑡)]

t t
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第一章 连续信号的分析

𝜎 ≠ 0,𝜔 ≠ 0 𝜎 < 0

17信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝜎𝑡(cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡) = Re[𝑓(𝑡)] + 𝑗Im[𝑓(𝑡)], −∞ < 𝑡 < ∞
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Re[𝑓(𝑡)] Im[𝑓(𝑡)]

t t

包络线 包络线

实部和虚部表示了指数包络的正弦型振荡
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1.1.1 连续信号的时域描述

复指数信号 𝐾𝑒𝑠𝑡

𝑡 ∈ (−∞,∞)

𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

𝜎 = 0

𝜎 ≠ 0

𝜔 = 0

𝜔 ≠ 0

𝜔 = 0

𝜔 ≠ 0

直流信号

正弦信号

（实）指数信号

指数包络的正弦型振荡

普通信号——复指数信号

𝑓 𝑡 = 𝐾𝑒𝑠𝑡 = 𝐾𝑒𝜎𝑡(cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡) = Re[𝑓(𝑡)] + 𝑗Im[𝑓(𝑡)]

实部：余弦函数

虚部：正弦函数

𝜎 < 0 收敛

𝜎 > 0 发散
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第一章 连续信号的分析

普通信号——复指数信号

• 讨论

• 实际信号总是实的，而复指数信号为复函数，不可能实际产生

• 复指数信号的意义：其实部和虚部表示了指数包络的正弦型振荡

• 把直流信号、指数信号、正弦型信号，具有包络线的正弦型信号表示成

统一的形式更具普遍意义

• 𝐴 cos 𝜔𝑡 + 𝜑 =
𝐴

2
[𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 + 𝑒−𝑗(𝜔𝑡+𝜑)] = 𝐴Re[𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 ]

• 𝐴 sin 𝜔𝑡 + 𝜑 =
𝐴

2𝒋
𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 − 𝑒−𝑗 𝜔𝑡+𝜑 = 𝐴Im[𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 ]

19信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

奇异信号的描述

• 用奇异函数表示的一类特殊的连续时间信号

• 函数本身或者函数导数（包括高阶导数）有不连续点

• 是从实际信号中抽象出来的典型信号，在信号分析中有重要地位

20信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

𝑟 𝑡
𝑟(𝑡 − 𝑡0)

奇异信号——单位斜坡信号

• 𝑟 𝑡 = ቊ
𝑡 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

• 𝑟 𝑡 − 𝑡0 = ቊ
𝑡 − 𝑡0 𝑡 ≥ 𝑡0
0 𝑡 < 𝑡0

21信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

导数在 t = 0 处不连续！

This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

奇异信号——单位斜坡信号

• “截平的”斜变信号

• 用单位斜坡信号表示三角形脉冲

22信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

𝑓1 𝑡 = ቐ
𝐾

𝜏
𝑟(𝑡) 𝑡 < 𝜏

𝐾 𝑡 ≥ 𝜏

𝑓2 𝑡 = ቐ
𝐾

𝜏
𝑟 𝑡 𝑡 ≤ 𝜏

0 𝑡 > 𝜏

注意：增加了对斜率的计算！
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第一章 连续信号的分析

奇异信号——单位阶跃信号

• 𝑢 𝑡 = ቊ
1 𝑡 > 0
0 𝑡 < 0

• 𝑢(𝑡 − 𝑡0) = ቊ
1 𝑡 > 𝑡0
0 𝑡 < 𝑡0

•
𝑑𝑟 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)

• 矩形脉冲

• 𝐺𝑇 𝑡 = 𝑢 𝑡 +
𝑇

2
− 𝑢 𝑡 −

𝑇

2

𝑢 𝑡

𝑢 𝑡 − 𝑡0
𝐺𝑇 𝑡

23信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

t = 0 处无定义（跳变）或𝑢 0 =
1

2

可以用来描述信号的
接入特性（例如接入
单位直流电源）
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奇异信号——单位冲激信号（Dirac 𝛿 函数）

𝛿(𝑡)
1

𝜏

𝜏

1

𝜏

𝜏−𝜏

24信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

𝜏 → 0

𝜏 → 0

强度
为1

• 持续时间无穷小，瞬间幅度无穷大，

涵盖面积恒为1的理想函数（分布）

• 𝛿 𝑡 = 0, 𝑡 ≠ 0

• ∞−׬
∞

𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = −0׬
0+
𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1

• 𝛿 𝑡 = lim
𝜏→0

1

𝜏
𝑢 𝑡 +

𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2

• 𝛿(𝑡) = lim
𝜏→0

1

𝜏
1 −

𝑡

𝜏
𝑢 𝑡 + 𝜏 − 𝑢 𝑡 − 𝜏

物理：理想化的质点
或点电荷的密度
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奇异信号——单位冲激信号

• 性质
(1) 抽样特性（筛选特性）

• 若𝑓(𝑡)在𝑡 = 0处连续，则׬−∞
∞

𝑓 𝑡 𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓(0)

• 若𝑓(𝑡)在𝑡 = 𝑡0处连续，则׬−∞
∞

𝑓 𝑡 𝛿 𝑡 − 𝑡0 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡0)

(2) 具有偶函数特性

𝛿 𝑡 = 𝛿(−𝑡)

(3) 冲激信号与阶跃信号互为积分和微分关系

• ∞−׬
𝑡

𝛿 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑢(𝑡)

•
𝑑𝑢 𝑡

𝑑𝑡
= 𝛿(𝑡)

25信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

δ 函数只有在出现在积分以内，才有实质意义！

This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

1

𝜏

𝜏−𝜏

𝑠(𝑡)

冲激函数的微分：冲激偶信号𝛿′ 𝑡

𝛿′(𝑡)

26信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

微分 𝜏 → 0

τ 可以从负值或
正值趋于0，所

以得到正、负
一对冲激信号

𝜏 → 0时成为𝛿 𝑡

奇异信号——单位冲激偶信号

−𝜏

−
1

𝜏2

1

𝜏2

𝜏

𝑑𝑠 𝑡

𝑑𝑡脉冲
偶对

0
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第一章 连续信号的分析

奇异信号——单位冲激偶信号

• 性质

(1) 若𝑓′(𝑡)在0点连续，则 ∞−׬
∞

𝛿′ 𝑡 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = −𝑓′(0)

(2) 若𝑓′(𝑡)在𝑡0点连续，则 ∞−׬
∞

𝛿′ 𝑡 − 𝑡0 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = −𝑓′(𝑡0)

(3) 冲激偶信号的面积为零，即׬−∞
∞

𝛿′ 𝑡 𝑑𝑡 = 0

(4) 冲激偶信号是奇函数 ∞−׬
∞

𝛿′ −𝑡 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓′(0)

27信号分析与处理

1.1.1 连续信号的时域描述

𝛿′(𝑡)
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第一章 连续信号的分析

连续信号的时域运算

37信号分析与处理

(1) 基本运算（尺度变换、翻转、平移）

• 幅度尺寸变换不改变信号基本特征，时间尺寸变换改变信号的基本特征（频谱）

(2) 叠加和相乘

• 相同时刻的代数和、乘积

(3) 微分和积分

• 微分——突出信号的变化部分；积分——平滑信号的突变部分

(4) 卷积运算及其性质

• 卷积的图解法；利用卷积的性质简化卷积运算
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第一章 连续信号的分析

基本运算——尺度变换

• 幅度尺寸变换（对原信号幅度的放缩，不改变信号基本特征）
• 𝑓2 𝑡 = 𝑎𝑓1 𝑡

• 时间尺寸变换（改变信号的基本特征，信号频谱发生变化）
• 𝑓2 𝑡 = 𝑓1 𝑎𝑡

𝑓(𝑡) 𝑓(2𝑡) 𝑓
𝑡

2
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第一章 连续信号的分析

基本运算——翻转

• 翻转
• 以纵坐标轴为中心进行对称映射

𝑓(𝑡) 𝑓(−𝑡)

30信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

基本运算——平移

• 平移
𝑓 𝑡 → 𝑓 𝑡 − 𝑡0
𝑓 𝑡 → 𝑓 𝑡 + 𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑓(𝑡 − 𝑡1) 𝑓(𝑡 + 𝑡2)

𝑡1 > 0 𝑡2 > 0

31信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

𝑡0 > 0
滞后，信号波形右移

超前，信号波形左移

−𝒕𝟐
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第一章 连续信号的分析

• 例1-1：已知信号𝑓 𝑡 = ൞

1

4
(𝑡 + 4) −4 ≤ 𝑡 < 0

1 0 ≤ 𝑡 ≤ 2
0 其它

，求𝑓 −2𝑡 + 4 .

33信号分析与处理
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1

𝑓 𝑡

𝑡
2-4 0

翻转+时间轴展缩

𝑓 −2𝑡

𝑡-1 20

𝑓 −2𝑡 + 4 = 𝑓(−2(𝑡 − 2))

0

翻转+时间轴展缩
+平移

𝑓 −2𝑡 + 4

𝑡1 4

解：

别的顺序？
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第一章 连续信号的分析

连续信号的时域运算

• 叠加和相乘

𝑓 𝑡 = 𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡

𝑓 𝑡 = 𝑓1 𝑡 ⋅ 𝑓2(𝑡)

34信号分析与处理
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代数和 乘积
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第一章 连续信号的分析

连续信号的时域运算

• 微分和积分

𝑓(𝑡)

𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡)

න
−∞

𝑡

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

信号经微分后突出显示了它的变化部分 信号经积分后可平滑突变部分

35信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

𝑟′ 𝑡 = 𝑢 𝑡微分

奇异信号 𝑟 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝛿 𝑡 , 𝛿′ 𝑡 之间的相互关系

36信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

单位斜坡信号 𝑟 𝑡

𝑢′ 𝑡 = 𝛿 𝑡微分

𝛿′ 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝛿 𝑡微分

单位阶跃信号 𝑢(𝑡)

单位冲激信号 𝛿(𝑡)

单位冲激偶信号
𝛿′(𝑡)

积分න
−∞

𝑡

𝑢 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑟(𝑡)

积分න
−∞

𝑡

𝛿 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑢(𝑡)

积分න
−∞

𝑡

𝛿′ 𝜏 𝑑𝜏 = 𝛿(𝑡)
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第一章 连续信号的分析

卷积运算

• 对于两个连续时间信号𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 ，定义它们的卷积积分运算
（简称卷积运算）

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = න
−∞

∞

𝑥2 𝜏 𝑥1 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• 卷积运算的步骤
• 变量替换

• 翻转

• 平移

• 相乘

• 积分

38信号分析与处理
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𝑥1 𝑡 → 𝑥1 𝜏 ， 𝑥2 𝑡 → 𝑥2 𝜏

𝑥2 𝜏 → 𝑥2 −𝜏

𝑥2 −𝜏 → 𝑥2 𝑡 − 𝜏

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏

න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

要求：熟练掌握！
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第一章 连续信号的分析

卷积运算

• 例1-2：设 𝑥1 𝑡 = ቐ
0 𝑡 < −2
2 −2 ≤ 𝑡 ≤ 2
0 𝑡 > 2

, 𝑥2 𝑡 = ൞

0 𝑡 < 0
3

4
0 ≤ 𝑡 ≤ 2

0 𝑡 > 2

，

求卷积 𝑥 𝑡 = 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)

𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡)

𝑥2(𝜏)𝑥2(−𝜏)

𝜏 𝜏

𝑡𝑡

39信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

变量𝑡替换为𝜏，

𝑥1 𝜏 ≠ 0

⟺ 𝜏 ∈ [−2, 2]

变量𝑡替换为𝑡 − 𝜏，

𝑥2 𝑡 − 𝜏 ≠ 0

⟺ 𝑡 − 𝜏 ∈ [0, 2]

= න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
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第一章 连续信号的分析

卷积的图解法

关键：
积分上下限的
选取！

𝑥1(𝜏)

𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(−2 − 𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏)

𝑥2(𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(2 − 𝜏)

𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(4 − 𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑡 < −2 𝑡 = −2 −2 < 𝑡 < 0

𝑡 = 0 0 < 𝑡 < 2 𝑡 = 2

2 < 𝑡 < 4 𝑡 = 4 𝑡 > 4
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第一章 连续信号的分析

信号分析与处理 41

1.1.2 连续信号的时域运算

𝑡 < −2, 𝑥1(𝜏) = 0, 𝜏 < −2; 𝑡 = −2交点处面积为0

𝑥1(𝜏)𝑥2(𝑡 − 𝜏) = 0

𝑥 𝑡 = 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡) = න
−∞

−2

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 0

−2 < 𝑡 ≤ 0, −4 < 𝜏 < 0, 实际交叠部分−2 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡

𝑥 𝑡 = න
−2

𝑡

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = න
−2

𝑡

2 ×
3

4
𝑑𝜏 =

3

2
(𝑡 + 2)

0 < 𝑡 ≤ 2, −2 < 𝜏 < 2, 实际交叠部分 𝑡 − 2 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡

𝑥 𝑡 = න
𝑡−2

𝑡

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = න
𝑡−2

𝑡

2 ×
3

4
𝑑𝜏 = 3
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第一章 连续信号的分析

信号分析与处理 42

1.1.2 连续信号的时域运算

𝑡 > 4, 𝑥1(𝜏) = 0, 𝜏 > 2; 𝑡 = 2交点处面积为0

𝑥1(𝜏)𝑥2(𝑡 − 𝜏) = 0

𝑥 𝑡 = 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡) = න
2

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 0

2 < 𝑡 ≤ 4, 0 < 𝜏 < 4,

𝑥 𝑡 = න
𝑡−2

2

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = න
𝑡−2

2

2 ×
3

4
𝑑𝜏 =

3

2
(4 − 𝑡)

卷积中积分限的确定，取决于两个函数图形交叠部分的范围!
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第一章 连续信号的分析

卷积的图解法

关键：
积分上下限的
选取！

𝑥1(𝜏)

𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(−2 − 𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏)

𝑥2(𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(2 − 𝜏)

𝑥2(𝑡 − 𝜏) 𝑥2(4 − 𝜏) 𝑥2(𝑡 − 𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏) 𝑥1(𝜏)

𝑡 < −2 𝑡 = −2 −2 < 𝑡 < 0

𝑡 = 0 0 < 𝑡 < 2 𝑡 = 2

2 < 𝑡 < 4 𝑡 = 4 𝑡 > 4

48信号分析与处理

课程回顾：卷积的图解法

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡

= න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
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第一章 连续信号的分析

卷积结果：

𝑥 𝑡 =

0 𝑡 ≤ −2
3

2
(𝑡 + 2) −2 < 𝑡 ≤ 0

3 0 < 𝑡 ≤ 2
3

2
(4 − 𝑡) 2 < 𝑡 ≤ 4

0 𝑡 > 4

50信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

𝑥(𝑡)

卷积结果所占有
的时宽等于两个
函数各自时宽的

总和！

注：现实中的信号通常是在𝑡 ≥ 0时才有意义，此时

亦需要 𝑡 − 𝜏 ≥ 0故 𝜏 ∈ [0, 𝑡]，所以自动控制方向的

教材或文献通常把卷积公式写成

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = න
0

𝑡

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
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第一章 连续信号的分析

卷积运算的性质

• 交换律
𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑥2 𝑡 ∗ 𝑥1(𝑡)

46信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = න
−∞

∞

𝑥2 𝜆 𝑥1 𝑡 − 𝜆 𝑑𝜆 = 𝑥2 𝑡 ∗ 𝑥1 𝑡证明：

令λ = 𝑡 − 𝜏
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第一章 连续信号的分析

卷积运算的性质

• 交换律
𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑥2 𝑡 ∗ 𝑥1(𝑡)

• 分配律
𝑥 𝑡 ∗ 𝑥1 𝑡 + 𝑥2 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ 𝑥1 𝑡 + 𝑥 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)

• 结合律
𝑥 𝑡 ∗ 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ [𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)]

47信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

出现了两次卷积运算！改变积分次序即可证明
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第一章 连续信号的分析

证明卷积运算的结合律

信号分析与处理 48

1.1.2 连续信号的时域运算

证明 𝑥 𝑡 ∗ 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ [𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)]，为了方便看变量，等式左边可写成

𝑥(𝜆) ∗ 𝑥1(𝜆) (𝜏) ∗ 𝑥2(𝜏) (𝑡)

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥(𝜆)𝑥1(𝜏 − 𝜆)𝑑𝜆 𝑥2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

= න
−∞

∞

𝑥(𝜆) න
−∞

∞

𝑥1(𝜏 − 𝜆)𝑥2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝜆

= න
−∞

∞

𝑥(𝜆) න
−∞

∞

𝑥1(𝜉)𝑥2((𝑡 − 𝜆) − 𝜉)𝑑𝜉 𝑑𝜆

= න
−∞

∞

𝑥(𝜆) 𝑥1(𝜉) ∗ 𝑥2(𝜉) (𝑡 − 𝜆) 𝑑𝜆 = න
−∞

∞

𝑥(𝜆)𝑎(𝑡 − 𝜆)𝑑𝜆 = න
−∞

∞

𝑥(𝜏)𝑎(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

= 𝑥 𝑡 ∗ [𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)]

（改换积分次序）

𝑎(𝑡 − 𝜆)

（换元，令 𝜉 = τ − λ）

（换元，令 𝜆 = τ）
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第一章 连续信号的分析

卷积运算的性质

• 卷积的微分

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑥1 𝑡 ∗

𝑑

𝑑𝑡
𝑥2 𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2(𝑡)

• 卷积的积分

න
−∞

𝑡

𝑥1 𝜆 ∗ 𝑥2 𝜆 𝑑𝜆 = 𝑥1 𝑡 ∗ න
−∞

𝑡

𝑥2 𝜆 𝑑𝜆

= න
−∞

𝑡

𝑥1 𝜆 𝑑𝜆 ∗ 𝑥2(𝑡)

49信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

和乘法微积分
性质的区别？
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第一章 连续信号的分析

乘法的微分 vs 卷积的微分

• 乘法的微分

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 ∙ 𝑥2 𝑡 + 𝑥1 𝑡 ∙

𝑑

𝑑𝑡
𝑥2 𝑡

• 卷积的微分

𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
න
−∞

∞

𝑥1 𝜏 𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

= න
−∞

∞

𝑥1 𝜏
𝑑

𝑑𝑡
𝑥2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

= 𝑥1 𝑡 ∗
𝑑

𝑑𝑡
𝑥2 𝑡

50信号分析与处理

1.1.2 连续信号的时域运算

只需要对其中一个函数

进行微分就可以了

（积分同理）
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第一章 连续信号的分析

卷积运算的性质

• 与冲激信号、冲激偶信号的卷积

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 = 𝑥 𝑡
𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 𝑥(𝑡 − 𝑡0)

𝑥 𝑡 − 𝑡1 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡2 = 𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2)
𝛿 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 = 𝛿 𝑡

𝛿 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 𝛿 𝑡 − 𝑡0
𝛿 𝑡 − 𝑡1 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡2 = 𝛿 𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿′ 𝑡 = 𝑥′(𝑡)

• 与阶跃信号的卷积

𝑥 𝑡 ∗ 𝑢 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝑥 𝜏 𝑑𝜏
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第一章 连续信号的分析

利用卷积性质简化卷积运算
𝑥1(𝑡) 𝑥2 𝑡

𝑥2(𝜏)𝑥2(−𝜏)

𝜏 𝜏

𝑡𝑡

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥1 𝑡 ∗ න

−∞

𝑡

𝑥2 𝜏 𝑑𝜏

= 2 𝛿 𝑡 + 2 − 𝛿(𝑡 − 2) ∗
3

4
𝑟 𝑡 − 𝑟 𝑡 − 2

=
3

2
𝛿 𝑡 + 2 ∗ 𝑟 𝑡 − 𝛿 𝑡 + 2 ∗ 𝑟 𝑡 − 2 − 𝛿 𝑡 − 2 ∗ 𝑟 𝑡 + 𝛿 𝑡 − 2 ∗ 𝑟 𝑡 − 2

=
3

2
𝑟 𝑡 + 2 − 𝑟 𝑡 − 𝑟 𝑡 − 2 + 𝑟(𝑡 − 4)

54信号分析与处理
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2 𝑢 𝑡 + 2 − 𝑢(𝑡 − 2) =
3

4
𝑢 𝑡 − 𝑢(𝑡 − 2)

2 𝛿 𝑡 + 2 − 𝛿(𝑡 − 2)

微分

3

4
𝑟(𝑡) − 𝑟(𝑡 − 2)

积分

𝑥 𝑡 − 𝑡1 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡2 = 𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2)
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1.1.3 连续信号的时域分解

• 复杂信号分解成一些简单信号或基本信号

)(tf
Df

)(tfA

𝑓 𝑡 = 𝑓𝐷 + 𝑓𝐴(𝑡)

60信号分析与处理

1.1.3 连续信号的时域分解

平均值不为零的信号
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𝑓𝑒 𝑡 = 𝑓𝑒(−𝑡)

𝑓𝑜 𝑡 = −𝑓𝑜(−𝑡)

任何信号𝑓(𝑡)可以分解为偶分量𝑓𝑒(𝑡)和奇分量𝑓𝑜(𝑡)之和

61信号分析与处理
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偶函数

奇函数

𝑓 𝑡 = 𝑓𝑒 𝑡 + 𝑓𝑜 𝑡

𝑓 −𝑡 = 𝑓𝑒 −𝑡 + 𝑓𝑜 −𝑡 = 𝑓𝑒 𝑡 − 𝑓𝑜 𝑡

𝑓𝑒 𝑡 =
1

2
[𝑓 𝑡 + 𝑓(−𝑡)]

𝑓𝑜 𝑡 =
1

2
[𝑓 𝑡 − 𝑓(−𝑡)]
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• 分解成冲激函数之和

𝑓 𝑡 ≈ ෍

𝑘=−∞

∞

𝑓 𝑘Δ𝑡 {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢[𝑡 − (𝑘 + 1)Δ𝑡]}

= σ𝑘=−∞
∞ 𝑓 𝑘Δ𝑡 ∙

1

Δ𝑡
∙ {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢[𝑡 − (𝑘 + 1)Δ𝑡]} ⋅ Δ𝑡

𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑓 𝑡 ∗ 𝛿(𝑡)

考虑函数𝑓(𝑡)

令Δ𝑡 → 0，有Δ𝑡 → 𝑑𝜏, 𝑘Δ𝑡 → 𝜏，可知

任意信号可以分解为一系列具有不同强度的冲激函数

62信号分析与处理
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Δ𝑡 → 0, 𝛿 𝑡 − 𝑘∆𝑡

和前面给出的一致！

lim
Δ𝑡→0

1

Δ𝑡
∙ {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢 𝑡 − 𝑘 + 1 Δ𝑡 } = 𝛿 𝑡 − 𝜏

𝑘Δ𝑡 (𝑘 + 1)Δ𝑡

𝑡

𝑓 𝑘Δ𝑡

0

𝑓(𝑡)可用经平移的无穷多个𝛿(𝑡)

加权后的连续和（积分）表示
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第一章 连续信号的分析

正交分解

• 二维空间中的正交矢量（向量）

𝜃

𝑥

𝑦
𝑐𝑦

𝑣 min 𝑥 − 𝑐𝑦 2
2 𝑐 =

< 𝑥, 𝑦 >

< 𝑦, 𝑦 >

𝑦 = 𝑦1, 𝑦2
𝑇 ,

𝑐 = 𝑐1, 𝑐2
𝑇𝜃

𝑥

𝑦1

𝑦2

𝑐1𝑦1

𝑐2𝑦2 𝑐𝑖 =
< 𝑥, 𝑦𝑖 >

< 𝑦𝑖 , 𝑦𝑖 >
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min 𝑥 − 𝑐𝑦 2
2

近似误差函数为凸函数，

𝑑 𝑥−𝑐𝑦 2
2

𝑑𝑐
= 0时有最小值

𝑥 = 𝑐𝑦

𝑦𝑇𝑥 = 𝑐𝑦𝑇𝑦

𝑐 =
𝑦𝑇𝑥

𝑦𝑇𝑦
=
< 𝑥, 𝑦 >

< 𝑦, 𝑦 >

𝑥 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2

求线性系数𝑐1：

𝑦1
𝑇𝑥 = 𝑐1𝑦1

𝑇𝑦1 + 𝑐2𝑦1
𝑇𝑦2

𝑐1 =
𝑦1
𝑇𝑥

𝑦1
𝑇𝑦1

=
< 𝑥, 𝑦1 >

< 𝑦1, 𝑦1 >
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第一章 连续信号的分析

𝑐𝑖 =
< 𝑥, 𝑉𝑖 >

< 𝑉𝑖 , 𝑉𝑖 >
,

• 𝑛维信号向量空间

𝑉1, … , 𝑉𝑛 正交，用 𝑉1, … , 𝑉𝑛 的线性组合表示向量 𝑥，即 𝑥 = σ𝑖=1
𝑛 𝑐𝑖𝑉𝑖

64信号分析与处理
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一般情况下，𝑛维向量必须用𝑛个正交分量表示（如果把它表示成不是𝑛个

正交分量的线性组合，会产生误差）

线性无关，
可以张成一个

𝑛维空间

唯一表达式！

𝑖 = 1,2, … , 𝑛
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1.1.3 连续信号的时域分解

• 从向量空间到函数空间

𝑛维实向量空间ℝ𝑛 无穷维实向量空间ℝ∞，向量𝒗 ∈ ℝ∞

向量无限维

过于庞大！
限制向量长度！

为使以下定义依然成立： 该无穷级数需收敛至有限值，例如，取

由此，加入了有限长度向量的限制，仍然符合向量空间的定义，因为

（有限长度向量之和的长度仍是有限的）且𝑎𝒙是有限量（𝑎是标量）

希尔伯特（Hilbert）空间 （保有一般几何性质的无限维实向量空间） 完备的内积空间

一个抽象的希尔伯特空间中的元素往往被称为向量，在实际应用中可能代表一列复数或一个函数。

例： 可以测量函数的长度！ 无限维数的向量空间

（希尔伯特空间）
函数空间（可以在其中计算内积）
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正交函数集
• 考虑两个非零函数 𝑓1 𝑡 , 𝑓2(𝑡)，若满足

න
𝑡1

𝑡2

𝑓1 𝑡 𝑓2
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = 0

则称𝑓1 𝑡 , 𝑓2(𝑡)在区间 𝑡1, 𝑡2 内正交。

• 考虑 𝑛个非零函数 𝑓1 𝑡 , 𝑓2 𝑡 , … , 𝑓𝑛 𝑡 构成一个函数集，且这些函数在区间 𝑡1, 𝑡2 内满足

න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑗
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ

0 𝑖 ≠ 𝑗
𝑘𝑖 𝑖 = 𝑗

, (a)

其中𝑘𝑖为常数，则称此函数集为在区间(𝑡1, 𝑡2)内的正交函数集。

• 上述非零函数 𝑓1 𝑡 , 𝑓2 𝑡 , … , 𝑓𝑛 𝑡 在区间(𝑡1, 𝑡2)内构成完备正交函数集的条件：(a)式成立，且不存在

非零函数𝜑 𝑡 满足

න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝜑
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

66信号分析与处理
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此处上标*符号表示共轭，可涵盖复函数；

若𝑓2(𝑡)为实函数，则𝑓2
∗ 𝑡 = 𝑓2(𝑡)

（内积为0）
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常见的完备正交函数集

• 三角函数集在区间 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 , 𝑇 =
2𝜋

𝜔0

{1, cos𝜔0𝑡, cos 2𝜔0𝑡, … , sin𝜔0𝑡, sin 2𝜔0𝑡, …}

• 复指数函数集在区间 𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 , 𝑇 =
2𝜋

𝜔0

{𝑒𝑗𝑛𝜔0𝑡} (𝑛 = 0,±1,±2,… )

• 其它：勒让德函数集、切比雪夫多项式集合、沃尔什函数集……（了解即可）

67信号分析与处理
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思考：如何快速证明，
1 和其它三角函数是

正交的？

This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

信号的正交分解

• 𝑥 𝑡 = σ𝑖=1
𝑛 𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑡) + 𝑥𝑒 𝑡 , 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2)， 𝑓𝑖(𝑡)为实信号

• 选取系数𝑐𝑖(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛)使这种线性组合表示最接近原信号 𝑥 𝑡

𝑥𝑒
2(𝑡) =

1

𝑡2 − 𝑡1
න
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝑡 −෍

𝑖=1

𝑛

𝑐𝑖𝑓𝑖 𝑡

2

𝑑𝑡

𝑐𝑖 =
𝑡1׬
𝑡2 𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡

𝑡1׬
𝑡2[𝑓𝑖 𝑡 ]

2𝑑𝑡
复变函数情况为

𝑡1׬
𝑡2 𝑥 𝑡 𝑓𝑖

∗ 𝑡 𝑑𝑡

𝑡1׬
𝑡2 𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑖

∗(𝑡)𝑑𝑡

𝑘𝑖
68信号分析与处理
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න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑗
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ

0 𝑖 ≠ 𝑗
𝑘𝑖 𝑖 = 𝑗

均方误差

其中
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推导近似系数的两种思路

• 从优化的角度（对系数𝑐𝑖求偏导数）

• 从内积（投影）的角度（直接考虑𝑥𝑒 𝑡 = 0的最优情况）

信号分析与处理 69

1.1.3 连续信号的时域分解

𝜕𝑥𝑒
2(𝑡)

𝜕𝑐𝑖
=

𝜕

𝜕𝑐𝑖

1

𝑡2 − 𝑡1
න
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝑡 −෍

𝑖=1

𝑛

𝑐𝑖𝑓𝑖 𝑡

2

𝑑𝑡 = 0 ⟹ 𝑐𝑖=
𝑡1׬
𝑡2 𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡

𝑡1׬
𝑡2[𝑓𝑖 𝑡 ]

2𝑑𝑡
=

1

𝑘𝑖
න
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡

𝑥 𝑡 , 𝑓𝑖(𝑡) = න
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑐𝑖න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑗 𝑡 𝑑𝑡 ⟹ 𝑐𝑖=
𝑡1׬
𝑡2 𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡

𝑡1׬
𝑡2[𝑓𝑖 𝑡 ]2𝑑𝑡

=
1

𝑘𝑖
න
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝑡 𝑓𝑖 𝑡 𝑑𝑡

只有当 𝑖 = 𝑗时，内积才不为0න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑗
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ

0 𝑖 ≠ 𝑗
𝑘𝑖 𝑖 = 𝑗

此处已知：𝑓1 𝑡 , 𝑓2 𝑡 , … , 𝑓𝑛 𝑡 在区间

(𝑡1, 𝑡2)内构成完备正交函数集
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例1-3：用正弦波sin 𝑡在(0, 2𝜋)内近似如下矩形脉冲𝑓 𝑡
𝑓(𝑡)

𝑓 𝑡 = ቊ
+1 0 < 𝑡 < 𝜋
−1 𝜋 < 𝑡 < 2𝜋

解：在(0, 2𝜋)内用sin 𝑡逼近𝑓(𝑡)，

最佳系数为

𝑐1 =
0׬
2𝜋
𝑓 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

0׬
2𝜋
sin2 𝑡𝑑𝑡

=
4

𝜋

𝑓 𝑡 ≈
4

𝜋
sin 𝑡

70信号分析与处理

1.1.3 连续信号的时域分解

近似波形是振幅为
4

𝜋

的正弦波（虚线所示），

存在一定的近似误差
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例1-4：用正弦函数sin 𝑡在(0, 2𝜋)内近似表示余弦函数cos 𝑡

解：显然，由于

න
0

2𝜋

cos 𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 = 0

所以 𝑐1 = 0，也就是余弦函数 cos 𝑡不包含正弦函数

（信号）sin 𝑡这一分量，或者说，cos 𝑡与 sin 𝑡函数

正交。
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第一章 连续信号的分析

帕斯瓦尔（Parseral）方程

• 如果 𝑥𝑒
2(𝑡)=0，则 𝑥 𝑡 可以完全由𝑛个正交函数精确描述，此时正交

函数集完备

• 一般 𝑥𝑒
2(𝑡) > 0，𝑛越大，均方误差越小。当 𝑛 → ∞，有 𝑥𝑒

2(𝑡)=0 以及

න
𝑡1

𝑡2

𝑥2 𝑡 𝑑𝑡 =෍

𝑖=1

∞

𝑐𝑖
2𝑘𝑖

帕斯瓦尔（Parseral）方程：表示了信号分解的能量关系，信号 𝑥(𝑡)的

能量等于此信号在完备正交函数集中各分量的能量之和。

72信号分析与处理

1.1.3 连续信号的时域分解

න
𝑡1

𝑡2

𝑓𝑖 𝑡 𝑓𝑗
∗ 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ

0 𝑖 ≠ 𝑗
𝑘𝑖 𝑖 = 𝑗
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析

73信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

信号的频域分析法

• 三角函数集是完备正交函数集，任意信号都可以分解为三角函数表达式

• 任何信号都可视为一系列正弦信号的组合，这些正弦信号的频率、相位

反映了原信号的性质

• 信号的频域分析法：用频率域的特性（频率特性）来描述时间域信号

• 信号的频率特性具有很强的物理意义

• 频率特性是信号的客观性质

• 光线的颜色由频率决定

• 声音音调的不同也在于频率的差异

74信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析

77信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

周期信号的频谱分析

• 周期信号的傅里叶级数

• 典型周期信号的傅里叶级数

78信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

https://towardsdatascience.com/the-fourier-transform-1-ca31adbfb9ef

要求：熟练掌握！
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第一章 连续信号的分析

狄里赫利 (Dirichlet) 条件

• 在一个周期内，如果有间断点存在，则间断点的数目应是有限个

• 在一个周期内，极大值和极小值的数目应是有限个

• 在一个周期内，信号是绝对可积的，即׬𝑡0
𝑡0+𝑇1 |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡等于有限值

狄里赫利条件是傅里叶级数存在的充分条件

79信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

（又译：“狄利克雷条件”）

注：通常实际应用中的周期性信号都能满足狄里赫利条件，所以一般的周期信号都具有傅里叶级数。
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第一章 连续信号的分析

三角函数形式的傅里叶级数展开式

• 信号𝑓(𝑡)的周期 𝑇1, 频率𝜔1

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

𝑎0=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑎𝑛=
2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

𝑏𝑛 =
2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

80信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

其中

直流分量

余弦分量的幅度

正弦分量的幅度

三角函数的
线性组合
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第一章 连续信号的分析

傅里叶系数的求解

82信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

• 正交分解法（基于内积求解近似系数，以𝑎0、𝑎𝑛为例）

• 积分法（以𝑏𝑛为例）

三角函数完备正交集 {1, cos𝜔1𝑡, cos 2𝜔1𝑡, … , cos 𝑛𝜔1𝑡 , … , sin𝜔1𝑡, sin 2𝜔1𝑡, … , sin 𝑛𝜔1𝑡, …}

𝑎0 =
׬ Τ−𝑇1 2

Τ𝑇1 2
𝑓 𝑡 ∙ 1𝑑𝑡

׬ Τ−𝑇1 2

Τ𝑇1 2
1𝑑𝑡

=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑎𝑛 =

׬ Τ−𝑇1 2

Τ𝑇1 2
𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

׬ Τ−𝑇1 2

Τ𝑇1 2
(cos 𝑛𝜔1𝑡)

2 𝑑𝑡
=

2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 sin 𝑘𝜔1𝑡 𝑑𝑡 = න

−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑎0 sin 𝑘𝜔1𝑡 𝑑𝑡 + න

−
𝑇1
2

𝑇1
2
෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡 sin 𝑘𝜔1𝑡 𝑑𝑡

= 𝟎

用到半角公式 cos2 𝛼 =
1+cos 2𝛼

2
，sin2 𝛼 =

1−cos 2𝛼

2

正交

= න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑏𝑛 sin 𝑘𝜔1𝑡 sin 𝑘𝜔1𝑡 𝑑𝑡

𝑛 ≠ 𝑘时，正交

（只留下了𝑛 = 𝑘的情况） =
𝑇1
2
𝑏𝑛 𝑏𝑛 =

2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

令𝑘 = 𝑛

This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

三角函数形式的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛

• 𝑐0 = 𝑎0 =
1

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

• 𝑐𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2

• 𝜑𝑛 = −arctan
𝑏𝑛

𝑎𝑛
,  𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 cos𝜑𝑛,  𝑏𝑛 = −𝑐𝑛 sin𝜑𝑛

• 一个周期信号可以分解为直流分量和一系列余弦或正弦形式的交流
分量

83信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

信号在一个周期内的平均值，𝑎0 =
1

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑐𝑛是𝑛的偶函数，𝜑𝑛是𝑛的奇函数

物理意义明显，
但运算不方便！

= 𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡
= 𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 cos𝜑𝑛 − 𝑐𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡 sin 𝜑𝑛
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第一章 连续信号的分析

周期信号的频谱

• 周期信号由直流分量、频率为原信号频率整数倍的一系列正弦型

信号（分量）组成

• 基波分量 𝑛 = 1——一次谐波信号

• 二次谐波分量（ 𝑛 = 2）

• 三次、四次谐波分量（ 𝑛 = 3, 4）……

• 周期信号的傅里叶级数展开式全面描述了组成信号的各正弦分量

的特征：各谐波分量的频率、幅度和相位

84信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛
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第一章 连续信号的分析

幅度谱和相位谱

幅度频谱（幅度谱） 相位频谱（相位谱）

𝜑𝑛

𝜔 𝜔

𝑐𝑛

谱线

包络线

周期信号的频谱只会出现在0, 𝜔1, 2𝜔1, …离散频率点上，称为离散谱

85信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑇1 =
2𝜋

𝜔1

整数 𝑛 > 0

𝑓 𝑡 = 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛

（均为示例图）
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第一章 连续信号的分析

𝐹 0 = 𝐹 −𝑛𝜔1= 𝐹 𝑛𝜔1

从三角傅里叶级数到（复）指数傅里叶级数

信号分析与处理 87

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

三角函数完备正交集 {1, cos𝜔1𝑡, cos 2𝜔1𝑡, … , cos 𝑛𝜔1𝑡 , … , sin𝜔1𝑡, sin 2𝜔1𝑡, … , sin 𝑛𝜔1𝑡, …}

复指数函数完备正交集 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 , 𝑛 = 0,±1,±2,… , 𝑡 ∈ 𝑡0, 𝑡0 +
2𝜋

𝜔1
, ∀𝑡0

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

= 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞
𝑎𝑛 − 𝑗𝑏𝑛

2
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 +

𝑎𝑛 + 𝑗𝑏𝑛
2

𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡

= 𝐹(0) +෍

𝑛=1

∞

𝐹(𝑛𝜔1)𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡 + 𝐹(−𝑛𝜔1)𝑒

−𝑗𝑛𝜔1𝑡

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹(𝑛𝜔1)𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

欧拉公式 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 = cos𝑛𝜔1𝑡 + 𝑗 sin 𝑛𝜔1𝑡

cos 𝑛𝜔1𝑡 =
1

2
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 + 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡

sin 𝑛𝜔1𝑡 =
1

2𝑗
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 − 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡

（𝑎𝑛是𝑛的偶函数，𝑏𝑛是𝑛的奇函数）

෍

𝑛=1

∞

𝐹 −𝑛𝜔1 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 = ෍

𝑛=−1

−∞

𝐹 𝑛𝜔1 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡
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第一章 连续信号的分析

欧拉公式！

从三角傅里叶级数到（复）指数傅里叶级数（续）

信号分析与处理 88

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

= 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹(𝑛𝜔1)𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

为了方便，把系数 𝐹 𝑛𝜔1 简写作 𝐹𝑛

𝐹 𝑛𝜔1 = 𝐹𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑗𝑏𝑛

2

=
1

2

2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 −

2𝑗

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) cos 𝑛𝜔1𝑡 − 𝑗 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 𝐹𝑛是复函数！

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 𝑒𝑗𝜑𝑛 =
1

2
(𝑎𝑛 − 𝑗𝑏𝑛)

𝐹−𝑛 = 𝐹−𝑛 𝑒−𝑗𝜑𝑛 =
1

2
(𝑎𝑛 + 𝑗𝑏𝑛)

互为
共轭

思考：𝐹𝑛的其它求解方法？
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第一章 连续信号的分析

复指数形式的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹 𝑛𝜔1 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡

• 𝐹 𝑛𝜔1 =
1

2
𝑐𝑛𝑒

𝑗𝜑𝑛 , 𝐹𝑛 =
1

2
𝑎𝑛 − 𝑗𝑏𝑛 , 𝐹−𝑛 =

1

2
(𝑎𝑛 + 𝑗𝑏𝑛)

• 𝐹𝑛 =
1

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

• 𝐹𝑛 + 𝐹−𝑛 = 𝑎𝑛, 𝐹𝑛 = 𝐹−𝑛 =
1

2
𝑐𝑛, 𝑏𝑛 = 𝑗 𝐹𝑛 − 𝐹−𝑛 (𝑛 = 1,2,⋯)

• 负频率的出现是数学运算的结果，把负频率项与相应的正频率项成对

地合并起来，才是实际的频谱函数

89信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

幅度变成了三角函数
形式的一半
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第一章 连续信号的分析

周期信号的复数频谱

• 𝐹 𝑛𝜔1 是𝑛𝜔1的复函数, 𝐹𝑛= 𝐹𝑛 𝑒𝑗𝜑𝑛

• 模 |𝐹𝑛| 反映了各谐波分量的幅度，随频率的分布称为幅度频谱（幅频）

𝑛的偶函数

• 相角 𝜑𝑛反映了各谐波分量的相位，随频率的分布称为相位频谱（相频）

𝑛的奇函数

91信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝐹(𝑛𝜔1) = 𝐹𝑛=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 =

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) cos 𝑛𝜔1𝑡 − 𝑗 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡
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信号分析与处理 92

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

|𝐹𝑛|

𝜔

𝜑𝑛

𝜔

𝑐𝑛

𝜔

𝐹0 = 𝑐0

𝐹𝑛 =
1

2
𝑐𝑛

单边谱（𝑛 = 0,1,2…） 双边谱（𝑛 = 0,±1,±2,…）

幅
度
频
谱
（
偶
函
数
）

相
位
频
谱
（
奇
函
数
）

𝑓 𝑡 = 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛 𝑓(𝑡) = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹(𝑛𝜔1)𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

𝜔

𝜑𝑛

（均为示例图） （均为示例图）

对应三角形式 对应指数形式
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第一章 连续信号的分析

周期信号的复数频谱
|𝐹𝑛|

𝜔

𝐹𝑛

𝜔

𝜑𝑛

𝜔

当𝐹𝑛为实数时，可以用 𝐹𝑛 的正、负

表示𝜑𝑛的 0或 𝜋，因此也可以把幅度

与相位体现在一张图上

99信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

离散谱，谱线间隔𝜔1
（均为示例图）
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第一章 连续信号的分析

周期信号的功率分配

• 回顾帕斯瓦尔（Parseral）方程：表示信号分解的能量关系，信号

𝑥(𝑡)的能量等于此信号在完备正交函数集中各分量的能量

• 周期信号𝑓(𝑡)的平均功率（周期为𝑇1 ）？

94信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

න
𝑡1

𝑡2

𝑥2 𝑡 𝑑𝑡 =෍

𝑖=1

∞

𝑐𝑖
2𝑘𝑖

𝑃 =
1

𝑡2 − 𝑡1
න
𝑡1

𝑡2

𝑓 𝑡 2𝑑𝑡 ,  𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]； 𝑃 = lim
𝑇1→∞

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 2𝑑𝑡 ,  𝑡 ∈ (−∞,∞)
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第一章 连续信号的分析

周期信号的功率分配

• 功率信号𝑓(𝑡)的帕斯瓦尔（Parseral）公式：

𝑃 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 2𝑑𝑡 = 𝑐0

2 +෍

𝑛=1

∞
1

2
𝑐𝑛
2 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹𝑛
2

• 周期信号在时域的平均功率等于信号所包含的直流、基波及各次

谐波的平均功率之和（时域和频域的能量守恒）

• 周期信号的功率频谱：将各次谐波包括直流的平均功率分配关系

表示成谱线形式

95信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡
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第一章 连续信号的分析

函数的对称性与傅里叶系数的关系

• 傅里叶级数展开式：

• 若周期信号的函数波形对称：

96信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

系数可否
简化？

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

𝑎0=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑎𝑛=

2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 𝑏𝑛 =

2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

（示例图）
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第一章 连续信号的分析

函数的对称性与傅里叶系数的关系（偶函数）

• 偶函数

𝑓 𝑡 = 𝑓(−𝑡)

• 𝑎0 =
1

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 （首项系数不变）

• 𝑎𝑛 =
2

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

• 𝑐𝑛 = |𝑎𝑛| = 2|𝐹𝑛|, 𝐹𝑛 = 𝐹−𝑛 =
𝑎𝑛

2

• 𝜑𝑛 = 0或 𝜋

97信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

=
4

𝑇1
0׬

𝑇1
2 𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡, 𝑏𝑛= 0

（实部，偶函数） 性质的用途？

简化计算！

（示例图）
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第一章 连续信号的分析

函数的对称性与傅里叶系数的关系（奇函数）

• 奇函数

𝑓 𝑡 = −𝑓(−𝑡)

• 𝑎0 =
1

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 0, 𝑎𝑛 = 0

• 𝑏𝑛 =
2

𝑇1
׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 =

4

𝑇1
0׬

𝑇1
2 𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

• 𝑐𝑛 = 𝑏𝑛, 𝐹𝑛 = −𝐹−𝑛= −
𝑗𝑏𝑛

2

• 𝜑𝑛 = −
𝜋

2
或

𝜋

2

105信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

（虚部，奇函数）

如：奇函数+直流分量？

• 仍是奇函数？

• 余弦项为0？

（示例图）
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第一章 连续信号的分析

函数的对称性与傅里叶系数的关系（奇谐函数）

• 奇谐函数（半波对称函数）

𝑓 𝑡 = −𝑓(𝑡 ±
𝑇1

2
)

• 𝑎0 = 0

• 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0（𝑛为偶数）

• 𝑎𝑛 =
4

𝑇1
0׬

𝑇1
2 𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡（𝑛为奇数）

• 𝑏𝑛 =
4

𝑇1
0׬

𝑇1
2 𝑓 𝑡 sin 𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡（𝑛为奇数）

𝑓(𝑡)

106信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

波形沿时间轴平移并
相对于该轴上下反转

奇次谐波的正弦、余弦项

（示例图）

𝑇1
2

−
𝑇1
2
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信号分析与处理 107

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

函数的
对称性
与傅里
叶系数
的关系
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第一章 连续信号的分析

周期信号的傅里叶近似

𝑥(𝑡)

𝐸

2

−
𝐸

2

𝑇1
2

𝑇1

𝑓 𝑡 =
−
𝐸

2
−
𝑇1
2
≤ 𝑡 < 0

𝐸

2
0 ≤ 𝑡 <

𝑇1
2

奇函数

108信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

提示：𝑓 𝑡 = 𝑎0 + σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

代入系数公式计算
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第一章 连续信号的分析

周期方波信号的三角形傅里叶展开式

𝑓 𝑡 =
2𝐸

𝜋
sin𝜔1𝑡 +

1

3
sin 3𝜔1𝑡 +

1

5
sin 5𝜔1𝑡 + ⋯

近似：对展开式作截断，取傅里叶级数的前𝑁项来逼近𝑓 𝑡

𝑓𝑁 𝑡 = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑏2𝑛−1 sin 2𝑛 − 1 𝜔1𝑡

误差

𝜀𝑁 𝑡 = 𝑓 𝑡 − 𝑓𝑁 𝑡 𝐸𝑁 = 𝜀𝑁
2(𝑡) =

1

𝑇1
න
𝑡0

𝑡0+𝑇1

𝜀𝑁
2 𝑡 𝑑𝑡

109信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

周期方波信号的逼近波形

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

𝑡

𝑓𝑁(𝑡)

• 𝐸1 ≈ 0.05𝐸2

• 𝐸3 ≈ 0.02𝐸2

• 𝐸5 ≈ 0.015𝐸2

110信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

傅里叶级数项数越多，

近似（均方）误差越小

当 𝑁 → ∞，𝑓𝑁 𝑡 → 𝑓 𝑡
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第一章 连续信号的分析

周期方波信号的逼近波形

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

𝑡

𝑓𝑁(𝑡)

𝑁 = 10
𝑁 = 50

吉布斯现象

• 傅里叶有限级数的项数越多，

所合成波形中出现的峰起越靠

近𝑓(𝑡)的不连续点

• 当所取项数𝑁很大时，该峰起值

趋于一个常数，大约等于总跳

变值的9%，并从不连续点开始

以起伏振荡形式逐渐衰减下去，

这种现象称为吉布斯现象

111信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

典型周期信号的傅里叶级数

114信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

周期矩形脉冲信号 对称方波信号 复指数信号

• 以傅里叶级数展开形式研究典型周期信号的频谱

𝑒𝑗𝜔1𝑡

（示例图）
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第一章 连续信号的分析

周期矩形脉冲信号

• 周期矩形脉冲信号𝑓(𝑡)的脉冲宽度 𝜏，脉冲幅度 𝐸，重复周期 𝑇1

𝑓 𝑡 = 𝐸 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
, 𝑡 ∈ −

𝑇1
2
,
𝑇1
2

, 𝜏 ∈ 0, 𝑇1

115信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓(𝑡)
𝐸

𝜏

2
−
𝜏

2
𝑇1−𝑇1 𝑡0
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第一章 连续信号的分析

求解周期矩形脉冲信号的傅里叶系数

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

= 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos(𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛)

• 偶函数！（利用对称性质）

• 𝑏𝑛 = 0, 𝑐𝑛= 𝑎𝑛

三角形式

指数形式
𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

116信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝐸 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
, 𝑡 ∈ −

𝑇1
2
,
𝑇1
2

𝑎0 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =

1

𝑇1
න
−
𝜏
2

𝜏
2
𝐸𝑑𝑡 =

𝐸𝜏

𝑇1,  𝑎0 =
𝐸𝜏

𝑇1

𝑎𝑛 =
2

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 cos 𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 =

4

𝑇1
න
0

𝜏
2
𝐸cos 𝑛

2𝜋

𝑇1
𝑡 𝑑𝑡

= อ
4𝐸

𝑇1
∙
𝑇1
2𝜋𝑛

sin
2𝜋𝑛

𝑇1
𝑡 𝑡=0

𝑡=
𝜏
2 =

2𝐸

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋𝜏

𝑇1

=
2𝐸𝜏

𝑇1
∙
sin

𝑛𝜋𝜏
𝑇1

𝑛𝜋𝜏
𝑇1

=
2𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜋𝜏

𝑇1
=
𝐸𝜏𝜔1

𝜋
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2
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第一章 连续信号的分析

周期矩形脉冲信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔1𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔1𝑡

= 𝑐0 +෍

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 cos(𝑛𝜔1𝑡 + 𝜑𝑛)

• 𝑎0 =
𝐸𝜏

𝑇1
, 𝑎𝑛=

2𝐸

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋𝜏

𝑇1
=

2𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜋𝜏

𝑇1

• 𝑏𝑛 = 0, 𝑐𝑛= 𝑎𝑛

三角形式

指数形式
𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

𝐹𝑛 =
𝑎𝑛
2
=
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

න
−∞

∞

𝑆𝑎 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋

117信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

取样函数
（Sampling 

function，

又译为抽样
/采样函数）

当 𝑥 = 0 时，𝑆𝑎 0 = 1（求极限可得）

0 𝜋−𝜋 2𝜋−2𝜋
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第一章 连续信号的分析

周期矩形脉冲信号的频谱

𝐹𝑛
𝐸𝜏

𝑇1

2𝜋

𝜏
−
2𝜋

𝜏
𝜔4𝜋

𝜏

𝑐𝑛𝐸𝜏

𝑇1

𝜔4𝜋

𝜏

2𝜋

𝜏
𝜑𝑛

2𝜋

𝜏
𝜔4𝜋

𝜏

三角形式

指数形式

118信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝑓 𝑡 =
𝐸𝜏

𝑇1
+
2𝐸𝜏

𝑇1
෍

𝑛=1

∞

𝑆𝑎
𝑛𝜋𝜏

𝑇1
cos 𝑛𝜔1𝑡 =

𝐸𝜏

𝑇1
+
𝐸𝜏𝜔1

𝜋
෍

𝑛=1

∞

𝑆𝑎
𝑛𝜔1𝜏

2
cos 𝑛𝜔1𝑡

𝑓 𝑡 =
𝐸𝜏

𝑇1
෍

𝑛=−∞

∞

𝑆𝑎
𝑛𝜔1𝜏

2
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡
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第一章 连续信号的分析

• 𝐹𝑛 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

• 特征

1. 谱线是离散的，间隔为𝜔1 =
2𝜋

𝑇1

2. 直流分量、基波及各谐波分量的大小正比于脉冲幅度𝐸和脉宽𝜏，反比于

周期𝑇1；直流分量峰值
𝑬𝝉

𝑻𝟏

3. 各谱线的幅度按𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
(𝜔 = 𝑛𝜔1)包络线的规律而变化，当 𝜔 =

2𝑚𝜋

𝜏

(𝑚 = ±1,±2,… )时，谱线的包络线过零点，第一个过零点频率为
𝟐𝝅

𝝉

119信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝐹𝑛
𝐸𝜏

𝑇1

2𝜋

𝜏
−
2𝜋

𝜏
𝜔4𝜋

𝜏

周期矩形脉冲信号的频谱特点
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第一章 连续信号的分析

• 𝐹𝑛 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

• 特征（续）

4. 谱线整体上具有减小的趋势，较高幅值的谱线都集中在第一个过零点𝜔 =
2𝜋

𝜏
内

5. 矩形信号的频带宽度（带宽）：𝐵𝜔 =
2𝜋

𝜏
或𝐵𝑓 =

1

𝜏
，只与脉宽𝜏有关，成反比关系

6. 在允许一定失真的条件下，可以要求一个通信系统只把𝜔 ≤
2𝜋

𝜏
频率范围内的各个

频谱分量传送过去，而舍弃𝜔 >
2𝜋

𝜏
的分量

120信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝐹𝑛
𝐸𝜏

𝑇1

2𝜋

𝜏
−
2𝜋

𝜏
𝜔4𝜋

𝜏

（信号的主要能量）

周期矩形脉冲信号的频谱特点

Rehr & Gerkmann. An analysis of noise-aware features in combination with the size and diversity of training data for DNN-based

speech enhancement. ICASSP 2019.
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第一章 连续信号的分析

例1-5: 求周期矩形脉冲信号的幅度频谱。

• 𝐸 = 1, 𝑇1 = 4𝜏, 𝜔1 =
2𝜋

𝑇1
=

𝜋

2𝜏

• 𝐹𝑛 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

=
1

4
∙
sin

𝑛𝜋

4
𝑛𝜋

4

=
1

4
𝑆𝑎

𝑛𝜋

4

121信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

第一个过零点：
2𝜋

𝜏
= 4 ∙

𝜋

2𝜏
= 4𝜔1

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

4𝜔1-4𝜔1 8𝜔1-8𝜔1

0.25

𝜔

𝐹𝑛

包络线

离散点
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第一章 连续信号的分析

• 𝐹𝑛 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

• 𝑇1不变， 𝜏变小，第一个

过零点频率增大，谱线

幅值减小

-30 -20 -10 0 10 20 30
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

𝜏 =
1

2
,
1

4
,
1

8
𝑇1

𝜔

122信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

周期矩形脉冲信号的谐波性

思考：类似规律如
出现在滤波器中，
则针对高频分量的
滤波效果越差

𝐹𝑛
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第一章 连续信号的分析

• 𝐹𝑛 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

• 𝜏不变， 𝑇1增大，过零点频率

不变，振幅变小，谱线则变得

越来越密集

• 𝑇1 → ∞, 矩形信号变成非周期

信号，谱线间隔→0 (连续频谱)
-15 -10 -5 0 5 10 15

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

𝜔

𝐸𝜏

𝑇1

123信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

周期矩形脉冲信号的谐波性

This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com

Flexcil - The Smart Study Toolkit & PDF, Annotate, Note



第一章 连续信号的分析

对称方波信号

• 𝜏 =
𝑇1

2
（脉宽等于周期的一半）

• ҧ𝑓 𝑡 = 𝑓(𝑡) −
𝐸

2
（周期矩形脉冲向下平移

𝐸

2
）

• 𝑎0 =
𝐸𝜏

𝑇1
−

𝐸

2
= 0,  𝑏𝑛 = 0

• 𝑎𝑛 =
2𝐸

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋𝜏

𝑇1
=

2𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2
= 𝐸𝑆𝑎

𝑛𝜋

2

• ҧ𝑓 𝑡 =
2𝐸

𝜋
σ𝑛=1
∞ 1

𝑛
sin

𝑛𝜋

2
cos(𝑛𝜔1𝑡)

ҧ𝑓(𝑡)

𝑐𝑛 = |𝑎𝑛|

𝜑𝑛

幅度谱

相位谱

124信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

（偶函数）

（也是奇谐函数）
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第一章 连续信号的分析

= 0

ҧ𝑓 𝑡 = 𝑓(𝑡) −
𝐸

2
,

ത𝐹𝑛 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2

ҧ𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2

𝑓(𝑡) −
𝐸

2
𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

ҧ𝑓(𝑡)

𝑐𝑛 = |𝑎𝑛|

𝜑𝑛

幅度谱

相位谱

125信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

（偶函数）
对称方波信号的复傅里叶系数

=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡 −

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝐸

2
𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡) 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 完备正交函数集

= 𝐹𝑛

ҧ𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

ത𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

（周期矩形脉冲信号的复傅里叶系数）

（也是奇谐函数）

对称方波信号是周期矩形脉冲信号的一类特殊情况！
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第一章 连续信号的分析

复指数信号

• 𝑒𝑗𝜔1𝑡的复傅里叶系数：

126信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝐹 𝑛𝜔1 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑒𝑗𝜔1𝑡𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑒𝑗(1−𝑛)𝜔1𝑡𝑑𝑡 = ቤ

1

𝑇1𝑗(1 − 𝑛)𝜔1
𝑒𝑗(1−𝑛)𝜔1𝑡

−
𝑇1
2

𝑇1
2

=
1

2𝜋𝑗(1 − 𝑛)
𝑒𝑗 1−𝑛 𝜋 − 𝑒−𝑗 1−𝑛 𝜋

=
sin(1 − 𝑛)𝜋

(1 − 𝑛)𝜋
= 𝑆𝑎((1 − 𝑛)𝜋)

= ቊ
1 𝑛 = 1
0 𝑛 ≠ 1

欧拉公式

𝐹(𝑛𝜔1) = 𝐹(𝜔1)
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第一章 连续信号的分析

复指数信号的频谱

• 𝑒𝑗𝜔1𝑡：

• 仅在𝜔1处有幅度为1的分量（复指数信号是正弦信号的一种表现形式）

𝜑 𝑛𝜔1

𝜔1
𝑛𝜔10

|𝐹 𝑛𝜔1 |

𝜔1
𝑛𝜔10

1

127信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

𝐹 𝑛𝜔1 = 𝐹𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1
0 𝑛 ≠ 1

𝐹𝑛= 𝐹𝑛 𝑒𝑗𝜑𝑛 = 1 ∙ 𝑒𝑗𝜑𝑛 = 1, 𝜑𝑛= 0
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第一章 连续信号的分析

正弦信号的频谱（含正弦、余弦函数形式）

• 在±𝜔1处

𝜔1

𝜑 𝑛𝜔1

𝑛𝜔10−𝜔1

|𝐹 𝑛𝜔1 |

𝜔1
𝑛𝜔10−𝜔1

1

2

|𝐹 𝑛𝜔1 |

𝜔1
𝑛𝜔10−𝜔1

1

2

cos𝜔1𝑡

sin𝜔1𝑡

𝜑 𝑛𝜔1

𝜔1 𝑛𝜔1
0−𝜔1

𝜋

2

−
𝜋

2

128信号分析与处理

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

=
1

2
𝑒𝑗𝜔1𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔1𝑡

=
1

2𝑗
𝑒𝑗𝜔1𝑡 − 𝑒−𝑗𝜔1𝑡

1

2𝑗

1

2𝑗

（相比余弦滞后
𝜋

2
）
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析

129信号分析与处理

课程内容This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com
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第一章 连续信号的分析

非周期信号的频谱分析

• 非周期可以看作周期无穷大的周期信号（基波频率无穷小）

• 根据周期矩形脉冲信号，可看出当周期增大时的趋势

• 𝑇1无穷大时，谱线连续（无限密集）

• 谱线的幅度将变为无穷小量

• 如何避免无穷小量？

130信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

周期 ↑

幅度 ↓

谱线密集程度 ↑

包含了从0到无限
的所有频率分量
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第一章 连续信号的分析

132信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

对延拓得到的周期信号 መ𝑓(𝑡)进行傅里叶级数展开： መ𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

෠𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

෠𝐹𝑛 =
1

𝑇1
න መ𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡 =

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

𝑇1

从傅里叶级数到傅里叶变换

为避免无穷小量，定义 𝐹 𝜔 = 𝑇1𝐹(𝑛𝜔1)，则

𝐹 𝜔 = lim
𝑇1→∞

න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

= න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

当 𝑇1 → ∞，则 ෠𝐹𝑛 无穷小（信号强度→ 0）

同时 መ𝑓 𝑡 → 𝑓 𝑡 , ෠𝐹 𝑛𝜔1 → 𝐹 𝑛𝜔1

当 𝑇1 → ∞，则𝜔1 =
2𝜋

𝑇1
→ 0（谱线间隔→ 0）

从求积分的角度把它写作𝜔1 → 𝑑𝜔，则 𝑛𝜔1 → 𝜔

频谱密度函数
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第一章 连续信号的分析

频谱密度函数 𝐹 𝜔 = ∞−׬
∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

• 也被简称为“频谱函数”

• 频谱密度：
𝐹(𝑛𝜔1)

𝜔1
表示单位频带的频谱值

信号分析与处理 133

• 小矩形的面积等于𝜔 = 𝑛𝜔1频率

处的频谱值

• 注：周期信号的频谱密度函数在

𝑛𝜔1频率处聚集成冲激函数

（详见：周期信号的傅里叶变换）

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

回顾：信号分解为
冲激函数之和，
思路很像！
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第一章 连续信号的分析

回顾：信号分解成冲激函数之和

𝑓 𝑡 ≈ ෍

𝑘=−∞

∞

𝑓 𝑘Δ𝑡 {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢[𝑡 − (𝑘 + 1)Δ𝑡]}

= σ𝑘=−∞
∞ 𝑓 𝑘Δ𝑡 ∙

1

Δ𝑡
∙ {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢[𝑡 − (𝑘 + 1)Δ𝑡]} ⋅ Δ𝑡

𝑓 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑓 𝑡 ∗ 𝛿(𝑡)

考虑函数𝑓(𝑡)

令Δ𝑡 → 0，有Δ𝑡 → 𝑑𝜏, 𝑘Δ𝑡 → 𝜏，可知

任意信号可以分解为一系列具有不同强度的冲激函数

134信号分析与处理

1.1.3 连续信号的时域分解

Δ𝑡 → 0, 𝛿 𝑡 − 𝑘∆𝑡

和前面给出的一致！

lim
Δ𝑡→0

1

Δ𝑡
∙ {𝑢 𝑡 − 𝑘Δ𝑡 − 𝑢 𝑡 − 𝑘 + 1 Δ𝑡 } = 𝛿 𝑡 − 𝜏

𝑘Δ𝑡 (𝑘 + 1)Δ𝑡

𝑡

𝑓 𝑘Δ𝑡

0

𝑓(𝑡)可用经平移的无穷多个𝛿(𝑡)

加权后的连续和（积分）表示
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第一章 连续信号的分析

频谱密度函数 𝐹 𝜔 = ∞−׬
∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

信号分析与处理 135

当𝜔1取到很小时，即

𝜔1 → 0，就得到连续

的结果，对应非周期

信号的频谱

从周期信号的离散频谱推广至频谱密度函数

非周期信号及其连续频谱示意图

𝐹 𝜔

离散频谱
（包络线的采样）

连续频谱

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com
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第一章 连续信号的分析

从傅里叶级数到傅里叶变换

信号分析与处理 136

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

基于频谱密度函数 𝐹 𝜔 = ∞−׬
∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡，有：

𝑓 𝑡 = lim
𝑇1→∞

መ𝑓 𝑡 = lim
𝑇1→∞

෍

𝑛=−∞

∞

෠𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

= lim
𝑇1→∞

෍

𝑛=−∞

∞

𝑇1 ෠𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡 ∙

1

𝑇1

= lim
𝑇1→∞

෍

𝑛=−∞

∞

𝐹(𝜔)𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 ∙
𝜔1

2𝜋

=
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

当 𝑇1 → ∞，𝑇1 ෠𝐹𝑛 → 𝑇1𝐹𝑛 = 𝐹(𝜔)

同时 𝜔1 → 𝑑𝜔，𝑛𝜔1 → 𝜔

非周期函数𝑓 𝑡 与其频谱密度

函数𝐹 𝜔 的关系！

መ𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

෠𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡

为避免无穷小量而定义的

𝐹 𝜔 = 𝑇1𝐹(𝑛𝜔1)
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第一章 连续信号的分析

傅里叶变换对 𝑓 𝑡 ⟷ 𝐹 𝜔

138信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

要求：熟练掌握！

• 傅里叶正变换：

𝐹 𝜔 = ℱ 𝑓(𝑡) = න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

• 傅里叶反变换（逆变换）：

𝑓 𝑡 = ℱ−1 𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

ℱ
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第一章 连续信号的分析

频谱密度函数

𝐹 𝜔 = 𝐹 𝜔 𝑒𝑗𝜑(𝜔)

• 幅度频谱 |𝐹(𝜔)|——偶函数（若𝑓(𝑡)为实函数）

• 相位频谱 𝜑(𝜔)——奇函数（若𝑓(𝑡)为实函数）

139信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

注意：此处的“幅频”和“相频”

都是对频谱密度而言！

𝐹 𝜔 = න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

∞

𝑓 𝑡 cos𝜔𝑡 − 𝑗 sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

（ 𝑓(𝑡) 为实函数）
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第一章 连续信号的分析

狄里赫利条件

• 任意非周期信号 𝑓 𝑡 存在傅里叶变换 𝐹 𝜔 的条件

• 𝑓(𝑡)在无限区间内是绝对可积的，即

න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 < ∞

• 在任意有限区间内， 𝑓(𝑡)只有有限个不连续点，在这些点上函数取

有限值

• 在任意有限区间内， 𝑓(𝑡)只有有限个极大值和极小值

充分条件！

142信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

最难满足！

思考：𝑢 𝑡 = ቊ
1 𝑡 > 0
0 𝑡 < 0
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第一章 连续信号的分析

例1-6: 求单周正弦脉冲的傅里叶变换（郑君里版教材题3-16(d)）

144信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

𝑓(𝑡)是正弦信号 𝐸sin 𝜔1𝑡 在 −
𝑇

2
,
𝑇

2
区间上的一个周期，其中𝜔1 =

2𝜋

𝑇
，

根据定义，其傅里叶变换为

解：

𝐹 𝜔 = න
−
𝑇
2

𝑇
2
𝐸 sin 𝜔1𝑡 e

−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡 =
𝐸

2𝑗
න
−
𝑇
2

𝑇
2
e𝑗(𝜔1−𝜔)𝑡 − e−𝑗(𝜔1+𝜔)𝑡 𝑑𝑡

=
𝐸

2𝑗

e𝑗(𝜔1−𝜔)𝑡

𝑗 𝜔1 − 𝜔
+
e−𝑗(𝜔1+𝜔)𝑡

𝑗 𝜔1 +𝜔

𝑇
2

−
𝑇
2

=
𝐸

2𝑗

2𝑗 sin π −
𝜔𝑇
2

𝑗 𝜔1 − 𝜔
−
2𝑗 sin π +

𝜔𝑇
2

𝑗 𝜔1 + 𝜔

=
𝐸

𝑗

sin
𝜔𝑇
2

𝜔1 −𝜔
+
sin

𝜔𝑇
2

𝜔1 +𝜔
= 𝑗

2𝐸𝜔1

𝜔2 − 𝜔1
2 sin

𝜔𝑇

2

提示：欧拉公式、𝜔1 =
2𝜋

𝑇

基于傅里叶变换

定义的求解方法

sin 𝜃 + 𝜋 = sin −𝜃

= − sin 𝜃
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第一章 连续信号的分析

例1-6: 求单周正弦脉冲的傅里叶变换（郑君里版教材题3-16(d)）

145信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

因此，根据定义求解 𝑓 𝑡 的傅里叶变换，经整理得解（续）：

𝐹 𝜔 = න
−
𝑇
2

𝑇
2
𝐸 sin 𝜔1𝑡 e

−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡 = 𝑗
2𝐸𝜔1

𝜔2 − 𝜔1
2 sin

𝜔𝑇

2

其中𝜔 = 𝜔1是上述变换式的无定义点，由 𝜔1=
2𝜋

𝑇
，此时有

𝐹 𝜔1 =
𝐸

2𝑗
න
−
𝑇
2

𝑇
2
1 − e−𝑗

4𝜋
𝑇 𝑡 𝑑𝑡 =

𝐸𝑇

2𝑗

同样可验证 𝐹 𝜔 在𝜔 → 𝜔1时的极限就是 𝐹 𝜔1 。

注：对实际信号，没有特别说明的情况下，一般只需要考虑正频率，

因此没有讨论𝜔 = −𝜔1

基于傅里叶变换

定义的求解方法
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第一章 连续信号的分析

典型非周期信号的频谱（傅里叶变换）

① 矩形脉冲信号

② 单边指数信号

③ 双边指数信号

④ 单位直流信号

⑤ 双边奇指数信号

⑥ 符号函数信号

146信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

注意：狄里赫利条件只是充分条件，

不是必要条件。

如果在变换中可以引入冲激函数或

极限处理，那么一个在无限区间内

不绝对可积的信号，也可以被认为

具有傅里叶变换。
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第一章 连续信号的分析

① 矩形脉冲信号（单矩形脉冲）

𝑓 𝑡 =
𝐸 𝑡 <

𝜏

2

0 𝑡 >
𝜏

2

147信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

𝑓 𝑡 = 𝐸 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2

满足狄里赫利条件

又称：

窗函数、

门函数

𝑓(𝑡)

𝐸

𝜏

2
−
𝜏

2
𝑡0
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第一章 连续信号的分析

矩形脉冲信号的频谱密度函数

148信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

-30 -20 -10 0 10 20 30
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
𝐸𝜏

2𝜋

𝜏

𝜔

𝐹(𝜔)

0= 𝐸𝜏𝑆𝑎
𝜔𝜏

2

𝐹(𝜔) = න
−
𝜏
2

𝜏
2
𝐸𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

=
2𝐸

𝜔
sin

𝜔𝜏

2
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第一章 连续信号的分析

比较𝐹(𝜔)和𝐹(𝑛𝜔1)

149信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

矩形脉冲信号频谱密度 𝐹(𝜔) 周期矩形脉冲信号频谱 𝐹(𝑛𝜔1)

• 包络线相似，带宽相同（
2𝜋

𝜏
）；幅度不同，一个连续一个离散

0

连续谱

𝐸𝜏/𝑇1

离散谱

0
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第一章 连续信号的分析

② 单边指数信号

𝑓 𝑡 = ቊ𝑒
−𝑎𝑡 𝑡 > 0, 𝑎 > 0
0 𝑡 < 0

• 𝐹 𝜔 = ∞−׬
∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 0׬
∞
𝑒−𝑎𝑡𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑎+𝑗𝜔

• 𝐹 𝜔 =
1

𝑎2+𝜔2
, 𝜑 𝜔 = −arctan(

𝜔

𝑎
)

150信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

满足狄里赫利条件
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第一章 连续信号的分析

③ 双边指数信号
𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑎|𝑡|, 𝑎 > 0

𝐹 𝜔 =
1

𝑎 − 𝑗𝜔
+

1

𝑎 + 𝑗𝜔
=

2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
, 𝐹 𝜔 =

2𝑎

𝑎2 +𝜔2
, 𝜑 𝜔 = 0

151信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

满足狄里赫利条件

示例图中
𝑎 = 1
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第一章 连续信号的分析

④ 单位直流信号

• 不满足狄里赫利条件

• 𝐹(𝜔)可通过双边指数信号𝑒−𝑎 𝑡 （𝑎 > 0）频谱的极限求得

152信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

𝑓 𝑡 = 1,−∞ < 𝑡 < ∞

ℱ 𝑒−𝑎 𝑡 =
2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
,

当 𝜔 = 0时， 𝐹(𝜔)的强度为：

𝐹 𝜔 = lim
𝑎→0+

2𝑎

𝑎2 +𝜔2
= ቊ

0 𝜔 ≠ 0
∞ 𝜔 = 0

提示：׬
1

1+𝑥2
𝑑𝑥 = arctan 𝑥

（冲激函数）

lim
𝑎→0+

න
−∞

∞ 2𝑎

𝑎2 + 𝜔2 𝑑𝜔 = lim
𝑎→0+

න
−∞

∞
2
𝑎

1 + (
𝜔
𝑎)

2
𝑑𝜔 = lim

𝑎→0+
න
−∞

∞ 2

1 + (
𝜔
𝑎)

2
𝑑

𝜔

𝑎
= lim

𝑎→0+
ฬ2arctan

𝜔

𝑎 −∞

∞

= 2
𝜋

2
+
𝜋

2
= 2𝜋
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第一章 连续信号的分析

⑤ 双边奇指数信号

𝑓 𝑡 = ቊ
−𝑒𝑎𝑡 𝑡 < 0, 𝑎 > 0

𝑒−𝑎𝑡 𝑡 > 0, 𝑎 > 0

𝐹 𝜔 = −
𝑗2𝜔

𝑎2 + 𝜔2

𝐹 𝜔 =
2 𝜔

𝑎2 + 𝜔2
, 𝜑 𝜔 =

𝜋

2
𝜔 < 0

−
𝜋

2
𝜔 > 0

154信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

155信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

⑤ 双边奇指数信号

𝑒−𝑎𝑡

−𝑒𝑎𝑡

（𝑎 > 0）

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|𝐹 𝜔 |

𝜔

1

𝑎

𝑎−𝑎

示例图中
𝑎 = 1
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第一章 连续信号的分析

⑥ 符号函数信号

sgn 𝑡 = ቐ
−1 𝑡 < 0
0 𝑡 = 0
1 𝑡 > 0

• 不满足狄里赫利条件中绝对值可积的条件

• 符号函数信号= lim
𝑎→0+

双边奇指数信号

𝐹 𝜔 = lim
𝑎→0

−
𝑗2𝜔

𝑎2 + 𝜔2
=

2

𝑗𝜔

156信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

157信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

sgn 𝑡 = ቐ
−1 𝑡 < 0
0 𝑡 = 0
1 𝑡 > 0

⑥ 符号函数信号

双边奇指数信号

符号函数信号

求极限

阶跃信号

𝐹 𝜔 =
2

|𝜔|

0

0

0

+

𝑡

𝑡
𝑡
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第一章 连续信号的分析

常见奇异信号的频谱

• 单位冲激信号的频谱

• 单位阶跃信号的频谱

158信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

信号分析与处理 162

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

典型非周期信号 频谱密度函数 时域表达式

矩形脉冲信号 𝐹 𝜔 = 𝐸𝜏𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
𝑓 𝑡 = 𝐸 𝑢 𝑡 +

𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2

单边指数信号 𝐹 𝜔 =
1

𝑎 + 𝑗𝜔
𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡), 𝑎 > 0

双边指数信号 𝐹 𝜔 =
2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡), 𝑎 > 0

双边奇指数信号 𝐹 𝜔 = −
𝑗2𝜔

𝑎2 + 𝜔2
𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) − 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡), 𝑎 > 0

单位直流信号 𝐹 𝜔 = 2𝜋𝛿 𝜔 𝑓 𝑡 = 1

符号函数信号 𝐹 𝜔 =
2

𝑗𝜔
𝑓 𝑡 = sgn 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢(−𝑡)

单位冲激信号 𝐹 𝜔 = 1 𝑓 𝑡 = 𝛿(𝑡)

单位阶跃信号 𝐹 𝜔 = 𝜋𝛿(𝜔) +
1

𝑗𝜔
𝑓 𝑡 = 𝑢 𝑡
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析

165信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

傅里叶变换的性质

① 线性
② 奇偶虚实性
③ 对偶性
④ 尺度变换特性
⑤ 时移特性

⑥ 频移特性
⑦ 微分特性
⑧ 积分特性
⑨ 帕斯瓦尔定理（略）
⑩ 卷积定理

1.2.3 傅里叶变换的性质

166信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

① 线性

• 若

𝑓1 𝑡 ՞
ℱ
𝐹1(𝜔)

𝑓2 𝑡 ՞
ℱ
𝐹2(𝜔)

则

𝑎1𝑓1 𝑡 + 𝑎2𝑓2 𝑡 ՞
ℱ
𝑎1𝐹1 𝜔 + 𝑎2𝐹2(𝜔)

𝑎1, 𝑎2为任意常数

167信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

例：𝑢 𝑡 =
1

2
+

1

2
sgn 𝑡 , ℱ 𝑢 𝑡 =

1

2
ℱ 1 +

1

2
ℱ sgn(𝑡) =

1

2
∙ 2𝜋𝛿(𝜔) +

1

2
∙
2

𝑗𝜔
= 𝜋 𝛿(𝜔) +

1

𝑗𝜔

傅里叶变换是
线性运算，满足

叠加定理
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第一章 连续信号的分析

② 奇偶虚实性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹(𝜔)

则

𝑓∗ 𝑡 ՞
ℱ
𝐹∗(−𝜔)

• 当𝑓 𝑡 为实函数时，有𝐹 𝜔 = 𝐹∗(−𝜔)

• 当𝑓 𝑡 为实函数时，|𝐹(𝜔)|是 𝜔的偶函数，𝜑 𝜔 是 𝜔的奇函数

• 当𝑓 𝑡 为实偶函数时，𝐹(𝜔)是𝜔的实偶函数

• 当𝑓 𝑡 为实奇函数时，𝐹(𝜔)是𝜔的虚奇函数

169信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

实偶函数示例：双边指数函数

𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑎|𝑡|, 𝑎 > 0

𝐹 𝜔 =
1

𝑎 − 𝑗𝜔
+

1

𝑎 + 𝑗𝜔
=

2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
, 𝐹 𝜔 =

2𝑎

𝑎2 + 𝜔2
, 𝜑 𝜔 = 0

170信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

𝜔的实偶
函数

示例图中
𝑎 = 1
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第一章 连续信号的分析

实奇函数示例：双边奇指数函数

𝑓 𝑡 = ቊ
−𝑒𝑎𝑡 𝑡 < 0, 𝑎 > 0

𝑒−𝑎𝑡 𝑡 > 0, 𝑎 > 0
, 𝐹 𝜔 = −

𝑗2𝜔

𝑎2 + 𝜔2

171信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

𝜔的虚奇函数

示例图中
𝑎 = 1
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第一章 连续信号的分析

③ 对偶性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹(𝜔)

则

𝐹(𝑡)՞
ℱ
2𝜋 𝑓(−𝜔)

• 单位冲激信号和单位直流信号

ℱ 𝛿 𝑡 = 1

ℱ 1 = 2𝜋𝛿 −𝜔 = 2𝜋𝛿 𝜔

172信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

证明：由傅里叶反变换

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

𝑓 −𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

𝑓 −𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

ℱ 𝐹(𝑡) = න
−∞

∞

𝐹 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 2𝜋 𝑓(−𝜔)

将𝑡和𝜔互换，得
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第一章 连续信号的分析

𝑓(𝑡) 𝐹(𝜔)

𝐹(𝜔)𝛿(𝑡)

173信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

单位直流信号与单位冲激信号的对偶性

时域

单位直流信号
（幅度1）

时域

单位冲激信号
（强度1）

频域

冲激信号
（强度2𝜋）

频域

单位直流信号
（幅度1）
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第一章 连续信号的分析

例1-7：求取样函数 𝑆𝑎 𝑡 =
sin 𝑡

𝑡
的傅里叶变换。

解：对比之前的窗函数，ℱ 𝑔 𝑡 = 𝐸𝜏𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
,令 𝐸 =

1

2
, 𝜏 = 2

由对偶性得

174信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

ℱ 𝑔 𝑡 = 𝑆𝑎 𝜔 =
sin𝜔

𝜔

ℱ 𝑆𝑎 𝑡 = 2𝜋𝑔 −𝜔 = 2𝜋𝑔 𝜔 = ቊ
𝜋 𝜔 < 1
0 𝜔 > 1

偶函数

窗函数 𝑔 ∙ 已知，且 𝐸 =
1

2
, 𝜏 = 2
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第一章 连续信号的分析

175信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

𝑔(𝑡)1

2

1−1 𝑡0

2𝜋𝑔(𝜔)
𝜋

1−1 𝜔0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

𝑡

𝑆𝑎(𝑡)
1

0 𝜋−𝜋

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

𝜔

𝑆𝑎(𝜔)
1

0 𝜋−𝜋

𝐸 =
1

2
, 𝜏 = 2
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第一章 连续信号的分析

④ 尺度变换特性

𝑓 𝑡
ℱ
𝐹 𝜔 ⇒ 𝑓 𝑎𝑡

ℱ 1

𝑎
𝐹

𝜔

𝑎

• 信号波形在时域的压缩，意味着频域中信号频带的展宽

• 信号波形在时域的扩展，意味着频域中信号频带的压缩

176信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

证明： ℱ 𝑓(𝑎𝑡) = න
−∞

∞

𝑓 𝑎𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =

=
1

𝑎
න
−∞

∞

𝑓 𝜆 𝑒−𝑗
𝜔
𝑎𝜆𝑑𝜆 =

1

𝑎
𝐹

𝜔

𝑎

令𝜆 = 𝑎𝑡 1

𝑎
න
−∞

∞

𝑓 𝜆 𝑒−𝑗𝜔
𝜆
𝑎𝑑𝜆

−
1

𝑎
න
−∞

∞

𝑓 𝜆 𝑒−𝑗𝜔
𝜆
𝑎𝑑𝜆

𝑎 > 0

𝑎 < 0

实常数𝑎
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第一章 连续信号的分析

𝑓(𝑡)

𝑓(2𝑡)

𝑓
1

2
𝑡 2𝐹(2𝜔)

𝐹(𝜔)

1

2
𝐹

𝜔

2

𝑎 = 0.5

𝑎 = 1

𝑎 = 2

179信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

时域上扩展

时域上压缩

频带压缩

带宽减小

幅度变大

频带展宽

带宽增大

幅度变小

原信号

原信号频谱

频谱能量
守恒
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第一章 连续信号的分析

𝑓(𝑡)

𝑓(2𝑡)

𝑓
1

2
𝑡 2𝐹(2𝜔)

𝐹(𝜔)

1

2
𝐹

𝜔

2

𝑎 = 0.5

𝑎 = 1

𝑎 = 2

180信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

0.5倍速慢放：声音变得低沉

（相当于过滤留下了低频）

2倍速快放：声音变得刺耳

（低频高频都可通过）

𝑓(−𝑡)

相位
改变
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第一章 连续信号的分析

⑤ 时移特性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹 𝜔

则

𝑓 𝑡 ± 𝑡0 ՞
ℱ
𝑒±𝑗𝜔𝑡0𝐹 𝜔

信号𝑓 𝑡 在时域中沿时间轴右移（或左移）𝑡0 ，即延时（或超前）𝑡0

在频域中，信号的幅度频谱不变，相位频谱产生−𝜔𝑡0（或+𝜔𝑡0 ）的变化

181信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

ℱ 𝑓(𝑡 ± 𝑡0) = න
−∞

∞

𝑓(𝜆)𝑒−𝑗𝜔(𝜆∓𝑡0)𝑑𝜆

= 𝑒±𝑗𝜔𝑡0 න
−∞

∞

𝑓(𝜆)𝑒−𝑗𝜔𝜆𝑑𝜆

= 𝑒±𝑗𝜔𝑡0𝐹(𝜔)

证明：令𝜆 = 𝑡 ± 𝑡0，则𝑡 = 𝜆 ∓ 𝑡0，𝑑𝑡 = 𝑑𝜆

ℱ 𝑓 𝑎𝑡 =
1

𝑎
𝐹

𝜔

𝑎
⟹ ℱ 𝑓 𝑎𝑡 − 𝑡0 =

1

𝑎
𝐹

𝜔

𝑎
𝑒−𝑗

𝜔𝑡0
𝑎

时移
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第一章 连续信号的分析

例1-8：求𝑓 𝑡 频谱的带宽𝐵𝑓（郑版教材题3-17(b)）

(µs)

𝐹 𝜔 = 8𝑆𝑎 2𝜔 ⋅ cos 3𝜔

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-4

-2

0

2

4

6

8

182信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

𝜔

𝐹 𝜔

答案：

𝐵𝑓 =
𝜋

6
rad/μs

𝐵𝑓

换算单位后：𝐵𝑓 =
1

12
MHz

过零点是由cos 3𝜔

产生的，取样函数

会令信号有衰减
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第一章 连续信号的分析

例1-8：求𝑓 𝑡 频谱的带宽𝐵𝑓（郑版教材题3-17(b)）

183信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

解：𝑓 𝑡 是宽为 𝜏 = 4的单位矩形脉冲 𝑔 𝑡 复制两份后分别左右平移
3𝜏

4
= 3后相加得到，即

𝑓 𝑡 = 𝑔 𝑡 +
3𝜏

4
+ 𝑔 𝑡 −

3𝜏

4

其中𝑔 𝑡 = 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
，已知𝐺 𝜔 = ℱ 𝑔 𝑡 = 𝐸𝜏𝑆𝑎

𝜔𝜏

2
。

复制两份

分别左右平移

𝐸 = 1
𝜏 = 4

𝑔 𝑡
𝑓(𝑡)

1

𝑡0−5 −1 1 5
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第一章 连续信号的分析

例1-8：求𝑓 𝑡 频谱的带宽𝐵𝑓（郑版教材题3-17(b)）

184信号分析与处理

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

解：𝑓 𝑡 是宽为 𝜏 = 4的单位矩形脉冲 𝑔 𝑡 复制两份后分别左右平移
3𝜏

4
= 3后相加得到，即

𝑓 𝑡 = 𝑔 𝑡 +
3𝜏

4
+ 𝑔 𝑡 −

3𝜏

4

其中𝑔 𝑡 = 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
，已知𝐺 𝜔 = ℱ 𝑔 𝑡 = 𝐸𝜏𝑆𝑎

𝜔𝜏

2
。根据傅里叶变换的时域

移位性质，以及 𝐸 = 1、𝜏 = 4，有

𝐹 𝜔 = 𝐺 𝜔 e𝑗𝜔
3𝜏
4 + e−𝑗𝜔

3𝜏
4 = 2𝐸𝜏𝑆𝑎

𝜔𝜏

2
cos

3𝜔𝜏

4
= 8𝑆𝑎 2𝜔 ⋅ cos 3𝜔

所以信号 𝑓 𝑡 的带宽是 𝑆𝑎 2𝜔 和 cos 3𝜔 各自的第一个过零点中的较小值，即

𝐵𝑓 = min
2π

𝜏
,
2𝜋

3𝜏
=
2𝜋

3𝜏
=
𝜋

6
(rad/μs)，

（提示：欧拉公式）

换算单位后，带宽为 𝐵𝑓 =
1

12
MHz
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第一章 连续信号的分析

例1-9：求如图所示三脉冲信号的频谱。

𝑓0 𝑡 = 𝐸 𝑢 𝑡 +
𝜏

2
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

2

𝐹0 𝜔 = 𝐸𝜏 ∙ 𝑆𝑎
𝜔𝜏

2

𝑓 𝑡 = 𝑓0 𝑡 + 𝑓0 𝑡 + 𝑇 + 𝑓0(𝑡 − 𝑇)

𝐹 𝜔 = 𝐹0 𝜔 + 𝑒𝑗𝜔𝑇𝐹0 𝜔 + 𝑒−𝑗𝜔𝑇𝐹0 𝜔

185信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

解：令𝑓0 𝑡 表示矩形单脉冲信号，即

𝑓0 𝑡 的频谱函数为

因为

由时移特性可知

= 𝐸𝜏 ⋅ 𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
[1 + 2 cos(𝜔𝑇)]

= 𝐹0 𝜔 1 + 𝑒𝑗𝜔𝑇 + 𝑒−𝑗𝜔𝑇

𝐹 𝜔

𝑓0 𝑡

2𝜋

3𝑇
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第一章 连续信号的分析

例1-9：求如图所示三脉冲信号的频谱。

𝐹 𝜔 = 𝐸𝜏 ⋅ 𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
[1 + 2 cos(𝜔𝑇)]

186信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

解：

𝐹 𝜔

2𝜋

3𝑇

当 𝜔 = 0时，𝐹 𝜔 = 𝐸𝜏 ∙ 1 ∙ [1 + 2 ∙ 1] = 3𝐸𝜏

当 𝐹(𝜔) = 0时，可求出频谱过零点处的频率为

1 + 2 cos(𝜔𝑇) = 0 ⟹ cos 𝜔𝑇 = −
1

2

⟹ 𝜔 =
2𝜋 + 2𝑘𝜋

3𝑇
,
4𝜋 + 2𝑘𝜋

3𝑇
⟹ 𝜔𝑇 =

2𝜋 + 2𝑘𝜋

3
,
4𝜋 + 2𝑘𝜋

3

因此， 𝐹 𝜔 频谱是以𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
为包络线，按余弦

函数规律振荡衰减的曲线。

𝑓0 𝑡

（示意图，因为本题中𝜏和𝑇的数值关系未明确得知）

（k 为整数）
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第一章 连续信号的分析

通过𝑓0 𝑡 翻转、平移得到𝑓0 𝑡

例1-10：已知𝜔𝑐 > 0，𝜏 > 0，求双取样信号（双Sa信号）

𝑓 𝑡 =
𝜔𝑐

𝜋
𝑆𝑎 𝜔𝑐𝑡 − 𝑆𝑎 𝜔𝑐 𝑡 − 2𝜏

的频谱。

187信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

解：
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第一章 连续信号的分析

𝑓0 𝑡

例1-10：已知𝜔𝑐 > 0，𝜏 > 0，求双取样信号（双Sa信号）

𝑓 𝑡 =
𝜔𝑐

𝜋
𝑆𝑎 𝜔𝑐𝑡 − 𝑆𝑎 𝜔𝑐 𝑡 − 2𝜏

的频谱。

188信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

解： 𝑓0 𝑡 =
𝜔𝑐

𝜋
𝑆𝑎 𝜔𝑐𝑡 =

𝜔𝑐

𝜋
∙
sin𝜔𝑐 𝑡

𝜔𝑐𝑡
𝑡 = 0时，𝑓0 0 =

𝜔𝑐

𝜋

当 sin𝜔𝑐𝑡 = 0且𝑡 ≠ 0时，得𝜔𝑐𝑡 = 𝜋，𝑡 =
𝜋

𝜔𝑐

𝜋

𝜔𝑐

ℱ 𝑓0(𝑡) = ℱ
𝜔𝑐

𝜋
𝑆𝑎 𝜔𝑐𝑡 =

𝜔𝑐

𝜋
∙
1

𝜔𝑐
𝐹𝑠(

𝜔

𝜔𝑐
)

令 ℱ 𝑆𝑎 𝑡 = 𝐹𝑠(𝜔)，已知

由傅里叶变换的线性及尺度变换特性，得

𝐹𝑠(𝜔) = ቊ
𝜋 𝜔 < 1
0 𝜔 > 1

𝐹0 𝜔 = ℱ 𝑓0(𝑡)

= ቊ
1 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

（脉宽 𝜏 = 2𝜔𝑐）

（此处只计
算了一个点）
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第一章 连续信号的分析

已知 𝐹0 𝜔 = ℱ 𝑓0(𝑡) = ቊ
1 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐
由时移特性，𝐹 𝜔 = ℱ 𝑓0(𝑡) − ℱ 𝑓0(𝑡 − 2𝜏) = ൝

1 − 𝑒−𝑗2𝜔𝜏 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

因此，从中可以得到幅度谱为 𝐹 𝜔 = ቊ
2| sin(𝜔𝜏) | 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

189信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

实际中往往选 𝜏 =
𝜋

𝜔𝑐
，则幅度谱变为

𝐹 𝜔 = ൞
2 sin

𝜋𝜔

𝜔𝑐
𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

矩形谱，

含直流分量！

单Sa信号的频谱最为集中（矩形谱），

但是含有直流分量，使得它在实际传

输过程中带来不便；而双Sa信号的频

谱仍然限制在 𝜔 < 𝜔𝑐范围内，却消

去了直流分量。
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第一章 连续信号的分析

⑥ 频移特性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹 𝜔

则

𝑓 𝑡 𝑒±𝑗𝜔0𝑡՞
ℱ
𝐹 𝜔 ∓ 𝜔0

信号在时域中将信号𝑓 𝑡 乘以因子𝑒𝑗𝜔0𝑡 或 𝑒−𝑗𝜔0𝑡 , 对应于频域中，将原信号

的频谱右移（或左移）𝜔0，即往高频段（或低频段）平移𝜔0，实现频谱的搬移

通信工程中
常用的调制

技术

190信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

证明：ℱ 𝑓(𝑡)𝑒±𝑗𝜔0𝑡 = න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝑒±𝑗𝜔0𝑡 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡

= න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑗(𝜔∓𝜔0)𝑡𝑑𝑡

= 𝐹 𝜔 ∓ 𝜔0

注意：频移和时移的方向对应𝑒𝑗𝜔0𝑡上标正/负号的方向是不同的！
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第一章 连续信号的分析

调幅信号的频谱

𝑓 𝑡 cos𝜔0𝑡和 𝑓 𝑡 sin𝜔0𝑡的频谱：

ℱ 𝑓 𝑡 cos𝜔0𝑡 =
1

2
𝐹 𝜔 − 𝜔0 +

1

2
𝐹(𝜔 + 𝜔0)

ℱ 𝑓 𝑡 sin𝜔0𝑡 =
𝑗

2
𝐹 𝜔 + 𝜔0 −

𝑗

2
𝐹(𝜔 − 𝜔0)

191信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

频谱搬移的实现原理：将原信号𝑓 𝑡 乘以载频（载波）信号 cos𝜔0𝑡

或 sin𝜔0𝑡
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第一章 连续信号的分析

⑦ 微分特性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹 𝜔

则
𝑑𝑛𝑓 𝑡

𝑑𝑡𝑛
՞
ℱ

𝑗𝜔 𝑛𝐹 𝜔

时域的微分运算对应于

频域乘以𝑗𝜔因子，相

应地增强了高频成分，

有助于突出信号的变化

193信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

例： ℱ 𝑢 𝑡 = 𝜋𝛿 𝜔 +
1

𝑗𝜔

ℱ 𝛿 𝑡 = 𝑗𝜔𝜋𝛿 𝜔 + 1 = 1

（𝜔 = 0时才有意义）

证明：傅里叶反变换式两边对𝑡求导，得

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹(𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

𝑑𝑓 𝑡

𝑑𝑡
=

1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑗𝜔𝐹(𝜔) 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

ℱ
𝑑𝑓 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑗𝜔𝐹(𝜔)

𝑗𝜔

𝜔0
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第一章 连续信号的分析

⑧ 积分特性

• 若

𝑓 𝑡 ՞
ℱ
𝐹 𝜔

则

න
−∞

𝑡

𝑓 𝜏 𝑑𝜏՞
ℱ 1

𝑗𝜔
𝐹 𝜔 + 𝜋𝐹 0 𝛿(𝜔)

若𝐹 𝜔 |𝜔=0 = 0，则有

න
−∞

𝑡

𝑓 𝜏 𝑑𝜏՞
ℱ 1

𝑗𝜔
𝐹 𝜔

194信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

时域的积分运算对应于

频域乘以
1

𝑗𝜔
因子，弱化

高频成分，有助于平滑

信号的变化
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第一章 连续信号的分析

积分特性的证明

195信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

ℱ න
−∞

𝑡

𝑓 𝜏 𝑑𝜏 = න
−∞

∞

න
−∞

𝑡

𝑓 𝜏 𝑑𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓 𝜏 𝑢(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

∞

𝑓 𝜏 𝜋𝛿(𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝜏 𝑑𝜏 + න
−∞

∞

𝑓 𝜏
𝑒−𝑗𝜔𝜏

𝑗𝜔
𝑑𝜏

= න
−∞

∞

𝑓 𝜏 න
−∞

∞

𝑢(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 𝑑𝜏

= 𝜋𝐹 0 𝛿 𝜔 +
1

𝑗𝜔
𝐹 𝜔

（构造延时阶跃信号，改写积分上限）

ℱ 𝑢(𝑡 − 𝜏) = 𝜋𝛿 𝜔 +
1

𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝜏

𝐹 0 = 0

1

𝑗𝜔
𝐹 𝜔

𝜔 = 0时才有意义
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第一章 连续信号的分析

例1-11：求三角形脉冲信号𝑥 𝑡 的频谱。

𝑥 𝑡 =
𝐸 1 −

2

𝜏
𝑡 𝑡 <

𝜏

2

0 𝑡 >
𝜏

2

𝑑2𝑥 𝑡

𝑑𝑡2
=
2𝐸

𝜏
𝛿 𝑡 +

𝜏

2
− 2𝛿 𝑡 + 𝛿 𝑡 −

𝜏

2

196信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

2𝐸

𝜏
𝑢 𝑡 +

𝜏

2
− 𝑢(𝑡) −

2𝐸

𝜏
𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 −

𝜏

2

𝑋2 𝜔 = ℱ
𝑑2𝑥 𝑡

𝑑𝑡2
=
2𝐸

𝜏
𝑒𝑗𝜔

𝜏
2 − 2 + 𝑒−𝑗𝜔

𝜏
2

=
2𝐸

𝜏
2 cos

𝜔𝜏

2
− 2

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=
2𝐸

𝜏
𝑢 𝑡 +

𝜏

2
− 2𝑢(𝑡) + 𝑢 𝑡 −

𝜏

2
解：

𝐸

𝐸𝜏

2

𝜏

2
−
𝜏

2

𝜏

2

𝜏
2𝐸

𝜏

−
2𝐸

𝜏

2𝐸

𝜏

2𝐸

𝜏

−
4𝐸

𝜏

𝜏

2
−
𝜏

2
4𝜋

𝜏
−
4𝜋

𝜏
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第一章 连续信号的分析

例1-11：求三角形脉冲信号𝑥 𝑡 的频谱。

197信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

𝑋2 𝜔 =
2𝐸

𝜏
2 cos

𝜔𝜏

2
− 2 = −

8𝐸

𝜏
∙
1

2
1 − cos

𝜔𝜏

2

= −
8𝐸

𝜏
sin2

𝜔𝜏

4

𝑋1 𝜔 = ℱ
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
=

1

𝑗𝜔
−
8𝐸

𝜏
sin2

𝜔𝜏

4
+ 𝜋𝑋2 0 𝛿(𝜔)

𝑋 𝜔 = ℱ 𝑥(𝑡) =
1

(𝑗𝜔)2
−
8𝐸

𝜏
sin2

𝜔𝜏

4
+ 𝜋𝑋1 0 𝛿(𝜔)

提示：半角公式 sin2 𝛼 =
1−cos 2𝛼

2

=
8𝐸

𝜔2𝜏
sin2

𝜔𝜏

4
=

8𝐸

𝜔2𝜏
∙
𝜔2𝜏2

16
∙
sin2

𝜔𝜏
4

𝜔𝜏
4

2

=
𝐸𝜏

2
𝑆𝑎2

𝜔𝜏

4

初值恰好是0

注意：积分特性涉及初值，需要层层求解！

解（续）：

𝐸

𝐸𝜏

2

𝜏

2
−
𝜏

2

𝜏

2

𝜏
2𝐸

𝜏

−
2𝐸

𝜏

2𝐸

𝜏

2𝐸

𝜏

−
4𝐸

𝜏

𝜏

2
−
𝜏

2
4𝜋

𝜏
−
4𝜋

𝜏
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第一章 连续信号的分析

时域卷积定理

若 𝑓1 𝑡
ℱ
𝐹1 𝜔 , 𝑓2 𝑡

ℱ
𝐹2 𝜔 ，则

𝑓1 𝑡 ∗ 𝑓2 𝑡
ℱ
𝐹1 𝜔 ⋅ 𝐹2(𝜔)

199信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

证明： ℱ 𝑓1 𝑡 ∗ 𝑓2 𝑡 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑓1 𝜏 𝑓2 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

∞

𝑓1 𝜏 න
−∞

∞

𝑓2 𝑡 − 𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝜏

= න
−∞

∞

𝑓1 𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝜏𝐹2(𝜔) 𝑑𝜏 = න
−∞

∞

𝑓1 𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏 ∙ 𝐹2(𝜔)

= 𝐹1(𝜔) ∙ 𝐹2(𝜔)

（应用时移特性）
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第一章 连续信号的分析

时域卷积定理在 LTI 系统分析中的应用

200信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

• 对于一个线性时不变系统（linear time-invariant system，即LTI 系统，

又称线性定常系统），其传递函数为𝐺(𝑠)，频率响应为𝐺(𝑗𝜔)，有

𝐺 𝑠
𝑢(𝑡)

𝑈(𝑠)

𝑦(𝑡)

𝑌(𝑠)

𝐺(𝑗𝜔)
𝑢(𝑡)

𝑈(𝑗𝜔)

𝑦(𝑡)

𝑌(𝑗𝜔)

𝑌 𝑠 = 𝑈(𝑠)𝐺(𝑠)

𝑌 𝑗𝜔 = 𝑈(𝑗𝜔)𝐺(𝑗𝜔)

𝑦 𝑡 = න
−∞

∞

𝑢 𝜏 𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑢 𝑡 ∗ 𝑔 𝑡
𝑔 𝑡 为LTI 系统𝐺 𝑠 的

单位脉冲响应

时域卷积定理
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第一章 连续信号的分析

−
𝜏

2

𝜏

2

201信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

回顾例1-11：求三角形脉冲信号𝑥 𝑡 的频谱。（简单求解方法）

𝑥 𝑡 =
𝐸 1 −

2

𝜏
𝑡 𝑡 <

𝜏

2

0 𝑡 >
𝜏

2

时域卷积定理

解：

𝑥(𝑡) =
2𝐸

𝜏
𝑟 𝑡 +

𝜏

2
− 𝑟 𝑡 − 𝑟 𝑡 − 𝑟 𝑡 −

𝜏

2

用单位斜坡信号𝑟 𝑡 表示三角形脉冲信号𝑥(𝑡)，得

=
2𝐸

𝜏
𝑟 𝑡 +

𝜏

2
− 2𝑟 𝑡 + 𝑟 𝑡 −

𝜏

2

相当于两个单矩形脉冲的卷积
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第一章 连续信号的分析

−
𝜏

2

𝜏

2

202信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

回顾例1-11：求三角形脉冲信号𝑥 𝑡 的频谱。（简单求解方法）

𝑥 𝑡 =
𝐸 1 −

2

𝜏
𝑡 𝑡 <

𝜏

2

0 𝑡 >
𝜏

2

时域卷积定理

−
𝜏

2

𝜏

2

Τ2𝐸 𝜏 Τ2𝐸 𝜏解：

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 =
𝑑𝑥1 𝑡

𝑑𝑡
∗ න

−∞

𝑡

𝑥2 𝜏 𝑑𝜏

=
2𝐸

𝜏
𝛿 𝑡 +

𝜏

4
− 𝛿 𝑡 −

𝜏

4
∗

2𝐸

𝜏
𝑟 𝑡 +

𝜏

4
− 𝑟 𝑡 −

𝜏

4

时域
卷积

𝑥1 𝑡 = 𝑥2 𝑡 =
2𝐸

𝜏
𝑢 𝑡 +

𝜏

4
− 𝑢 𝑡 −

𝜏

4
已知

=
2𝐸

𝜏
𝑟 𝑡 +

𝜏

2
− 2𝑟 𝑡 + 𝑟 𝑡 −

𝜏

2
= 𝑥(𝑡)
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第一章 连续信号的分析

203信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

解（续）：
Τ2𝐸 𝜏 Τ2𝐸 𝜏

卷积

−
𝜏

2

𝜏

2

傅里叶变换 傅里叶变换

相乘

三角形脉冲信号𝑥 𝑡

的频谱𝑋 𝜔
𝑋 𝜔 =

𝐸𝜏

2
𝑆𝑎2

𝜔𝜏

4

𝑋1 𝜔 = 𝑋2 𝜔 =
2𝐸

𝜏
∙
𝜏

2
𝑆𝑎

𝜔𝜏

4

由时域卷积定理，得

𝑋 𝜔 = 𝑋1 𝜔 ∙ 𝑋2 𝜔

=
𝐸𝜏

2
𝑆𝑎2

𝜔𝜏

4

=
2𝐸

𝜏
∙
𝜏2

4
𝑆𝑎2

𝜔𝜏

4
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第一章 连续信号的分析

频域卷积定理

若 𝑓1 𝑡
ℱ
𝐹1 𝜔 , 𝑓2 𝑡

ℱ
𝐹2 𝜔 ，则

𝑓1 𝑡 𝑓2 𝑡
ℱ 1

2𝜋
𝐹1 𝜔 ∗ 𝐹2(𝜔)

204信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

证明： ℱ 𝑓1 𝑡 𝑓2 𝑡 = න
−∞

∞

𝑓1 𝑡 𝑓2 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

∞

ℱ−1 𝐹1 𝜔 𝑓2 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

∞ 1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹1(𝜆)𝑒
𝑗𝜆𝑡𝑑𝜆 𝑓2 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

=
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹1(𝜆) න
−∞

∞

𝑓2 𝑡 𝑒−𝑗 𝜔−𝜆 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝜆

=
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹1(𝜆)𝐹2(𝜔 − 𝜆)𝑑𝜆 =
1

2𝜋
𝐹1 𝜔 ∗ 𝐹2(𝜔)

（傅里叶反变换式）

（交换积分次序+频移特性）
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第一章 连续信号的分析

频域卷积定理的应用：通信系统中的调制与解调

• 信息本身有带宽（例如声音信号带宽22KHz左右），但无法被无线传输

• 载波：纯净（单频、带宽为0）无法携带大量信息，但高频方便无线传输

205信号分析与处理

1.2.3 傅里叶变换的性质

Amplitude 

Modulation

（幅度调制）

解调时，通过低通

滤波器检出信号包

络，恢复原信号
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第一章 连续信号的分析

回顾例1-6：求单周正弦脉冲的傅里叶变换。（频域卷积定理方法）

𝐹 𝜔 =
1

2𝜋
∙ 𝐸 ∙ ℱ sin𝜔1𝑡 ∗ ℱ 𝑢 𝑡 +

𝑇

2
− 𝑢 𝑡 −

𝑇

2

212信号分析与处理

解：

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

该信号可以写为 𝑓 𝑡 = 𝐸 sin𝜔1𝑡 ⋅ 𝑢 𝑡 +
𝑇

2
− 𝑢 𝑡 −

𝑇

2
，𝜔1 =

2𝜋

𝑇

（相当于用一个单矩形脉冲取出了𝑡 ∈ −
𝑇

2
,
𝑇

2
的正弦信号𝐸 sin𝜔1𝑡）

由频域卷积定理和正弦信号的傅里叶变换，得

=
𝐸

2𝜋
∙ 𝑗𝜋 𝛿 𝜔 + 𝜔1 − 𝛿 𝜔 − 𝜔1 ∗ 𝑇𝑆𝑎

𝜔𝑇

2

=
𝐸𝑇

2𝑗
𝑆𝑎

𝜔 − 𝜔1 𝑇

2
− 𝑆𝑎

𝜔 + 𝜔1 𝑇

2

=
𝐸𝑇

2𝑗
𝛿 𝜔 − 𝜔1 − 𝛿 𝜔 + 𝜔1 ∗ 𝑆𝑎

𝜔𝑇

2

当𝜔 = 𝜔1时，由𝜔1 =
2𝜋

𝑇
，有

𝐹 𝜔1 =
𝐸𝑇

2𝑗
𝑆𝑎 0 − 𝑆𝑎 2𝜋

=
𝐸𝑇

2𝑗
1 − 0 =

𝐸𝑇

2𝑗

相当于矩形

脉冲的频谱

𝐸𝜏𝑆𝑎
𝜔𝜏

2
其中𝐸 = 1, 𝜏 = 𝑇
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析

207信号分析与处理

课程内容This Document has been modified with Flexcil app (Android) https://www.fexcil.com
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第一章 连续信号的分析

周期信号的傅里叶变换

• 一个周期内绝对可积的周期信号可以用傅里叶级数表示

• 在无限区间内绝对可积的非周期信号可以用傅里叶变换表示

• 周期信号的频谱是离散谱，非周期信号的频谱是连续谱

• 通过引入冲激函数，可以得出周期信号的傅里叶变换

• 把周期信号与非周期信号的频域分析统一起来，给分析带来便利

208信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

复指数信号𝑒𝑗𝜔0𝑡的傅里叶变换

• 考虑𝑓 𝑡 𝑒𝑗𝜔0𝑡的傅里叶变换

න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒𝑗𝜔0𝑡𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡 = න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗(𝜔−𝜔0)𝑡 𝑑𝑡

设𝑓(𝑡)的傅里叶变换为𝐹(𝜔)，则

න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗(𝜔−𝜔0)𝑡 𝑑𝑡 = 𝐹(𝜔 − 𝜔0)

• 直接用频移性质，令𝑓 𝑡 = 1，则𝐹 𝜔 = 2𝜋𝛿(𝜔)

ℱ 𝑒𝑗𝜔0𝑡 = 2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0

209信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

正弦信号 sin𝜔0𝑡 的傅里叶变换

sin𝜔0𝑡 =
1

2𝑗
𝑒𝑗𝜔0𝑡 − 𝑒−𝑗𝜔0𝑡

ℱ sin𝜔0𝑡 =
1

2𝑗
2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝛿 𝜔 + 𝜔0

210信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

ℱ 𝑒𝑗𝜔0𝑡 = 2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0

= −𝑗𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0 + 𝑗𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔0)
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第一章 连续信号的分析

余弦信号 cos𝜔0𝑡 的傅里叶变换

cos𝜔0𝑡 =
1

2
𝑒𝑗𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑡

ℱ cos𝜔0𝑡 =
1

2
2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0 + 2𝜋𝛿 𝜔 + 𝜔0

211信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

ℱ 𝑒𝑗𝜔0𝑡 = 2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0

= 𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0 + 𝜋𝛿 𝜔 + 𝜔0
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第一章 连续信号的分析

一般周期信号的傅里叶变换

• 一般周期信号（傅里叶级数）

𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹 𝑛𝜔1 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡

𝐹 𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞

2𝜋𝐹 𝑛𝜔1 𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔1)

• 周期信号的傅里叶变换（频谱密度函数）由无穷多个冲激函数组成

213信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

𝐹 𝑛𝜔1 = 𝐹𝑛 =
1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 𝑑𝑡

ℱ 𝑒𝑗𝜔0𝑡 = 2𝜋𝛿 𝜔 − 𝜔0

ℱ 𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 = 2𝜋𝛿 𝜔 − 𝑛𝜔1

其中

傅里叶变换为
冲激位于信号的谐频

（0, ±𝜔1, ±2𝜔1, ⋯）处，

强度等于𝑓 𝑡 傅里叶级数

系数 𝐹𝑛 的 2𝜋倍
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第一章 连续信号的分析

周期信号傅里叶级数与单脉冲傅里叶变换的关系

周期信号𝑓(𝑡)的傅里叶级数：

𝑓 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝐹𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔1𝑡 , 𝐹𝑛=

1

𝑇1
න
−
𝑇1
2

𝑇1
2
𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

单脉冲信号（非周期信号）的傅里叶变换为：

𝐹0 𝜔 = ׬
−
𝑇1
2

𝑇1
2 𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

𝐹𝑛 =
1

𝑇1
𝐹0 𝜔 ቚ

𝜔=𝑛𝜔1

214信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

（满足傅里叶变换的性质）

利用单脉冲的傅里叶变换式

可以很方便地求出周期脉冲

序列的傅里叶系数！
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第一章 连续信号的分析

例：周期矩形脉冲信号的傅里叶变换

• 前面求出周期矩形脉冲信号的傅里叶级数系数为

𝐹 𝑛𝜔1 =
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2

因此，周期矩形脉冲信号的傅里叶变换为

215信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

𝐹 𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞

2𝜋𝐹 𝑛𝜔1 𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔1) = ෍

𝑛=−∞

∞

2𝜋
𝐸𝜏

𝑇1
𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2
𝛿 𝜔 − 𝑛𝜔1

= 𝐸𝜏𝜔1 ෍

𝑛=−∞

∞

𝑆𝑎
𝑛𝜔1𝜏

2
𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔1) （即：只在 𝜔 = 𝑛𝜔1 时有意义）
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第一章 连续信号的分析
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-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

𝜔0

周期矩形脉冲信号的傅里叶级数系数 vs 傅里叶变换

相同的包络线，都是离散的离散函数
冲激
序列

216信号分析与处理
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第一章 连续信号的分析

周期矩形脉冲信号的傅里叶级数系数 vs 傅里叶变换

217信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

单矩形脉冲

信号𝑓0(𝑡)

周期矩形脉冲

信号𝑓(𝑡)

单矩形脉冲信号的

傅里叶变换𝐹0(𝜔)

（连续谱）

周期矩形脉冲信号的

傅里叶级数系数𝐹𝑛

周期矩形脉冲信号的

傅里叶变换𝐹(𝜔)
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第一章 连续信号的分析

周期矩形脉冲信号的傅里叶变换

从单矩形脉冲信号𝑓0(𝑡)出发，其傅里叶变换为

𝐹0 𝜔 = 𝐸𝜏𝑆𝑎
𝜔𝜏

2

则周期矩形脉冲信号𝑓(𝑡)的傅里叶级数为

𝑓(𝑡) = ෍

𝑛=−∞

∞
1

𝑇1
𝐸𝜏𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡

则周期矩形脉冲信号的傅里叶变换为

𝐹 𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞
2𝜋

𝑇1
𝐸𝜏𝑆𝑎

𝑛𝜔1𝜏

2
𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔1)
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第一章 连续信号的分析

例：周期单位冲激序列的傅里叶级数与傅里叶变换

𝛿𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇1)

ℱ 𝛿 𝑡 = 1 𝛿𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞
1

𝑇1
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡

219信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

𝐹𝑛 =
1

𝑇1
ℱ 𝛿 𝑡 ቚ

𝜔=𝑛𝜔1

=
1

𝑇1

ℱ 𝛿𝑇 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞
2𝜋

𝑇1
𝛿 𝜔 − 𝑛𝜔1 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝜔1𝛿 𝜔 − 𝑛𝜔1傅里叶变换

傅里叶级数
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第一章 连续信号的分析

220信号分析与处理

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

周期单位冲激序列的傅里叶级数系数 vs 傅里叶变换

单位冲激信号

𝛿(𝑡)

周期单位

冲激序列

𝛿𝑇(𝑡)

单位冲激信号的

傅里叶变换 𝐹0(𝜔)

周期单位冲激序列的

傅里叶级数系数 𝐹𝑛

周期单位冲激序列的

傅里叶变换 𝐹(𝜔)
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第一章 连续信号的分析

课程内容

1.1 连续信号的时域描述和分析

1.2 连续信号的频域分析

1.2.1 周期信号的傅里叶级数

1.2.2 非周期信号的傅里叶变换

1.2.3 傅里叶变换的性质

1.2.4 周期信号的傅里叶变换

1.3 连续信号的复频域分析
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第一章 连续信号的分析

从傅里叶变换到拉普拉斯变换

• 傅里叶变换（傅氏变换，Fourier Transform）

• 拉普拉斯变换（拉氏变换，Laplace Transform）
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1.3 连续信号的复频域分析

时域（或空间域） 频域变换

频域 复频域推广

要求信号满足
狄里赫利条件！

• 直流信号、周期信号等：不满足狄里赫利条件，引入冲激函数或极限来求解傅里叶变换

• 功率型非周期信号、指数增长型信号𝑒𝑎𝑡(𝑎 > 0)等：难以求解傅里叶变换

克服傅里叶变换
的局限性，扩大
频谱分析的范围
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第一章 连续信号的分析

从傅里叶变换到拉普拉斯变换

• 傅里叶变换对

• 对于不满足绝对可积的信号，例如𝑒𝑎𝑡(𝑎 > 0)，不能直接求傅里叶

变换，而是乘以一个随时间衰减的因子𝑒−𝜎𝑡：
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1.3 连续信号的复频域分析

𝐹 𝜔 = න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

ℱ 𝑒𝑎𝑡 ∙ 𝑒−𝜎𝑡 = න
−∞

∞

𝑒𝑎𝑡𝑒−(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡 , 𝜎 > 0, lim
𝑡→0

𝑒𝑎𝑡 𝑒−𝜎𝑡 = 0

满足绝对可积条件
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第一章 连续信号的分析

从傅里叶变换到拉普拉斯变换

• 令 𝐹𝑏(𝜎 + 𝑗𝜔) = ℱ 𝑒𝑎𝑡 ∙ 𝑒−𝜎𝑡 ， 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡，则

• 同理，由傅里叶反变换式，考虑衰减因子𝑒−𝜎𝑡得
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1.3 连续信号的复频域分析

𝐹𝑏(𝜎 + 𝑗𝜔) = න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝑒−(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡 𝐹𝑏(𝑠) = න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

𝜎 ∈ ℝ

𝜔 → ±∞, 𝑠 → 𝜎 ± 𝑗∞

𝜎 ∈ ℝ, 𝑑𝑠 = 𝑗𝑑𝜔

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹𝑏(𝜎 + 𝑗𝜔)𝑒(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝜔 =
1

2𝜋𝑗
න
𝜎−𝑗∞

𝜎+𝑗∞

𝐹𝑏(𝑠)𝑒
𝑠𝑡𝑑𝑠

𝑓 𝑡 𝑒−𝜎𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐹𝑏(𝜎 + 𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔 左右同乘𝑒𝜎𝑡
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第一章 连续信号的分析

从傅里叶变换到拉普拉斯变换
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1.3 连续信号的复频域分析

• 双边拉普拉斯变换对

• 表明信号𝑓 𝑡 是复指数信号𝑒𝑠𝑡(𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔)的线性组合，一般有

• 当𝜎 ≠ 0，增幅振荡（𝜎 > 0）或减幅振荡（𝜎 < 0）

• 当𝜎 = 0，双边拉普拉斯变换式退化为傅里叶变换式，即

𝑓 𝑡 ՞
ℒ
𝐹𝑏(𝑠)

积分上下限包括了时域的正、负区间

𝐹𝑏(𝑠) = 𝐹𝑏 𝑗𝜔 = න
−∞

∞

𝑓 𝑡 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 𝐹(𝜔)

𝐹𝑏(𝑠) = න
−∞

∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

𝑓 𝑡 =
1

2𝜋𝑗
න
𝜎−𝑗∞

𝜎+𝑗∞

𝐹𝑏(𝑠)𝑒
𝑠𝑡𝑑𝑠

正变换

反变换
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第一章 连续信号的分析

拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系

226信号分析与处理

1.3 连续信号的复频域分析

双边拉氏变换

单边拉氏变换 傅里叶变换

𝜎 = 0

𝑓 𝑡 = 0, ∀𝑡 < 0

ℒ 𝑓 𝑡 = ℱ[𝑓 𝑡 𝑢 𝑡 𝑒−𝜎𝑡]

𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

∞−׬
∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡, 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔
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拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系
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1.3 连续信号的复频域分析

双边拉氏变换

单边拉氏变换 傅里叶变换

𝜎 = 0

𝑓 𝑡 = 0, ∀𝑡 < 0

ℒ 𝑓 𝑡 = ℱ[𝑓 𝑡 𝑢 𝑡 𝑒−𝜎𝑡]

𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

∞−׬
∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡, 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔
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第一章 连续信号的分析

拉普拉斯变换的收敛域
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1.3 连续信号的复频域分析

• 为使𝑓(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡乘以衰减因子𝑒−𝜎𝑡后收敛，𝑒−𝜎𝑡

必满足𝜎 > 𝑎，否则𝑒𝑎𝑡 ∙ 𝑒−𝜎𝑡在𝑡 → ∞仍不收敛

• lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝜎𝑡 = 0 (𝜎 > 𝜎0)

• 此时𝑓(𝑡)𝑒−𝜎𝑡在𝜎 > 𝜎0的全部范围是收敛的，

其积分存在，可以进行拉普拉斯变换

• 𝜎0与函数𝑓(𝑡)的性质有关，指出了收敛条件，根据𝜎0的数值（收敛坐标）

在𝑠平面划分收敛区域

• 拉普拉斯变换是傅里叶变换的推广
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第一章 连续信号的分析

拉普拉斯变换的收敛域
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1.3 连续信号的复频域分析

• 为使𝑓(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡乘以衰减因子𝑒−𝜎𝑡后收敛，𝑒−𝜎𝑡

必满足𝜎 > 𝑎，否则𝑒𝑎𝑡 ∙ 𝑒−𝜎𝑡在𝑡 → ∞仍不收敛

• lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝜎𝑡 = 0 (𝜎 > 𝜎0)

• 满足上式的函数称为“指数阶函数”，如发散，

可以借助于指数函数的衰减变为收敛函数

• 存在傅里叶变换的信号一般也存在拉普拉斯变换（个别信号除外，如单位

直流信号𝑓 𝑡 = 1，𝐹 𝜔 = 2𝜋𝛿(𝜔)，但不存在拉氏变换）

• 存在拉普拉斯变换的信号，其傅里叶变换不一定存在
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拉普拉斯变换的收敛域
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1.3 连续信号的复频域分析

• 为使𝑓(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡乘以衰减因子𝑒−𝜎𝑡后收敛，𝑒−𝜎𝑡

必满足𝜎 > 𝑎，否则𝑒𝑎𝑡 ∙ 𝑒−𝜎𝑡在𝑡 → ∞仍不收敛

• lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝜎𝑡 = 0 (𝜎 > 𝜎0)

• 满足上式的函数称为“指数阶函数”，如发散，

可以借助于指数函数的衰减变为收敛函数

• 存在傅里叶变换的信号一般也存在拉普拉斯变换（个别信号除外，如单位

直流信号𝑓 𝑡 = 1，𝐹 𝜔 = 2𝜋𝛿(𝜔)，但不存在拉氏变换）

• 存在拉普拉斯变换的信号，其傅里叶变换不一定存在
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