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第三章 信号处理基础

课程内容

3.1 系统及其性质

3.1.1 系统的描述

3.1.2 系统的性质

3.2 信号的线性系统处理

3.2.1 时域法分析

3.2.2 频域法分析

3.2.3 复频域分析

课程内容
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3.1.1 系统的描述

系统的定义：

• 若干相互作用和相互依赖的事物组合而成的具有特定功能的整体
称为系统

• 系统可以是自然的，也可以是人造的，涉及范围广泛

5信号分析与处理

3.1.1 系统的描述
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系统的数学模型

• 系统数学模型的定义

系统物理特性的数学抽象，以数学表达式或具有理想特性的符号组合图形

来表征系统特性。

9信号分析与处理

3.1.1 系统的描述

控制系统的

数学模型

时域模型 频域模型
方框图和

信号流图

状态空间

模型
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系统的数学模型

• 系统数学模型的建立

• 对于同一物理系统，在不同条件下，可以得到不同形式的数学模型。

• 对于不同的物理系统，经过抽象和近似，有可能得到形式上完全相同的
数学模型。

• 对于较复杂的系统，其数学模型可能是一个高阶微分方程，规定此微分
方程的阶次就是系统的阶数。

12信号分析与处理

3.1.1 系统的描述

m 即为系统的阶数
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系统数学模型的分类

• 输入输出模型：只反映系统输入和输出之间的关系，或者说只反

映系统的外特性，称为输入输出模型，通常由输入输出方程描述。

• 状态空间模型：不仅反映系统的外特性，而且更着重反映系统的

内部状态，称为状态空间模型，通常由状态方程和输出方程描述。
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3.1.1 系统的描述

弹簧-质量-阻尼系统
的状态空间模型

𝑥1：质量块的位移
𝑥2：质量块的速度
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系统的研究方法

• 系统分析（Analysis）

• 在给定系统的情况下，研究系统对输入信号所产生的响应，并由此获得

对系统功能和特性的认识。

• 系统的响应、稳定性分析等

• 系统综合（Synthesis）

• 在已知系统的输入信号及对输出信号要求的情况下，通过调整系统中可

变动部分的结构和参数，以保证得到所要求的输出信号。

• 控制器、滤波器的设计等

15信号分析与处理

3.1.1 系统的描述

一般有固定
的答案
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系统的分类

• 连续时间系统和离散时间系统

16信号分析与处理

3.1.1 系统的描述

系统的输入输出信号
或

系统的所有状态变量

连续时间信号

离散时间信号

连续时间系统

离散时间系统

用微分方程或连续时间状态方程描述

用差分方程或离散时间状态方程描述



第三章 信号处理基础

3.1.2 系统的性质

(1) 记忆性：瞬时系统，动态系统

(2) 因果性：因果系统，非因果系统

(3) 可逆性：可逆系统

(4) 稳定性

(5) 时不变性：时变系统，时不变系统

(6) 线性：线性系统，增量线性系统

19信号分析与处理

3.1.2 系统的性质
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(1) 记忆性

• 对任意的输入信号，如果每一时刻系统的输出信号值仅仅取决于同时刻的输

入信号值，而与它过去的工作状态（历史）无关，称该系统具有无记忆性，

否则，该系统为有记忆的。

• 无记忆——无记忆系统、瞬时系统或即时系统，通常由代数方程描述。如：

电阻器、加法器等。

• 有记忆——记忆系统或动态系统，通常可用微分方程或差分方程描述。如：

含有储能元件（电容、电感）的系统。
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3.1.2 系统的性质

𝑈𝐶(𝑡) =
1

𝐶
න
−∞

𝑡

𝐼𝐶(𝜏)𝑑𝜏

𝑈𝑅(𝑡) = 𝑅 ∙ 𝐼𝑅(𝑡)
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(2) 因果性

• 对于任意的输入信号，如果系统在任何时刻的输出值，只取决于该时刻

和该时刻以前的输入值，而与将来时刻的输入值无关，就称该系统具有

因果性；否则，如果某个时刻的输出值还与将来时刻的输入值有关，则

为非因果的。

• 具有因果性的系统称为因果系统，具有非因果性的系统为非因果系统。

• 通常由电阻器、电感线圈、电容器构成的实际物理系统都是因果系统。

而在信号处理技术领域中，待处理的时间信号已被记录并保存下来，可

以利用后一时刻的输入来决定前一时刻的输出，将构成非因果系统。

21信号分析与处理

3.1.2 系统的性质
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因果系统的表示方法

数学上，若把𝑡0或𝑛0看作现在时刻，则𝑡 < 𝑡0或𝑛 < 𝑛0的时刻就是以前时刻，而

𝑡 > 𝑡0或𝑛 > 𝑛0的时刻为将来时刻。

因果系统可表示为 𝑦 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 − 𝜏 , 𝜏 ≥ 0

或

𝑦 𝑛 = 𝑓{𝑥 𝑛 − 𝑘 , 𝑘 ≥ 0}
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3.1.2 系统的性质

判断题：以下系统是因果系统吗？

(1) 𝑦(𝑡) = න
−∞

𝑡

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 (2) 𝑦(𝑛) = ෍

𝑘=−∞

𝑛

𝑥(𝑘) (3) 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 1)

（连续时间）

（离散时间）
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(3) 可逆性

• 如果一个系统对不同的输入信号产生不同的输出信号，即系统的输入输出

信号呈一一对应的关系，则称该系统是可逆的，或称为可逆系统，否则就

是不可逆系统。

• 可逆系统的概念在信号传输与处理技术领域中有广泛的应用。

• 例如在通信系统中，为满足某些要求可将待传输信号进行特定的加工

（如编码），在接收信号之后仍要恢复原信号，编码器应当是可逆的。

23信号分析与处理

3.1.2 系统的性质
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(4) 稳定性

• 如果一个系统对其有界的输入信号其零状态响应也是有界的，则该系统具有

稳定性，或称该系统是稳定系统，也可称为有界输入有界输出（BIBO）稳

定系统。

• 稳定性对系统具有重要的意义，在系统分析中有着重要的地位。

• 如果对有界输入产生的输出不是有界的，则是不稳定的系统。

• BIBO稳定和渐近稳定

24信号分析与处理

3.1.2 系统的性质

• 渐近稳定是BIBO稳定（输入输出均有界）

• BIBO稳定有可能不满足渐近稳定条件（例如传递函数存在零极点对消）
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(5) 时不变性

• 定义：

如果系统的参数不随时间而变化，则称此系统为时不变系统（或非时变

系统、定常系统）；如果系统的参量随时间改变，则称其为时变系统

（或参变系统）。

• 时变、时不变系统的检验方法：信号在时间上的平移

• 检验一个系统的时不变性，可以从定义出发，对于𝑥1(𝑡)，有𝑦1(𝑡)，令

𝑥2(𝑡) = 𝑥1(𝑡 − 𝑡0), 检验𝑦2(𝑡)是否等于𝑦1(𝑡 − 𝑡0)。若是，则系统是时不

变的，否则系统就是时变的。
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3.1.2 系统的性质

ሶ𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)

ሶ𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)
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(6) 线性

• 同时满足叠加性和齐次性的系统称为线性系统，否则为非线性系统。

• 叠加性：几个输入信号同时作用于系统时，系统的响应等于每个输入信

号单独作用所产生的响应之和。

• 齐次性：当输入信号为原输入信号的𝐾倍时，系统的输出响应也为原输

出响应的𝐾倍。

• 系统输出的增量与输入增量之间呈线性关系，把这一类系统称为增量

线性系统。

27信号分析与处理

3.1.2 系统的性质

𝑦 𝑡 = 𝑧 𝑡 + 𝑦0(𝑡)

= 𝐴𝑥 𝑡 + 𝑦0(𝑡)𝐴

⟹ ∆𝑦 𝑡 = 𝐴∆𝑥(𝑡)
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课程内容

3.1 系统及其性质

3.1.1 系统的描述

3.1.2 系统的性质

3.2 信号的线性系统处理

3.2.1 时域法分析

3.2.2 频域法分析

3.2.3 复频域分析

课程内容
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线性时不变动态系统的表示方法

• 对于连续系统，由线性常系数微分方程描述：

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘𝑦
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝑥
𝑘 (𝑡)

• 对于离散系统，由线性常系数差分方程描述：

෍

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘)
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3.2.1 时域法分析

求解系统方程的局限：

• 需要初始条件下

的系统输出、各

阶导数初值等

• 纯数学方法不能

表现系统响应的

物理意义

• 输入信号或初始

条件改变，需要

重新求解

1 V 例：1V 的恒定电压源

加到 RC 电路上持续10s，

需要知道初始电容电压
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零输入响应和零状态响应

• 零输入响应：没有外加激励信号作用，

只有起始状态（起始时刻系统储能）

所产生的响应；相当于本次输入为零，

系统由非零初始状态延续下来的输出。

• 零状态响应：系统在零初始状态下，

对本次输入激励的响应。
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3.2.1 时域法分析

例：RC电路

输入信号——电源电压

状态变量——电容两端电压𝑣0

电容在起始时刻有储能
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系统响应
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3.2.1 时域法分析

系统响应 = 零输入响应 + 零状态响应

注：线性系统只有在零初始状态下才是线性的，否则是一个增量线性系统。
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线性时不变（LTI）系统的单位冲激/脉冲响应

• 定义

• 系统在零初始条件下，对激励为单位冲激信号𝛿(𝑡)的响应，记为ℎ(𝑡)

• 系统在零初始条件下，对激励为单位样值信号𝛿(𝑛)的响应，记为ℎ(𝑛)

34信号分析与处理

3.2.1 时域法分析

离散时间LTI系统的单位脉冲响应

连续时间LTI系统的单位冲激响应
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连续时间 LTI 系统的单位冲激响应

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘𝑦
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝑥
𝑘 (𝑡)

代入 𝑥 𝑡 = 𝛿 𝑡 , 𝑦 𝑡 = ℎ 𝑡 得

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘ℎ
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝛿
𝑘 (𝑡)
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3.2.1 时域法分析

系统表达式

𝛿(𝑡)
LTI系统

ℎ(𝑡)

𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡)

𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ(𝑡)
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连续时间 LTI 系统单位冲激响应 ℎ 𝑡 的特点

① 具有齐次微分方程解的基本形式

40信号分析与处理

3.2.1 时域法分析

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘ℎ
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝛿
𝑘 (𝑡) = 0, 𝑡 > 0

当𝑡 > 0时，由于𝛿(𝑡)及其各阶导数均等于零， ℎ 𝑡 应满足齐次方程

由于系统的因果性，ℎ 𝑡 又要满足ℎ 𝑡 = 0, 𝑡 < 0，所以ℎ 𝑡 应具有齐次

微分方程解的基本形式。例如，当上述齐次方程有𝑛个不同的单特征根𝜆𝑖

（𝑖 = 1,2,… , 𝑛）时：

ℎ 𝑡 =෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑢(𝑡)
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连续时间 LTI 系统单位冲激响应 ℎ 𝑡 的特点

① 具有齐次微分方程解的基本形式

40信号分析与处理

3.2.1 时域法分析

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘ℎ
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝛿
𝑘 (𝑡) = 0, 𝑡 > 0

当𝑡 > 0时，由于𝛿(𝑡)及其各阶导数均等于零， ℎ 𝑡 应满足齐次方程

由于系统的因果性，ℎ 𝑡 又要满足ℎ 𝑡 = 0, 𝑡 < 0，所以ℎ 𝑡 应具有齐次

微分方程解的基本形式。例如，当上述齐次方程有𝑛个不同的单特征根𝜆𝑖

（𝑖 = 1,2,… , 𝑛）时：

ℎ 𝑡 =෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑢(𝑡)
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连续时间 LTI 系统单位冲激响应 ℎ 𝑡 的特点

② 其形式与𝑛、𝑚值的相对大小密切相关

• 𝑛 > 𝑚 时，ℎ 𝑡 具有形式：

ℎ 𝑡 =෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑢(𝑡)

• 𝑛 = 𝑚时，ℎ 𝑡 具有形式：

ℎ 𝑡 = 𝑐𝛿 𝑡 +෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑢 𝑡

• 𝑛 < 𝑚 时，ℎ 𝑡 具有形式：

ℎ 𝑡 = ෍

𝑗=0

𝑚−𝑛

𝑐𝑗𝛿
𝑗 𝑡 +෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑢(𝑡)
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3.2.1 时域法分析

෍

𝑘=0

𝑛

𝑎𝑘ℎ
𝑘 𝑡 = ෍

𝑘=0

𝑚

𝑏𝑘𝛿
𝑘 (𝑡)

（物理上可实现系统一般具有的形式）
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求 ℎ 𝑡 的经典方法和步骤（𝑛 > 𝑚）

• 列系统微分方程

• 求微分方程的特征根

• 得齐次解

• 求各阶导数

• 代入微分方程

• 两边奇异函数的系数平衡，可求出系数

ℎ 𝑡 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝐴𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡 𝑢(𝑡)
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3.2.1 时域法分析
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例3-1：试求如下微分方程所描述的系统的单位冲激响应。

𝑦′′(𝑡) + 4𝑦′ 𝑡 + 3𝑦 𝑡 = 𝑥′ 𝑡 + 2𝑥(𝑡)

解：系统对应的特征方程为 𝜆2 + 4𝜆 + 3 = 0，求得两个特征根分别为：

𝜆1 = −1, 𝜆2 = −3。系统的单位冲激响应ℎ(𝑡)应具有如下形式：

ℎ 𝑡 = 𝐴1𝑒
−𝑡 + 𝐴2𝑒

−3𝑡 𝑢 𝑡

将其代入原方程，此时 𝑦 𝑡 = ℎ 𝑡 ， 𝑥 𝑡 = 𝛿 𝑡 ：

ℎ′′ 𝑡 + 4ℎ′ 𝑡 + 3ℎ 𝑡 = 𝛿′ 𝑡 + 2𝛿(𝑡)

𝐴1 + 𝐴2 𝛿′ 𝑡 + 3𝐴1 + 𝐴2 𝛿 𝑡 = 𝛿′ 𝑡 + 2𝛿 𝑡

方程两边各奇异项系数相等，有𝐴1 = 𝐴2 =
1

2
, 则

ℎ 𝑡 =
1

2
𝑒−𝑡 +

1

2
𝑒−3𝑡 𝑢(𝑡)

43信号分析与处理

3.2.1 时域法分析
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离散时间 LTI 系统的单位样值响应

• 𝛿(𝑡)和𝛿(𝑛)的区别

• 表达式

离散时间LTI系统：

෍

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘)

෍

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘ℎ 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝛿(𝑛 − 𝑘)

𝑦 𝑛 = ℎ(𝑛) 𝑥 𝑛 = 𝛿(𝑛)
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3.2.1 时域法分析

𝛿 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 0
0 𝑛 ≠ 0

෍

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑛 = 1

𝛿 𝑡 = ቊ
∞, 𝑡 = 0
0, 𝑡 ≠ 0

න
−∞

∞

𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1
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离散时间 LTI 系统单位样值响应 ℎ 𝑛 的特点

ℎ 𝑛 =

෍

𝑖=1

𝑁

𝐴𝑖𝜆𝑖
𝑛𝑢(𝑛) 𝑁 > 𝑀

෍

𝑗=0

𝑁−𝑀

𝐶𝑗𝛿 𝑛 − 𝑗 +෍

𝑖=1

𝑁

𝐴𝑖𝜆𝑖
𝑛𝑢(𝑛) 𝑁 ≤ 𝑀
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3.2.1 时域法分析

෍

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘ℎ 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝛿(𝑛 − 𝑘)
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例3-2：线性时不变因果离散系统的差分方程为

𝑦 𝑛 − 5𝑦 𝑛 − 1 + 6𝑦 𝑛 − 2 = 𝑥 𝑛 − 3𝑥(𝑛 − 2)

求该系统的单位样值响应。

解：系统的特征方程为 𝜆2 − 5𝜆 + 6 = 0，特征根为𝜆1 = 3, 𝜆2 = 2。ℎ(𝑛)的表达式：

ℎ 𝑛 = 𝐶0𝛿 𝑛 + 𝐴13
𝑛𝑢 𝑛 + 𝐴22

𝑛𝑢 𝑛 ，满足方程

ℎ 𝑛 − 5ℎ 𝑛 − 1 + 6ℎ 𝑛 − 2 = 𝛿 𝑛 − 3𝛿 𝑛 − 2

代入，得

𝐶0 + 𝐴1 + 𝐴2 𝛿 𝑛 + −5𝐶0 − 2𝐴1 − 3𝐴2 𝛿 𝑛 − 1 + 6𝐶0𝛿 𝑛 − 2

= 𝛿 𝑛 − 3𝛿(𝑛 − 2)

为使等式两边对应项系数相等，得 𝐶0 = −
1

2
, 𝐴1 = 2, 𝐴2 = −

1

2

因此，系统的单位样值响应为ℎ 𝑛 = −
1

2
𝛿 𝑛 + 2 ⋅ 3𝑛𝑢 𝑛 −

1

2
⋅ 2𝑛𝑢(𝑛)

46信号分析与处理

3.2.1 时域法分析
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总结：LTI 系统单位冲激/脉冲响应的求解步骤

• 列系统微分/差分方程

• 求微分/差分方程的特征根

• 得到齐次解的形式

• 求各阶导数/平移所得序列

• 代入系统微分/差分方程

• 两边奇异函数/序列的系数平衡，即可求出相应的系数
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𝛿(𝑡)
LTI系统

ℎ(𝑡)

𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡)
连续时间

𝛿(𝑛)
LTI系统

ℎ(𝑛)

𝑥(𝑛) 𝑦(𝑛)
离散时间

3.2.1 时域法分析
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线性时不变系统的时域分析

• 卷积积分——连续时间线性时不变系统

• 卷积和——离散时间线性时不变系统

• 基本思想（以连续时间情况为例）：

48信号分析与处理

3.2.1 时域法分析

任意连续时间信号可以分解为一系列冲激函数之和，如果已知LTI

系统的单位冲激响应 ℎ(𝑡)，利用线性和时不变性就能确定出系统

对任意信号的响应。
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冲激/脉冲响应和阶跃响应的关系

ℎ 𝑡 = 𝑐′(𝑡)

ℎ 𝑛 = 𝑐 𝑛 − 𝑐(𝑛 − 1)

𝑐 𝑡 = න
−∞

∞

ℎ 𝜏 𝑢 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

𝑐 𝑛 = ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ 𝑚 𝑢(𝑛 −𝑚)

53信号分析与处理

3.2.1 时域法分析

单位阶跃响应

连续时间

离散时间

单位冲激/脉冲响应是单位阶跃响应的微分/后向差分
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例3-3：已知系统的单位脉冲响应为：ℎ 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛 ，系统的激励信号

为𝑥 𝑛 = 𝑏𝑛𝑢 𝑛 , 𝑎 ≠ 𝑏，求该系统对激励𝑥(𝑛)的零状态响应𝑦(𝑛)。
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3.2.1 时域法分析

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛 = ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥 𝑚 ℎ 𝑛 −𝑚 = ෍

𝑚=0

𝑛

𝑏𝑚𝑎𝑛−𝑚解：

= ෍

𝑚=0

𝑛
𝑏

𝑎

𝑚

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 ෍

𝑚=0

𝑛
𝑏

𝑎

𝑚

= 𝑎𝑛
1 −

𝑏
𝑎

𝑛+1

1 −
𝑏
𝑎

=
𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1

𝑎 − 𝑏
, 𝑛 = 0, 1,… 或写为 𝑦 𝑛 =

𝑎𝑛+1−𝑏𝑛+1

𝑎−𝑏
𝑢(𝑛)



第三章 信号处理基础

课程内容

3.1 系统及其性质

3.1.1 系统的描述

3.1.2 系统的性质

3.2 信号的线性系统处理

3.2.1 时域法分析

3.2.2 频域法分析

3.2.3 复频域分析

课程内容

55信号分析与处理
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频域分析法

• 频率响应

• 无失真传输

• 理想低通滤波器

56信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

研究信号通过系统以后，在频谱结构上发生的变化，即输出响应

随频率变化的规律——具有物理意义
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线性系统的频率响应（连续系统）

• 考察单位冲激响应为ℎ(𝑡)的LTI系统对复指数信号𝑥 𝑡 = 𝑒𝑗𝜔𝑡的响应

𝐻 𝜔 = ℱ ℎ 𝑡

57信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

LTI系统对复指数信号

的响应仍是同频率的

复指数信号，只是

幅值和相位发生改变

频率特性（频率响应）函数
同频率的理解：频率是 t 前面的系数，H(w) 是 w 

的函数，与 t 无关，不会影响频率，只会对信号的

幅值和相位产生影响
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对于任意连续信号𝑥(𝑡)

𝑥 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑋 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

𝑥(𝑡)可看作是无穷多个
不同频率复指数信号

分量的和

利用系统的齐次性和叠加性

𝑌 𝜔 = ℱ 𝑦(𝑡) = 𝑋 𝜔 𝐻(𝜔)
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3.2.2 频域法分析

• 由傅里叶反变换，得

𝑦 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑋 𝜔 𝐻 𝜔 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

= ℱ−1 𝑋 𝜔 𝐻 𝜔

1

2𝜋
𝑋 𝜔 𝑑𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡

𝐻(𝜔)

1

2𝜋
𝑋 𝜔 𝑑𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡 ∙ 𝐻(𝜔)

𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ(𝑡)

𝑌 𝜔 = 𝑋 𝜔 𝐻(𝜔)

傅里叶变换的
时域卷积定理

（另一思路）
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频率特性

𝐻 𝜔 =
𝑌 𝜔

𝑋 𝜔
𝐻 𝜔 = 𝐻 𝜔 𝑒𝑗𝜑ℎ(𝜔)

幅频
特性

相频
特性

• 自动控制理论中定义的频率响应

𝐻 𝜔 = 𝐻 𝑠 ቚ
𝑠=𝑗𝜔

• 严格来讲，二者不一致；考虑到𝐻(𝑠)在虚轴无极点的情况

（稳定情况）更为普遍，两种符号表示一致

59信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

= ℱ ℎ(𝑡)



第三章 信号处理基础

连续时间 LTI 系统的时域、频域对应关系

60信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

• 系统的频率特性用极坐标图表示——奈奎斯特图（Nyquist plot）

• 幅频、相频特性用对数坐标图表示——伯德图（Bode plot）
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例3-4：已知描述某系统的微分方程为

𝑦′ 𝑡 + 2𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡

求系统对输入信号𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡)的响应。

解：对微分方程两边取傅里叶变换，由微分性质得 𝑗𝜔𝑌 𝜔 + 2𝑌 𝜔 = 𝑋(𝜔)

系统的频率特性函数𝐻 𝜔 =
𝑌 𝜔

𝑋 𝜔
=

1

𝑗𝜔+2
，𝑥(𝑡)的傅里叶变换𝑋 𝜔 =

1

𝑗𝜔+1

则系统响应𝑦(𝑡)的傅里叶变换为

𝑌 𝜔 = 𝑋 𝜔 𝐻 𝜔 =
1

𝑗𝜔 + 1
−

1

𝑗𝜔 + 2

对𝑌(𝜔)取傅里叶反变换，得

𝑦 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 − 𝑒−2𝑡𝑢 𝑡 = 𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡 𝑢(𝑡)

61信号分析与处理

3.2.2 频域法分析
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线性系统的频率响应（离散系统）

考察单位脉冲响应为ℎ(𝑛)的线性时不变系统对复指数序列𝑥 𝑛 = 𝑒𝑗Ω𝑛

的响应，由卷积和可得输出：

𝑦 𝑛 = ℎ 𝑛 ∗ 𝑥 𝑛 = ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 𝑥 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 𝑒𝑗Ω 𝑛−𝑘

= ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 𝑒−𝑗Ω𝑘 ⋅ 𝑒𝑗Ω𝑛

𝐻(Ω)

62信号分析与处理

3.2.2 频域法分析
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对于任意离散信号𝑥(𝑛)

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑋 Ω 𝑒𝑗Ω𝑛𝑑Ω

𝑥(𝑛)可看作是无穷多
个不同频率的复指数

信号分量的和

𝑦 𝑛 =
1

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑋 Ω 𝐻 Ω 𝑒𝑗Ω𝑛 𝑑Ω

利用系统的齐次性和叠加性

𝑌 Ω = 𝑋 Ω 𝐻(Ω)

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ(𝑛)

𝑌 Ω = 𝑋 Ω 𝐻(Ω)

DTFT 时域
卷积定理
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3.2.2 频域法分析



第三章 信号处理基础

64信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

离散时间 LTI 系统的时域、频域对应关系
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离散时间系统频率特性𝐻(Ω)

• 𝐻 Ω = DTFT ℎ(𝑛) =
𝑌 Ω

𝑋 Ω

• 𝐻 Ω = 𝐻(Ω + 2𝜋)，是周期函数

• 若考虑模拟频率，则周期为𝜔𝑠

• 𝐻 Ω = 𝐻 Ω 𝑒𝑗𝜑(Ω)

• 幅频特性 𝐻 Ω

• 相频特性𝜑(Ω)
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3.2.2 频域法分析
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例3-5：求以下一阶系统的频率响应：

𝑦 𝑛 = 𝑎1𝑦 𝑛 − 1 + 𝑥 𝑛 (0 < 𝑎1 < 1)

解：由 DTFT 的时移性质，得 𝑌(Ω) = 𝑎1𝑒
−𝑗Ω𝑌(Ω) + 𝑋(Ω)，

则系统的频率响应为： 𝐻 Ω =
𝑌 Ω

𝑋 Ω
=

1

1−𝑎1𝑒
−𝑗Ω

系统的单位样值响应为：ℎ 𝑛 = 𝑎1
𝑛𝑢(𝑛)

由此，计算得到幅频特性为： 𝐻 Ω =
1

1−𝑎1 cos Ω
2+𝑎1

2 sin2 Ω

相频特性为：𝜑 Ω = −arctan
𝑎1 sin Ω

1−𝑎1 cos Ω

66信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

利用了例2-9的结论！
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思考：若𝑎1取值变化（例如−1 < 𝑎1 < 0），系统的频率特性会如何变化？

67信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝑦 𝑛 = 𝑎1𝑦 𝑛 − 1 + 𝑥 𝑛 (0 < 𝑎1 < 1)

𝐻 Ω =
1

1 − 𝑎1 cos Ω
2 + 𝑎1

2 sin2Ω

=
1

1 + 𝑎1
2 − 2𝑎1 cosΩ

(0 < 𝑎1 < 1)

cos Ω ∈ [−1,1]
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无失真传输

• 信号无失真传输是实现信号可靠传送与交换的基本条件，它要求信号

通过系统后，在时域上保持原来信号随时间变化的规律，即信号波形

不变，而只能是幅度上对原信号按比例地放大或缩小，或者在时间上

有一固定的延迟。

• 设原信号为𝑥(𝑡), 其频谱为𝑋(𝜔), 经无失真传输后，输出信号𝑦(𝑡)应为

𝑦 𝑡 = 𝐾𝑥 𝑡 − 𝑡0

𝑌 𝜔 = 𝐾𝑒−𝑗𝜔𝑡0𝑋(𝜔)
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3.2.2 频域法分析
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无失真传输系统的频率特性函数

𝐻 𝜔 =
𝑌 𝜔

𝑋 𝜔
= 𝐾𝑒−𝑗𝜔𝑡0 = 𝐻 𝜔 𝑒𝑗𝜑ℎ 𝜔

• 幅频特性 𝐻 𝜔 = 𝐾

• 相频特性 𝜑ℎ 𝜔 = −𝜔𝑡0

线性相位

70信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

无失真传输系统的频域条件
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无失真传输图示

• 系统幅频特性为常数，幅度不失真

• 信号放大、时延，波形不失真

𝑦 𝑡 = 𝐾𝑥(𝑡 − 𝑡0)

• 线性相位，波形不失真

𝑌 𝜔 = 𝐾𝑋 𝜔 𝑒−𝑗𝜔𝑡0

72信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝜔 𝜔

𝐾

0 0

0𝐻 𝜔 = 𝐾𝑒−𝑗𝜔𝑡0 = 𝐻 𝜔 𝑒𝑗𝜑ℎ 𝜔
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无失真传输的频域条件

73信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

• 系统的幅频特性是一个与频率无关的常数，即在全部频带内，系统都具有

恒定的放大倍数

• 系统的相频特性与频率呈线性关系。信号通过系统的延迟时间𝑡0就是系统

相频特性𝜑ℎ(𝜔)的斜率的负值，即

𝜑ℎ 𝜔 = −𝜔𝑡0， 𝑡0 = −
𝑑𝜑ℎ(𝜔)

𝑑𝜔

• 实际中为了便于测量，常定义 𝜏 =
𝑑𝜑ℎ(𝜔)

𝑑𝜔
> 0 间接表示群延时

（群延时/群时延）
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理想低通滤波器

• 频率特性

𝐻 𝜔 = ൝
1 ⋅ 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

滤波器的
截止频率

滤波器的通带
0 < 𝜔 < 𝜔𝑐

滤波器的阻带
𝜔 > 𝜔𝑐

75信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝜔𝜔

1

0 0
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理想低通滤波器的冲激响应

ℎ 𝑡 = ℱ−1 𝐻 𝜔 =
1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐

1 ⋅ 𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑡0)𝑑𝜔 =
𝜔𝑐
𝜋
𝑆𝑎[𝜔𝑐(𝑡 − 𝑡0)]

• 响应在𝑡为负值时已经出现

• 实际上不可能构成理想特性

的网络

76信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

非因果系统，
物理上不可
实现！

ℎ 𝑡 ≠ 0, 𝑡 < 0
时域上是
无限的





第三章 信号处理基础

思考：时（频）域上的有限对应频（时）域的无限？

77信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

ℱ

ℱ
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思考：时（频）域上的有限对应频（时）域的无限？

78信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

• 若信号时域有限，则在频域上无限

• 时域上无限的信号可以通过加窗，

变成时域有限的信号

• 频域卷积：导致在频域上的无限扩展

• 若信号频域有限，则在时域上无限

• 相当于信号在频域上加窗的结果

• 时域卷积：导致在时域上的无限扩展

信号在一个域上有限
⟹

在另一个域上无限
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信号在一个域上无限 ⇏ 另一个域上有限

79信号分析与处理

• 若信号时域无限，在频域上不一定有限

• 例：周期矩形脉冲信号在时域、频域上都是无限的

𝐹 𝜔 = 𝐸𝜏𝜔1 ෍

𝑛=−∞

∞

𝑆𝑎
𝑛𝜔1𝜏

2
𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔1)

……

3.2.2 频域法分析
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理想低通的阶跃响应

𝑢(𝑡) 𝑐(𝑡)

𝐶 𝜔 = ℱ 𝑢 𝑡 ⋅ 𝐻 𝜔 = 𝜋𝛿 𝜔 +
1

𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝑡0 (−𝜔𝑐 < 𝜔 < 𝜔𝑐)

𝑐 𝑡 = ℱ−1 𝐶 𝜔 =
1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐

𝜋𝛿(𝜔) +
1

𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝑡0𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

80信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

=
1

2
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐

𝛿(𝜔)𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑡0)𝑑𝜔 +
1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐 𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑡0)

𝑗𝜔
𝑑𝜔
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理想低通的阶跃响应

𝑢(𝑡) 𝑐(𝑡)

正弦积分函数

Si 𝑦 = න
0

𝑦 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

81信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

积分换元

𝑥 = 𝜔(𝑡 − 𝑡0)

𝑐 𝑡 =
1

2
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐

𝛿(𝜔)𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑡0)𝑑𝜔 +
1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐 𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑡0)

𝑗𝜔
𝑑𝜔

=
1

2
+

1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐 cos 𝜔(𝑡 − 𝑡0)

𝑗𝜔
𝑑𝜔 +

1

2𝜋
න
−𝜔𝑐

𝜔𝑐 sin 𝜔(𝑡 − 𝑡0)

𝜔
𝑑𝜔

=
1

2
+

1

2𝜋
න
0

𝜔𝑐(𝑡−𝑡0) sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
+
1

𝜋
Si 𝜔𝑐 𝑡 − 𝑡0

（奇函数，积分为0）

（欧拉公式）
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𝑢(𝑡)

𝑐(𝑡)

82信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

信号随时间的急剧改变意味着
包含许多高频分量

sin 𝑥

𝑥

Si(𝑦)

Si 𝑦 = න
0

𝑦 sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

• 低通滤波器滤除了一些高频分量，不连续点在输出将被圆滑，产生渐变

• 阶跃响应的上升时间与低通滤波器（系统）的截止频率（带宽）成反比

理想滤波器截止频率越低，
输出响应上升越缓慢

上升时间 𝑡𝜏= Τ2𝜋 𝜔𝑐
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理想低通对矩形脉冲的阶跃响应

𝑒1(𝑡) 𝑟1(𝑡)

𝑒1 𝑡 = 𝑢 𝑡 − 𝑢(𝑡 − 𝜏)

𝑟1 𝑡 =
1

𝜋
Si 𝜔𝑐 𝑡 − 𝑡0 − Si 𝜔𝑐 𝑡 − 𝑡0 − 𝜏

83信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

借助叠加定理求解

矩形脉冲经理想低通传输时，必须使脉宽𝜏与滤波器的

截止频率𝜔𝑐相适应，才能得到大体上为矩形的响应。
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矩形脉冲 矩形脉冲的频谱

理想低通
𝝎𝒄 = 𝟒𝝅

理想低通
𝝎𝒄 = 𝟖𝝅

𝝎𝒄 = 𝟒𝝅的响应

𝝎𝒄 = 𝟖𝝅的响应

84信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

• 利用矩形窗函数滤取信号频谱时，

在时域的不连续点出现上冲

解释吉布斯现象

• 加大理想低通滤波器的带宽，允许

激励信号的更多高频成分通过，于

是响应波形改善，但是在跳变点的

上冲逼近9%

• 增大𝜔𝑐可以减小阶跃响应的上升时

间，但不能改变9%上冲的强度
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例3-6：求信号𝑥 𝑡 = 𝑆𝑎 𝑡 cos(2𝑡)通过理想低通滤波器（设通带内的放大倍数为𝐾）

后的输出响应。

解：输入信号的傅里叶变换

𝑥 𝑡 = 𝑆𝑎 𝑡 cos(2𝑡)
频域卷积定理

𝑋 𝜔 =
𝜋

2
[𝑔 𝜔 + 2 + 𝑔(𝜔 − 2)]

由滤波器频率响应函数

𝐻 𝜔 = ൝
𝐾𝑒−𝑗𝜔𝑡0 𝜔 < 𝜔𝑐

0 𝜔 > 𝜔𝑐

可知滤波器输出信号的频谱为

𝑌 𝜔 = 𝑋 𝜔 𝐻(𝜔)

1

-1 1 𝜔

𝑔(𝜔)

85信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

可以看作𝑆𝑎 𝑡 对载波信号cos(2𝑡)的调制
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分三种情况：

1) 𝜔𝑐 ≥ 3 (输入信号的频带完全被包含在低通滤波器的通带内)

𝑌 𝜔 =
𝐾𝜋

2
𝑔 𝜔 + 2 + 𝑔 𝜔 − 2 𝑒−𝑗𝜔𝑡0

即 𝑌 𝜔 = 𝐾|𝑋(𝜔)|

𝑦 𝑡 = 𝐾𝑥 𝑡 − 𝑡0 = 𝐾𝑆𝑎 𝑡 − 𝑡0 cos[2 𝑡 − 𝑡0 ]

86信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝜔𝑐 𝜔𝑐−𝜔𝑐−𝜔𝑐

𝐾
Τ𝐾𝜋 2

𝜔 𝜔 𝜔

𝜔𝑐
𝜔−𝜔𝑐

𝑋(𝜔)
𝐻(𝜔)

𝑋 𝜔 =
𝜋

2
[𝑔 𝜔 + 2

+𝑔(𝜔 − 2)]
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2) 𝜔𝑐≤ 1 (输入信号频带完全落在低通滤波器

的通带外)

𝑌 𝜔 = 0, 𝑦 𝑡 = 0

此时，系统无输出！

87信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝜔𝑐−𝜔𝑐 𝜔

𝑋(𝜔) 𝐻(𝜔)

3) 1 < 𝜔𝑐 < 3（输入信号的频带部分落在低通滤波器

的通带内）

可以把不考虑放大及时延的输出看成 𝑌1 𝜔 ，则

𝑌 𝜔 = 𝑌1 𝜔 ⋅ 𝐻(𝜔) 𝜔

𝐻(𝜔)
𝑋(𝜔)

-3    -2    -1     0     1      2     3 
𝜔𝑐

−𝜔𝑐
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𝑌1 𝜔 =
𝜋

2
𝑔1 𝜔 +

𝜔𝑐 + 1

2
+ 𝑔1 𝜔 −

𝜔𝑐 + 1

2

=
𝜋

2
𝑔1 𝜔 ∗ 𝛿 𝜔 +

𝜔𝑐 + 1

2
+ 𝛿 𝜔 −

𝜔𝑐 + 1

2

88信号分析与处理

3.2.2 频域法分析

𝑦1 𝑡 =
𝜋

2
⋅ 2𝜋 ℱ−1 𝑔1 𝜔 ⋅ ℱ−1 𝛿 𝜔 +

𝜔𝑐 + 1

2
+ 𝛿 𝜔 −

𝜔𝑐 + 1

2

=
𝜔𝑐 − 1

2
𝑆𝑎

𝜔𝑐 − 1

2
𝑡 cos

𝜔𝑐 + 1

2
𝑡 又 𝑌 𝜔 = 𝐾𝑌1 𝜔 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 , 𝜔 < 𝜔𝑐

𝑦 𝑡 =
𝐾(𝜔𝑐 − 1)

2
𝑆𝑎

𝜔𝑐 − 1

2
𝑡 − 𝑡0 cos

𝜔𝑐 + 1

2
𝑡 − 𝑡0 , −∞ < 𝑡 < ∞输出响应为

其中，𝑔1 𝜔 = ൞
1 𝜔 <

𝜔𝑐−1

2

0 𝜔 >
𝜔𝑐−1

2

由频域卷积定理，得

（利用傅里叶变换时移性质）


