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第四章 滤波器

滤波的概念

• 传统：消除或减弱干扰噪声，提取有用信号的过程（滤除噪声）

• 现代：从原始信号中获取目标信息的过程（信号波形检测，参数

估计等）
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4.1.1 滤波的概念及其基本原理

心电图低通滤波去除噪声 汽车横摆角速度参数估计
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滤波器的技术要求

• 滤波器的物理可实现性

• 理想低通滤波器是非因果的，物理不可实现；其矩形幅频特性亦如此，

实际中不能实现从一个频带到另一个频带之间的突变

• 允许滤波器的幅频特性在通带和阻带有一定的衰减范围，且幅频特性在

这一范围内允许有起伏

• 在通带和阻带之间有一定的过渡带

信号分析与处理 15
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滤波器的技术要求

• 信号以很小的衰减通过滤波器的频率范围称为滤波器的“通频带”，简称通带

• 阻止信号通过滤波器的频率范围称为滤波器的“阻频带”，简称阻带

• 过渡带即为通带与阻带之间的频率范围
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4.1.3 滤波器的技术指标
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滤波器的技术指标
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𝜔𝑝 𝜔𝑠0

(1) 中心频率：滤波器通带、阻带截止频率的几何平均值

𝜔0 = 𝜔𝑝 ⋅ 𝜔𝑠

通带
截止频率

阻带
截止频率

4.1.3 滤波器的技术指标
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滤波器的技术指标
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(2) 通带波动Δ𝛼：在滤波器的通带内，频率特性曲线的最大峰值与谷值之差

(3) 相移𝜙：某一特定频率的信号通过滤波器时，其在滤波器的输入和输出端

的相位之差。

(4) 群延迟𝜏𝑔: 又称为“包络延迟”，用相移𝜙对于频率的变化率来衡量，即

𝜏𝑔 = −
𝑑𝜙 𝜔

𝑑𝜔

对于实际的滤波器，
𝑑𝜙 𝜔

𝑑𝜔
通常为负值，因而𝜏𝑔通常为正值。

4.1.3 滤波器的技术指标
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滤波器的技术指标

(5) 衰减函数𝛼：又称衰耗特性或工作损耗，单位是分贝（dB）

𝛼 = 20 lg
|𝐻 0 |

|𝐻 𝜔 |
= −20 lg |𝐻(𝜔)| = −10 lg |𝐻(𝜔)|2

• 通带衰减函数：

𝛼𝑝 = 20 lg
|𝐻 0 |

|𝐻 𝜔𝑝 |
= −20 lg |𝐻(𝜔𝑝)|

• 阻带衰减函数：

𝛼𝑠 = 20 lg
|𝐻 0 |

|𝐻 𝜔𝑠 |
= −20 lg |𝐻(𝜔𝑠)|

|H(0)|假定已被

归一化为1

通带截止
频率

阻带截止
频率
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4.1.3 滤波器的技术指标
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滤波器的技术指标

𝛼(𝜔𝑝) 通带最大衰减

𝛼(𝜔𝑠) 阻带最小衰减
𝜔𝑝 通带截止频率

𝜔𝑠 阻带截止频率

工程上，设计低通滤波器时，通常取幅值下降 3dB 时所对应的频率值𝜔3𝑑𝐵

作为通带截止频率，即
𝜔𝑝 = 𝜔3𝑑𝐵

此时，𝛼𝑝 = 3 dB

信号分析与处理 20

4.1.3 滤波器的技术指标
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滤波器的技术指标

21信号分析与处理

• 通常认为，当信号的功率谱密度|𝐻(𝜔)|2降到它峰值的一半时，频率谐波对

整体的影响就可以忽略。

• 对于频率特性为𝐻 𝜔 的因果滤波器，设|𝐻 𝜔 |峰值为 1，则半功率点对应

|𝐻(𝜔)|2 =
1

2
，即：

20lg 𝐻 𝜔 = 10lg|𝐻(𝜔)|2 = 10 lg
1

2
= 20 lg

1

2
= −3 dB

• 此时通带即是 |𝐻 𝜔 |从 0dB 的峰值点下降到不小于 -3dB 的频率 𝜔的集合

（注意：“一半”是以功率角度来定义的！）

4.1.3 滤波器的技术指标
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课程内容

4.1 滤波器概述

4.2 模拟滤波器

4.2.1 模拟滤波器概述

4.2.2 巴特沃思低通滤波器

4.2.3 切比雪夫低通滤波器

4.3 数字滤波器

课程内容
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模拟滤波器概述

• 模拟滤波器是用模拟系统处理模拟信号或连续时间信号的滤波器，是一种

选择频率的装置，故又称为频率选择滤波器

• 系统（网络）分析：给定系统的结构及其参数，求激励作用下系统的响应

• 系统（网络）综合 ：给出激励信号与响应，求满足此要求的具体的系统

（网络）结构及其参数

• 综合方法（“插入衰减法”或“工作参数法”）

• 第一步：根据给定的频率响应特性，寻求一种可实现的有理函数𝐻(𝑠)，使其满足

设计要求，称为“逼近（approximation）”

• 第二步：由选定的𝐻(𝑠)实现二端口网络（即所需滤波器）的电路结构和参数值

信号分析与处理 24

4.2.1 模拟滤波器概述
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设计模拟滤波器的方法 (综合设计法)

• 第一步：根据给定的频率响应特性寻求一种可实现的有理函数𝐻(𝑠)，

即模拟滤波器的系统函数（传递函数）

• 逼近：根据给定的性能指标——通带和阻带的工作损耗，如通带衰减 𝛼𝑝 、

阻带衰减𝛼𝑠，根据频率特性的幅度平方函数 𝐻 𝜔 2 求系统函数𝐻(𝑠)

• 可以选定若干种典型的 𝐻(𝑠)来逼近理想滤波器（巴特沃思滤波器，切比

雪夫滤波器等）

• 第二步：由选定的𝐻 𝑠 实现二端口网络（滤波器）电路结构和参数值

信号分析与处理 25

4.2.1 模拟滤波器概述
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思路：频率特性模平方 𝐻 𝜔 2 →系统函数𝐻(𝑠)

• 如不考虑有源器件，待求的模拟滤波器系统函数 𝐻(𝑠)应满足：

• 稳定性——模拟滤波器应当是稳定的时不变系统（有传递函数）

• 是一个具有实系数的𝑠有理函数，极点分布在𝑠左半平面

• 分子多项式的阶次不大于分母多项式的阶次——符合实际系统的因果性

• ℎ 𝑡 = ℒ−1[𝐻(𝑠)]是 𝑡的实函数

𝐻 𝜔 = 𝐻 𝑗𝜔 = 𝐻∗ −𝑗𝜔

𝐻(𝑗𝜔) 2 ቚ
𝑗𝜔=𝑠

= 𝐻 𝑗𝜔 𝐻 −𝑗𝜔 ቚ
𝑗𝜔=𝑠

= 𝐻 𝑠 𝐻(−𝑠)
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4.2.1 模拟滤波器概述

共轭对称性！
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零点、极点对称分布！

这些零点、极点中：

• 有一半属于𝐻(𝑠)

• 另一半属于𝐻(−𝑠)

零极点对称分布

信号分析与处理 27

4.2.1 模拟滤波器概述

𝐻(𝑗𝜔) 2 ቚ
𝑗𝜔=𝑠

= 𝐻 𝑗𝜔 𝐻 −𝑗𝜔 ቚ
𝑗𝜔=𝑠

= 𝐻 𝑠 𝐻(−𝑠)
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相关概念及方法

• 根据𝐻(𝑠)的可实现条件和𝐻(𝑠), 𝐻(−𝑠)的零、极点分布，将给定的幅度平方

函数以−𝑠2代替𝜔2, 确定𝐻(𝑠)与𝐻(−𝑠)的零、极点

• 𝐻(𝑠)的极点必须位于𝑠的左半平面，𝐻(−𝑠)的极点必须位于𝑠的右半平面

• 零点选取取决于所设计滤波器是否为最小相位系统

• 若是最小相位系统：𝐻(𝑠)的所有零点也应分布在左半平面或𝑗𝜔轴上

• 若是非最小相位系统：零点位置与稳定性无关，可任意选取

• 若有零点在𝑗𝜔轴上：根据𝐻(𝑠)的系数为实数，在𝑗𝜔轴上的零点必须是

偶阶重零点，此时，要把轴上的零点平分给 𝐻 𝑠 与 𝐻(−𝑠)

信号分析与处理 29

4.2.1 模拟滤波器概述

在一定的幅
频特性下，
相移最小的

系统

相位最小的充要条件！
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例4-1：给定滤波特性的幅度平方函数：

𝐻 𝑗𝜔 2 =
𝑘2 1 + 𝜔2

4 + 𝑗𝜔 + 2 2 4 + 𝑗𝜔 − 2 2

求具有最小相位特性的滤波器系统函数。

信号分析与处理 30

4.2.1 模拟滤波器概述

解：用−𝑠2代替𝜔2，有

𝐻 𝑠 𝐻 −𝑠 =
𝑘2 1 − 𝑠2

4 + 𝑠 + 2 2 [4 + 𝑠 − 2 2]

𝐻 𝑠 𝐻(−𝑠)的极点：𝑠 = ±2 ± 𝑗2；零点：𝑠 = ±1；取左半平面零极点构成𝐻(𝑠)，

得

𝐻 𝑠 =
𝑘 𝑠 + 1

𝑠 + 2 2 + 4
注意平分比例系数k
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例4-2：给定滤波特性的幅度平方函数

𝐻 𝜔 2 =
1 − 𝜔2 2

(4 + 𝜔2)(9 + 𝜔2)

求具有最小相位特性的滤波器系统函数。

解：用−𝑠2代替𝜔2，有

𝐻 𝑠 𝐻 −𝑠 =
1 + 𝑠2 2

(4 − 𝑠2)(9 − 𝑠2)
=

1 + 𝑠2 1 + 𝑠2

(𝑠 + 2)(−𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(−𝑠 + 3)

𝐻 𝑠 𝐻(−𝑠)的极点为：𝑠 = ±2, 𝑠 = ±3；有二阶重零点：𝑠 = ±𝑗, 𝑠 = ±𝑗

𝐻(𝑠)作为可实现滤波器的传递函数，取左半平面的极点及𝑗𝜔轴上一对共轭零点：

𝐻 𝑠 =
1 + 𝑠2

(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)
=

1 + 𝑠2

𝑠2 + 5𝑠 + 6

信号分析与处理 31

4.2.1 模拟滤波器概述

别忘了平分虚轴
上的零点！
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课程内容

4.1 滤波器概述

4.2 模拟滤波器

4.2.1 模拟滤波器概述

4.2.2 巴特沃思低通滤波器

4.2.3 切比雪夫低通滤波器

4.3 数字滤波器

课程内容

信号分析与处理 32
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幅频特性模平方（幅度二次方函数）

𝐻 𝜔 2 =
1

1 +
𝜔
𝜔𝑐

2𝑛

• 𝑛——滤波器的阶数

• 𝜔𝑐——滤波器的截止频率，当𝜔 = 𝜔𝑐时， 𝐻 𝜔 2 =
1

2

• 𝜔𝑐对应的是滤波器的-3dB点

信号分析与处理 34

4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器

巴特沃思低通滤波器的幅频特性

• 最大平坦性：可以证明，若阶数为𝑛，

在 𝜔 = 0处，它的前(2𝑛 − 1)阶导数都

等于零。这表明，巴特沃思滤波器在

𝜔 = 0附近一段范围内是非常平直的，

它以原点的最大平坦性来逼近理想滤波

器——“最平响应”

巴特沃思滤波器又称“最大平坦幅值滤波器”
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巴特沃思低通滤波器的幅频特性

• 频响曲线的单调下降特性：幅值函数

无论在通带、阻带（或过渡带）都是

单调递减的；在𝜔 = 0处，具有最大值

𝐻 𝜔 = 1；当𝜔 → ∞，幅值趋于零，

𝐻 ∞ = 0。

信号分析与处理 37

4.2.2 巴特沃思低通滤波器

在𝜔 = 𝜔𝑐处， 𝐻 𝜔𝑐 = 0.707，即|𝐻(𝜔𝑐)|比|𝐻(0)|下降了3dB（无论阶

数𝑛取何值，巴特沃思滤波器的3dB带宽都位于𝜔 = 𝜔𝑐）。
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• 滤波器幅频特性与阶数𝑛的关系：

• 阶数𝑛增加，通带幅频特性变平坦，阻带幅频

特性衰减加快，过渡带变窄，整个幅频特性

趋于理想低通特性

• 当𝜔 > 𝜔𝑐后，特性曲线近似以20𝑛 dB/倍频程

速度下降（虽然增加𝑛可以改善衰减性能，但

代价是实现电路的元件数量也要增加）

• 巴特沃思滤波器具有良好的相频特性，在

通带内没有起伏，比较接近直线

信号分析与处理 38

巴特沃思低通滤波器的幅频特性

4.2.2 巴特沃思低通滤波器

一阶巴特沃思低通滤波器的Bode图
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巴特沃思低通滤波器的零极点分布

𝐻 𝑠 2 =
1

1 +
𝜔
𝜔𝑐

2𝑛

ω=
𝑠
𝑗

=
1

1 + −1 𝑛 𝑠
𝜔𝑐

2𝑛

令分母多项式为零，有

1 +
𝑠

𝑗𝜔𝑐

2𝑛

= 0

𝑠𝑘 = 𝑗𝜔𝑐 −1
1
2𝑛 = 𝜔𝑐𝑒

𝑗
2𝑘−1
2𝑛 𝜋+

𝜋
2 , 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑛

𝑠𝑘即为𝐻(𝑠)和𝐻(−𝑠)的全部极点。

信号分析与处理 39

4.2.2 巴特沃思低通滤波器



第四章 滤波器

• 𝐻 𝑠 𝐻(−𝑠)的2𝑛个极点以
𝜋

𝑛
为间隔均匀分布在半径为𝜔𝑐的圆上，

这个圆称为巴特沃思圆；

• 所有极点以𝑗𝜔轴为对称轴呈对称分布，𝑗𝜔轴上没有极点；

• 当𝑛为奇数时，有两个极点分布在𝑠 = ±𝜔𝑐的实轴上；𝑛为偶数时，

实轴上没有极点。所有复数极点两两呈共轭对称分布。

信号分析与处理 41

4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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巴特沃思低通滤波器的传递函数

• 为得到稳定的𝐻(𝑠)，取全部左半平面的极点为𝐻(𝑠)的极点，而对称分

布的右半𝑠平面的极点对应𝐻(−𝑠)的极点

𝐻 𝑠 =
𝜔𝑐
𝑛

ς𝑘=1
𝑛 (𝑠 − 𝑠𝑘)

• 对不同截止频率𝜔𝑐，得到的同一阶次巴特沃思滤波器的传递函数也有

所不同，为了使滤波器设计具有通用性，需要将频率进行归一化处理

• 选择截止频率𝜔𝑐作为参考频率，为此，𝐻(𝑠)的分子、分母各除以𝜔𝑐
𝑛, 

并令 ҧ𝑠 =
𝑠

𝜔𝑐
， ҧ𝑠称为归一化复频率

分子取𝜔𝑐
𝑛保证

𝐻 𝑠 𝑠=0 = 1

信号分析与处理 42

4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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• 当阶数 𝑛为偶数时

𝐻 ҧ𝑠 =
1

ς
𝑘=1
𝑛/2

ҧ𝑠2 − 2 cos
2𝑘 − 1
2𝑛

𝜋 +
𝜋
2

ҧ𝑠 + 1

• 当阶数 𝑛为奇数时

𝐻 ҧ𝑠 =
1

ς
𝑘=1
(𝑛−1)/2

( ҧ𝑠 + 1) ҧ𝑠2 − 2 cos
2𝑘 − 1
2𝑛

𝜋 +
𝜋
2

ҧ𝑠 + 1

巴特沃思
多项式
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器

归一化处理后
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归一化频率的各阶巴特沃思多项式

信号分析与处理 44

4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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例4-3：求三阶巴特沃思低通滤波器的传递函数，设𝜔𝑐 = 1 rad/s。

解：𝑛 = 3为奇数，则幅度平方函数为

𝐻 𝜔 2 =
1

1 + 𝜔6

𝐻 𝑠 𝐻 −𝑠 =
1

1 − 𝑠6

6个极点分别为：

𝑠𝑝1 = 𝜔𝑐𝑒
𝑗
2𝜋
3 , 𝑠𝑝2 = −𝜔𝑐 , 𝑠𝑝3 = −𝜔𝑐𝑒

𝑗
𝜋
3 , 𝑠𝑝4 = −𝜔𝑐𝑒

𝑗
2𝜋
3 , 𝑠𝑝5 = 𝜔𝑐 , 𝑠𝑝6 = 𝜔𝑐𝑒

𝑗
𝜋
3

取位于𝑠左半平面的3个极点，可得滤波器的系统函数：

𝐻 𝑠 =
𝜔𝑐
3

𝑠 − 𝜔𝑐𝑒
𝑗
2𝜋
3 𝑠 + 𝜔𝑐 𝑠 + 𝜔𝑐𝑒

𝑗
𝜋
3

=
1

𝑠3 + 2𝑠2 + 2𝑠 + 1

对比
表格
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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巴特沃思低通滤波器阶次的确定

• 在工程中常用衰减函数来描述滤波器的幅频特性，巴特沃思低通

滤波器的衰减函数𝛼为

𝛼 = −20 lg 𝐻 𝜔 = −20 lg
1

1 +
𝜔
𝜔𝑐

2𝑛

= 10 lg 1 +
𝜔

𝜔𝑐

2𝑛
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器
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𝛼(𝜔𝑝) 通带最大衰减

𝛼(𝜔𝑠) 阻带最小衰减

𝜔𝑝 通带截止频率

𝜔𝑠 阻带截止频率

设计低通滤波器时，通常取幅值下降3dB时所对应的频率值𝜔3𝑑𝐵

为通带截止频率，即
𝜔𝑐 = 𝜔𝑝 = 𝜔3𝑑𝐵

此时，𝛼𝑝 = 3dB

信号分析与处理 47

4.2.2 巴特沃思低通滤波器

𝛼(𝜔𝑝)

𝛼(𝜔𝑠)

𝜔𝑝 𝜔𝑠
𝜔
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𝛼𝑝 = 10 lg 1 +
𝜔𝑝
𝜔𝑐

2𝑛

𝛼𝑠 = 10 lg 1 +
𝜔𝑠
𝜔𝑐

2𝑛

𝑛 ≥
lg 100.1𝛼𝑠 − 1

lg
𝜔𝑠
𝜔𝑐

的整数
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器

当𝜔 = 𝜔𝑝时，巴特沃思低通滤波器的通带衰减函数为

当𝜔 = 𝜔𝑠时，巴特沃思低通滤波器的阻带衰减函数为

由此可求得滤波器的阶次为
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例4-4：若巴特沃思低通滤波器的频域指标为：当𝜔1 = 2 rad/s时，其衰减不大于

3dB；当𝜔2 = 6 rad/s时，其衰减不小于30dB。求此滤波器的传递函数。

解：令 𝜔𝑐 = 𝜔1 = 𝜔𝑝 = 𝜔3𝑑𝐵 = 2 rad/s，𝜔𝑠 = 𝜔2 = 6 rad/s，则其归一化后的频

域指标为

ഥ𝜔𝑐 =
𝜔𝑝
𝜔𝑐

= 1, 𝛼𝑝 = 3dB, ഥ𝜔𝑠 =
𝜔2

𝜔𝑐
= 3, 𝛼𝑠 = 30dB

可求得该滤波器的阶数为

𝑛 =
lg 100.1𝛼𝑠 − 1

lg
𝜔2
𝜔𝑐

=
lg 103 − 1

lg 3
≈ 3.143

取滤波器阶次 𝑛 = 4，查表可得此滤波器归一化传递函数为

𝐻 ҧ𝑠 =
1

ҧ𝑠4 + 2.613 ҧ𝑠3 + 3.414 ҧ𝑠2 + 2.613 ҧ𝑠 + 1

信号分析与处理 49

4.2 模拟滤波器
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4.2.2 巴特沃思低通滤波器

通过反归一化处理，令𝑠 = ҧ𝑠𝜔𝑐，可求出实际滤波器的传递函数为

𝐻 𝑠 =
1

𝑠
𝜔𝑐

4

+ 2.613
𝑠
𝜔𝑐

3

+ 3.414
𝑠
𝜔𝑐

2

+ 2.613
𝑠
𝜔𝑐

+ 1

=
16

𝑠4 + 5.226𝑠3 + 13.656𝑠2 + 20.904𝑠 + 16

=
1

𝑠
2

4
+ 2.613

𝑠
2

3
+ 3.414

𝑠
2

2
+ 2.613

𝑠
2

+ 1
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课程内容

4.1 滤波器概述

4.2 模拟滤波器

4.3 数字滤波器

4.3.1 数字滤波器概述

4.3.2 无限冲激响应数字滤波器

4.3.3 有限冲激响应数字滤波器

课程内容

信号分析与处理 56
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数字滤波器概述

• 连续时间信号——模拟滤波器

• 离散时间信号——数字滤波器

• 数字滤波器可以用硬件设备实现，也可以在计算机上用软件完成

• 注：为了便于研究从模拟滤波器到数字滤波器的映射关系，从本节起将模拟

滤波器的单位冲激响应记为 ℎ𝑎 𝑡 ，将数字滤波器的响应记为ℎ 𝑛 ；相应地，

模拟滤波器的系统函数记为 𝐻𝑎 𝑠 ，数字滤波器的系统函数记为𝐻(𝑧)。
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4.3.1 数字滤波器概述
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数字滤波器的概念

• 数字滤波器是具有一定传输特性的数字信号处理装置

• 输入和输出都是数字信号

• 借助于数字器件和一定的数值计算方法，对输入信号的波形或频谱进行加工、

处理、改变输入信号，从而去掉信号中的无用成分，保留有用成分
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4.3.1 数字滤波器概述

加窗截断

（二进制
数字信号）
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频谱图

信号分析与处理 60

4.3.1 数字滤波器概述

输入信号
的频谱

输出信号
的频谱

采样后
周期延拓

滤波器的
频谱函数

滤波后的
频谱函数

加窗，
取主频带
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数字滤波器相比模拟滤波器的优点

• 精度高：模拟器件（如R、L、C）精度一般很难做高，而数字滤波器的精度
则由字长决定。若要增加精度，只需增加字长。

• 可靠性高：模拟滤波器中各种参数都有一定的温度系数，会随着环境变化而
变化，易出现感应、杂散效应甚至振荡等。数字滤波器一般不受外界环境（如
温度、湿度等）的影响，没有模拟电路的元器件老化问题。

• 灵活性高：通过编程可以随时修改滤波器特性的设计，灵活性较高。

• 便于大规模集成：设计数字滤波器具有一定的规范性，便于大规模集成生产。
数字滤波器可工作于极低频率，也可比较容易地实现模拟滤波器难以实现的
线性相位系统。
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4.3.1 数字滤波器概述
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数字滤波器的原理

• 设输入序列为𝑥(𝑛)，输出序列为𝑦(𝑛)，则数字滤波器可用线性时
不变离散系统表示为

𝑦 𝑛 +෍

𝑘=1

𝑁

𝑎𝑘𝑦(𝑛 − 𝑘) = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘)

• 数字滤波器的传递函数为

𝐻 𝑧 =
𝑌 𝑧

𝑋(𝑧)
=
𝑏0 + 𝑏1𝑧

−1 +⋯+ 𝑏𝑀𝑧
−𝑀

1 + 𝑎1𝑧
−1 +⋯+ 𝑎𝑁𝑧

−𝑁
=

σ𝑖=0
𝑀 𝑏𝑖𝑧

−𝑖

1 + σ𝑖=1
𝑁 𝑎𝑖𝑧

−𝑖

决定系统的
零点

决定系统的
极点

信号分析与处理 63

4.3.1 数字滤波器概述
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数字滤波器的构成

• 若分母上的系数𝑎𝑖 = 0，则有

𝐻 𝑧 =෍

𝑖=0

𝑀

𝑏𝑖𝑧
−𝑖

ℎ 𝑛 = 𝑏0𝛿 𝑛 + 𝑏1𝛿 𝑛 − 1 +⋯+ 𝑏𝑀𝛿(𝑛 −𝑀)

• 单位脉冲响应的时间长度是有限的，最多有(𝑀 + 1)项

• 把系统函数具有以上形式的数字滤波器称为有限冲激响应（FIR，
Finite Impulse Response) 滤波器

• 𝐻 𝑧 只有单极点𝑧 = 0，在单位圆内，故FIR滤波器总是稳定的

信号分析与处理 64

4.3.1 数字滤波器概述

𝐻 𝑧 =
σ𝑖=0
𝑀 𝑏𝑖𝑧

−𝑖

1 + σ𝑖=1
𝑁 𝑎𝑖𝑧

−𝑖
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数字滤波器的构成

• 若至少有一个𝑎𝑖的值不为零，并且分母至少存在一个根不为分子
所抵消，则对应的数字滤波器称为无限冲激响应（IIR，Infinite
Impulse Response）滤波器

• 示例：

𝐻 𝑧 =
𝑏0

1 − 𝑧−1
= 𝑏0 1 + 𝑧−1 + 𝑧−2 +⋯ , 𝑧 > 1

ℎ 𝑛 = 𝑏0 𝛿 𝑛 + 𝛿 𝑛 − 1 +⋯ = 𝑏0𝑢(𝑛)

单位脉冲响应有无限多
项，时间长度持续到无

限长
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4.3.1 数字滤波器概述

𝐻 𝑧 =
σ𝑖=0
𝑀 𝑏𝑖𝑧

−𝑖

1 + σ𝑖=1
𝑁 𝑎𝑖𝑧

−𝑖
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IIR 滤波器和 FIR 滤波器优缺点比较

• IIR 滤波器

• 优点：含有零极点，可以利用模拟滤波器的设计，计算量小，设计简单

• 缺点：零极点的存在导致系统稳定性问题；相位的非线性

• FIR 滤波器

• 优点：严格线性相位；滤波器总是稳定的；可以利用FFT快速处理

• 缺点：所需阶次要比IIR高，运算量较大

102信号分析与处理

4.3.3 有限冲激响应滤波器
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课程内容

4.1 滤波器概述

4.2 模拟滤波器

4.3 数字滤波器

4.3.1 数字滤波器概述

4.3.2 无限冲激响应数字滤波器

4.3.3 有限冲激响应数字滤波器

课程内容

信号分析与处理 66
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IIR 滤波器设计流程
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

𝐻𝑎(𝑠)
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由 s 平面到 z 平面的映射

• 为了使数字滤波器保持模拟滤波器的特性，由复变量𝑠到复变量𝑧

之间的映射关系必须满足两个基本条件：

① 为了保证模拟和数字滤波器频率特性的相互对应关系，𝑠平面

的复频率轴必须映射到𝑧平面的单位圆上；

② 为了保持模拟和数字滤波器的稳定性，必须要求𝑠平面的左半

平面映射到𝑧平面的单位圆以内。

信号分析与处理 69

4.3.2 无限冲激响应滤波器
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冲激响应不变法

• 遵循准则：使数字滤波器的单位脉冲响应ℎ 𝑛 等于所参照的模拟滤波器

的单位冲激响应ℎ𝑎 𝑡 的采样值（此时得到的是有限值）

ℎ 𝑛 = ℎ𝑎 𝑡 ቚ
𝑡=𝑛𝑇

• 设计思路：

• 根据技术指标确定模拟滤波器𝐻𝑎(𝑠)

• 对𝐻𝑎(𝑠)取拉普拉斯反变换求冲激响应ℎ𝑎(𝑡)

• 由冲激响应不变的原则，对ℎ𝑎(𝑡)以 𝑇为采样周期，采样得到ℎ(𝑛)

• 求ℎ(𝑛)的𝑍变换，求出数字滤波器𝐻(𝑧)
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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冲激响应不变法
• 设模拟滤波器的系统函数具有𝑁个单极点 𝑝𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁

拉普拉斯反变换

采样

Z 变换

𝐾𝑖 = 𝑠 − 𝑝𝑖 𝐻𝑎 𝑠 ቚ
𝑠=𝑝𝑖

𝐻𝑎 𝑠 =෍

𝑖=1

𝑁
𝐾𝑖

𝑠 − 𝑝𝑖
ℎ𝑎 𝑡 =෍

𝑖=1

𝑁

𝐾𝑖𝑒
𝑝𝑖𝑡𝑢(𝑡)

ℎ 𝑛 = ℎ𝑎 𝑡 ቚ
𝑡=𝑛𝑇

=෍

𝑖=1

𝑁

𝐾𝑖𝑒
𝑝𝑖𝑛𝑇𝑢(𝑛)
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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从𝒔平面到𝒛平面的映射

1) 𝜎 = 0, 𝑠 = 𝑗𝜔： 𝑧 = 1

2) 𝜎 > 0, 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔： 𝑧 > 1

3) 𝜎 < 0, 𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔： 𝑧 < 1

• 𝑠平面的极点𝑝𝑖映射到𝑧平面是位于𝑧 = 𝑒𝑝𝑖𝑇的极点。
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

𝑧 = 𝑒𝑠𝑇 = 𝑒 𝜎+𝑗𝜔 𝑇 = 𝑒𝜎𝑇 ⋅ 𝑒𝑗𝜔𝑇 = 𝑒𝜎𝑇 ⋅ 𝑒𝑗Ω = 𝑒𝜎𝑇 ⋅ 𝑒𝑗(Ω+2𝑘𝜋) = 𝑒𝜎𝑇 ⋅ 𝑒
𝑗 𝜔+

2𝜋
𝑇 𝑘 𝑇

周期性
𝜔——模拟角频率

Ω——数字角频率

数字角频率和模拟角频率关系：

Ω = 𝜔𝑇

𝑠右半平面对应𝑧平面单位圆外

𝑠左半平面对应𝑧平面单位圆内
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从𝒔平面到𝒛平面的映射

• 当𝜎 = 0时，𝑠平面的虚轴映射为𝑧平面的单位圆；

• 当𝜎 < 0时，𝑠平面左半平面映射为𝑧平面的单位圆内；

• 当𝜎 > 0时，𝑠平面的右半平面映射为𝑧平面单位圆外；
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

• 当𝜎不变，𝜔以
2𝜋

𝑇
整数倍改变时，映射值

不变，也就是将𝑠平面沿着𝑗𝜔轴分割成为

一条条宽度为
2𝜋

𝑇
的水平带，每条水平带都

按照前面分析的关系，重叠映射成整个𝒛

平面。

由𝑠 = 𝜎 + 𝑗(𝜔 +
2𝜋

𝑇
𝑘)

可知，从𝑠平面到𝑧平面

的映射不是单值的！
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𝐻𝑎(𝑠)和 𝐻 𝑧 的对应关系

根据 Z 变换和拉氏变换的关系，冲激采样后的信号等于原信号乘以冲激函数串：

根据冲激函数串 σ𝑛=−∞
∞ 𝛿 𝑡 − 𝑛𝑇 的傅里叶级数展开，有

ℒ ℎ𝑎 𝑡 ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑡 − 𝑛𝑇 = ℒ ℎ𝑎 𝑡 ∙
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝑒𝑗
2𝜋
𝑇 𝑘𝑡 =

1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝐻𝑎 𝑠 + 𝑗
2𝜋

𝑇
𝑘

𝐻 𝑧 ቚ
𝑧=𝑒𝑠𝑇

=
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝐻𝑎 𝑠 + 𝑗
2𝜋

𝑇
𝑘
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

ℒ ℎ𝑎 𝑡 ෍

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑡 − 𝑛𝑇 = ෍

𝑛=0

∞

ℎ𝑎 𝑛𝑇 𝑒−𝑠𝑛𝑇 = ෍

𝑛=0

∞

ℎ 𝑛 𝑧−𝑛 ቚ
𝑧=𝑒𝑠𝑇

= 𝐻 𝑧 ቚ
𝑧=𝑒𝑠𝑇

数字信号模拟信号

𝑠平面与𝑧平面的映射呈多值映射关系！
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• 冲激响应不变法得到数字滤波器的

增益与采样周期 𝑇成反比

• 减小采样间隔，可减小混叠，但是

会造成数字滤波器增益过高

• 有时，ℎ(𝑛)的设计值采用𝑇ℎ𝑎(𝑛𝑇)，

以保证转换后数字滤波器增益不变
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

𝐻 𝑧 = 𝐻 𝑒𝑗Ω = 𝐻 Ω =
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝐻𝑎 𝑗
Ω

𝑇
+ 𝑗

2𝜋

𝑇
𝑘 𝑠 = 𝑗𝜔, 𝑧 = 𝑒𝑗Ω

由于冲激响应不变法的ℎ 𝑛 是对模拟滤波器的ℎ𝑎 𝑡 采样的结果，就频率特性而言，

存在频谱混叠。𝑠平面的虚轴可以映射为𝑧平面的单位圆，而且

𝐻 𝑒𝑗Ω = 𝐻(Ω)

Ω

频谱密度函数：

冲激响应不变法产生的
频谱混叠现象：
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冲激响应不变法设计 IIR 滤波器的特点

• 模拟滤波器和数字滤波器之间的频率变换是线性关系，即Ω = 𝜔𝑇

• 具有较好的时域逼近特性，可以很好地逼近模拟滤波器冲激响应

• s平面与z平面映射的多值性容易造成频谱混叠现象

• 注意：郑君里版参考书第十章“模拟与数字滤波器”中，模拟角频率

和数字角频率的符号，与教材和本课件的用法正好是相反的，即模拟

角频率是用Ω表示，而数字角频率是用𝜔表示，阅读时要注意！
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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例4-5：设模拟滤波器的系统函数为

𝐻𝑎 𝑠 =
2𝑠

𝑠2 + 3𝑠 + 2

用冲激响应不变法求相应的数字滤波器的系统函数𝐻(𝑧)。
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

解： 𝐻𝑎 𝑠 =
2𝑠

𝑠2+3𝑠+2
=

2𝑠

(𝑠+1)(𝑠+2)
=

−2

𝑠+1
+

4

𝑠+2
，由 𝑠平面映射到 𝑧平面，得

𝐻 𝑧 =
−2

1 − 𝑒−𝑇𝑧−1
+

4

1 − 𝑒−2𝑇𝑧−1
=

2 + 2𝑒−2𝑇 − 4𝑒−𝑇 𝑧−1

1 − 𝑒−𝑇 + 𝑒−2𝑇 𝑧−1 + 𝑒−3𝑇𝑧−2

1

𝑠 − 𝑠𝑘
⟹

1

1 − 𝑒𝑠𝑘𝑇𝑧−1
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例4-6：用冲激响应不变法设计一个巴特沃思数字低通滤波器，满足技术指标：

（1）3dB带宽的数字截止频率 Ω𝑐= 0.2𝜋 rad;

（2）阻带大于30dB的数字边界频率 Ω𝑠= 0.5𝜋 rad;     

（3）采样周期 𝑇 = 10𝜋 μs。
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

解：第一步：将给定的指标转换为相应的模拟低通滤波器的技术指标。

Ω = 𝜔𝑇

𝜔𝑐 =
0.2𝜋 rad

10𝜋μs
= 2 ⋅ 103 rad/s, 𝜔𝑠 = 5 ⋅ 103 rad/s, 𝛼𝑠 = 30 dB

𝑛 ≥
lg 100.1𝛼𝑠 − 1

lg
𝜔𝑠
𝜔𝑐

= 3.769滤波器的阶数应满足
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

第二步：取𝑛 = 4，查表设计四阶归一化巴特沃思低通滤波器：

𝐻𝑎 ҧ𝑠 =
1

ҧ𝑠4 + 2.613 ҧ𝑠3 + 3.414 ҧ𝑠2 + 2.613 ҧ𝑠 + 1
= −

0.92388 ҧ𝑠 + 0.70711

ҧ𝑠2 + 0.76537 ҧ𝑠 + 1
+
0.92388 ҧ𝑠 + 1.70711

ҧ𝑠2 + 1.84776 ҧ𝑠 + 1

第三步：求出满足给定指标的实际模拟低通滤波器。进行反归一化处理，有

𝐻𝑎 𝑠 = −
0.92388𝜔𝑐𝑠 + 0.70711𝜔𝑐

2

𝑠2 + 0.76537𝜔𝑐𝑠 + 𝜔𝑐
2 +

0.92388𝜔𝑐𝑠 + 1.70711𝜔𝑐
2

𝑠2 + 1.84776𝜔𝑐𝑠 + 𝜔𝑐
2

第四步：按照冲激响应不变法，求满足给定技术指标的数字滤波器。

𝐻 𝑧 =
104(−1.84776 + 0.88482𝑧−1)

1 − 1.31495𝑧−1 + 0.61823𝑧−2
+

104(1.84776 − 0.40981𝑧−1)

1 − 1.08704𝑧−1 + 0.31317𝑧−2

𝑠 + 𝑎

𝑠 + 𝑎 2 + 𝑏2
⟹

1 − 𝑒−𝑎𝑇 cos 𝑏𝑇 𝑧−1

1 − 2𝑒−𝑎𝑇 cos 𝑏𝑇 𝑧−1 + 𝑒−2𝑎𝑇𝑧−2
𝑏

𝑠 + 𝑎 2 + 𝑏2
⟹

𝑒−𝑎𝑇 cos 𝑏𝑇 𝑧−1

1 − 2𝑒−𝑎𝑇 cos 𝑏𝑇 𝑧−1 + 𝑒−2𝑎𝑇𝑧−2
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双线性变换法

• 为什么需要双线性变换？

• 冲激响应不变法存在缺点：容易造成数字滤波器频率响应混叠

• 冲激响应不变法只适用于低通或者限带的高通、带通情况

• 必须找出一种频率特性有一一对应的关系的变换

• 设计思路

• 技术指标——模拟滤波器——变换成频带受限的传递函数——Z变换
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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𝑧的表达式

双线性变换法 𝑠 → 𝑧的映射

• 原理：利用微分方程表示为差分方程

• 目标：把 𝑠域 𝜔从 0到±∞的分布压缩至 0到±𝜋之间，这样变换

到 𝑧域就不会出现周期重复，即可构成单值映射

• 将𝑠平面映射到𝑧平面存在下列关系式：

𝑠 =
2

𝑇

1 − 𝑧−1

1 + 𝑧−1
， 𝐻 𝑧 = 𝐻𝑎

2

𝑇

1 − 𝑧−1

1 + 𝑧−1
⟹ 𝑧 =

1 +
𝑇
2
𝑠

1 −
𝑇
2
𝑠
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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双线性变换的映射

• 令𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔，得 𝑧 =
1+

𝑇

2
𝑠

1−
𝑇

2
𝑠
=

1+
𝜎𝑇

2
+𝑗

𝜔𝑇

2

1−
𝜎𝑇

2
−𝑗

𝜔𝑇

2

• 若 𝜎 < 0，则 𝑧 < 1；

• 若 𝜎 > 0，则 𝑧 > 1；

• 𝑠平面左半平面映射为 𝑧平面单位圆内

• 令𝑠 = 𝑗𝜔，得 𝑧 =
1+

𝑇

2
𝑠

1−
𝑇

2
𝑠
=

1+𝑗
𝜔𝑇

2

1−𝑗
𝜔𝑇

2

, 𝑧 = 1

• 𝑠平面 𝑗𝜔轴映射为 𝑧平面单位圆
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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双线性变换法的特性

• 双线性变换是从𝑠平面到𝑧平面一一对应的映射关系

• 双线性变换将𝑠平面虚轴唯一地映射到𝑧平面的单位圆，保证了𝐻(𝑧)

的频率响应能模仿𝐻𝑎(𝑠)的频率响应，避免了频率响应混叠现象

• 双线性变换将𝑠左半平面全部映射到𝑧平面单位圆内，将𝑠右半平面

全部映射到𝑧平面的单位圆外，保证了𝐻(𝑧)和𝐻𝑎(𝑠)相比，其稳定性

不发生变化
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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0

数字频率 Ω和模拟频率 𝜔的关系

• 在单位圆上有 𝑧 = 𝑒𝑗Ω（对应𝑠 = 𝑗𝜔）

• 𝑧 = 𝑒𝑗Ω =
1+

𝑇

2
𝑠

1−
𝑇

2
𝑠
=

1+𝑗
𝜔𝑇

2

1−𝑗
𝜔𝑇

2

• Ω = 2arctan
𝜔𝑇

2

• 𝜔 =
2

𝑇
tan

Ω

2
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

一一对应！
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双线性变换法的频率预畸变

• 在冲激响应不变法中，模拟频率 𝜔与数字频率 Ω之间的关系是线性关系：

Ω = 𝜔𝑇

• 在双线性变换法中，模拟频率 𝜔与数字频率 Ω的关系是非线性关系：

𝜔 =
2

𝑇
tan

Ω

2

• 模拟频率与数字频率间的非线性关系是双线性变换的缺点，会使数字滤波器与

模拟滤波器在频率响应与频率的对应关系上发生畸变。

信号分析与处理 85

4.3.2 无限冲激响应滤波器
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基于频率预畸变的校正方式

• 先对模拟滤波器的临界频率加以畸变，使其通过双线性变换后

正好映射为需要的频率

• 设所求的数字滤波器的通带和阻带的截止频率分别为 Ω𝑝 和 Ω𝑠

• 按照式 𝜔 =
2

𝑇
tan

Ω

2
求出对应的模拟滤波器的临界频率 𝜔𝑝和 𝜔𝑠,

然后模拟滤波器就按照这两个预畸变的频率 𝜔𝑝和 𝜔𝑠 来设计
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4.3.2 无限冲激响应滤波器
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例4-7：用双线性变换法设计一个巴特沃思数字低通滤波器，采样周期 𝑇 = 1𝑠，

巴特沃思数字低通滤波器的技术指标为：

1) 在通带截止频率 Ω𝑝= 0.5𝜋 rad时，衰减不大于3dB；

2) 在阻带截止频率 Ω𝑠= 0.75𝜋 rad时，衰减不小于15dB。
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

解：将频率进行预畸变处理。则有

𝜔𝑐 = 𝜔𝑝 =
2

𝑇
tan

Ω𝑝

2
= 2 rad/s , 𝛼𝑝 = 3 dB

𝜔𝑠 =
2

𝑇
tan

Ω𝑠
2
= 4.828 rad/s , 𝛼𝑠 = 15 dB

设计满足技术指标的巴特沃思模拟低通滤波器，其阶数 𝑛 ≥
lg 100.1𝛼𝑠 − 1

lg
𝜔𝑠
𝜔𝑐

≈ 1.941
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解（续）：取 𝑛 = 2, 归一化巴特沃思模拟低通滤波器的传递函数为

𝐻𝑎 ҧ𝑠 =
1

ҧ𝑠2 + 1.414 ҧ𝑠 + 1
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4.3.2 无限冲激响应滤波器

进行反归一化处理，得到巴特沃思模拟低通滤波器的实际传递函数为

𝐻𝑎 𝑠 = 𝐻𝑎 ҧ𝑠𝜔𝑐 =
𝜔𝑐
2

𝑠2 + 1.414𝜔𝑐𝑠 + 𝜔𝑐
2

利用双线性变换法求出数字滤波器的传递函数𝐻(𝑧)：

𝐻 𝑧 = 𝐻𝑎 𝑠 ቚ
𝑠=

2
𝑇
1−𝑧−1

1+𝑧−1
=

1 + 2𝑧 + 𝑧2

0.586 + 3.414𝑧2


