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0  绪论之前

什么是控制？

Open a window and look at nature
You may not see it but control is there

熟悉又陌生？

Hidden Technology

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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0  绪论之前

• 抓取物体

• 温度控制器

• 生态平衡

• 驾车• 马桶

手的位置

大脑 肌肉 手

眼睛

物体位置
-

被控对象执行器控制器

传感器

参考信号

测量输出

• 等等……

被控量

(实际输出)

误差

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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0  绪论之前

什么是 自动控制？

通过控制装置使被控对象的被控量按照预定的规律变化

控制器

(controller)
执行器

(actuator)
传感器

(sensor)

系统

(system)
(plant)

(process)

输出

(output)
参考输入

(reference)

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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为什么要学习自动控制

0  绪论之前
版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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0  绪论之前
版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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0  绪论之前

自动化专业不能干什么？

This is a hard question

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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第一章绪论

1.1   控制理论与技术发展简况
1.2   控制系统的基本形式
1.3   控制系统的分类
1.4   控制系统举例
1.5   对控制系统的基本要求与研究内容
1.6   设计流程及实例

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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Primitive
Period

Prehistory of 
Automatic Control

Before 1868

Classic
Period

Modern
Period

1.1 控制理论与技术发展简况

1868-1900

Industrial 
Revolution 
in Europe

1750’

Water Clock of 
the Greeks

Arabs and Chinese
300BC-1200AD

1900-1960 After 1960

Telephone
&

World Wars
1910-1945

Space
&

Computer Age
1957
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1.1 控制理论与技术发展简况

300BC   古希腊人发明的浮球调节装置;
800AD   古代阿拉伯人利用浮球进行水钟控制;
1086AD 北宋 苏颂韩公廉发明的水运仪象台;

水运仪象台

Before 1868 Prehistory of Automatic Control

Water Clock

Float regulator

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况

1788 英国 J. Watt （机械工程师）

用离心式调速机构控制蒸汽机的速度;

Windmill
Fantail 1750

James Watt
1769 James Watt

1788

Centrifugal
Fly-ball

Governor

Before 1868 1868  - 1900

Steam Engine T. Newcomen 1712

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况

1840 英国 G.B. Ariy（数学家、天文学家）
首次用微分方程研究控制系统
讨论了反馈系统的不稳定性

（天文望远镜指向系统的振荡àinstability）

1868 英国 J.C. Maxwell （数学物理学家)
发表了“On Governors”,系统分析了
反馈控制系统的稳定性

(Watt’s flyball governor, characteristic equation)

Before 1868 1868  - 1900

控制系统理论正式建立

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况

1877  英国 E. J. Routh （数学家）
1895 德国 A. Hurwitz （数学家）
分别建立了“Routh-Hurwitz Stability Criteria”
（数值方法判定特征方程的根是否位于左半平面）

1892 俄国 A.M. Lyapunov （数学家、物理学家）
PhD论文“论运动稳定性的一般问题”

Before 1868 1868  - 1900

Routh Hurwitz Lyapunov

1960’s

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1868 - 1900 1900 - 1960

1.1 控制理论与技术发展简况

1927 美国 H.S. Black 提出了负反馈放大器;
1932 美国 H. Nyquist 提出了基于极坐标图的频
率域的稳定性判据;
1938 美国 H.W. Bode 引入了对数坐标系,使控制
系统的频率域响应方法更适于工程应用;
1948 美国 W.R. Evans 提出了根轨迹法;

Black Nyquist Bode Evans

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况
1868 - 1900 1900 - 1960

建立在频率法和根轨迹法上的理论，通常称为
经典控制理论(Classic Control).

经典控制理论：
一个函数——传递函数；
两种方法——频率响应法，根轨迹法；

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1868 - 1900 1900 - 1960

1.1 控制理论与技术发展简况

1948 美国 N. Wiener 出版了
“Cybernetics, or Control and Communication in the Animal and the 

Machine”
《控制论—或关于在动物与机器中控制和通讯的科学》

首先提出了控制论（cybernetics）这个词,
被认为是经典控制理论的辉煌总结

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况
1868 - 1900 1900 - 1960

经典控制理论的局限性：

1. 限于线性定常系统 (Linear time-invariant 
system);

2. 限于标量系统或单回路反馈系统——单输入单
输出(SISO)系统;            (系统内部动态行为？)

现代控制……

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1900 － 1960 After 1960 

1.1 控制理论与技术发展简况

现代控制 (Modern Control)

1957 美国 R. Bellman 动态规划理论;
1956 前苏联 L.S. Pontryagin 极大值原理;
1960 美国 R. Kalman 多变量系统最优控制、能
控性和能观性、最优滤波理论;

Kalman
卡尔曼
(1930-2016)

Pontryagin
庞特里亚金
(1908-1988)

Bellman
贝尔曼
(1920-1984)

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1900 － 1960 After 1960 

1.1 控制理论与技术发展简况

预测控制
自适应控制
优化控制
鲁棒控制
智能控制
非线性控制
多智能体系统协调控制
……

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况

控制系统前瞻

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.1 控制理论与技术发展简况

控制系统前瞻
具有符号和连续动态的系统的控制
在分布式、异步网络环境中的控制
高级协作与自主控制
控制算法的自动综合
由不可靠的部件建立可靠的系统

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.2 控制系统的基本形式

控制系统(Control System)：
由相互关联的部件按照一定的结构构成,它能够提
供预期的系统响应.

手动控制系统 自动控制系统

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用



开环控制系统(Open-Loop Control System)：

在没有反馈的情况下,利用执行机构直接控制受控
对象的控制系统.

31

1.2 控制系统的基本形式

控制器 执行器 被控对象
参考信号 实际输出
期望的输出

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.2 控制系统的基本形式

闭环控制系统(Closed-Loop Control System)：

对输出进行测量, 将此测量信号反馈, 并与预期的
输入(参考或指令输入)进行比较的系统.

控制器 执行器 被控对象

传感器

误差

-
参考信号

测量输出 反馈

实际输出

预期输出

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.2 控制系统的基本形式
版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.2 控制系统的基本形式
自动控制系统的基本构成

1. (控制)对象: 被控制的设备、装置或控制过程
2. 输出量: 被控制量
3. 输入量(给定量): 反映控制系统要求，预先给定

的信号
4. 控制器: 根据系统要求按一定规则产生控制作用
5. 检测环节: 测量输出量，并根据需要进行物理量

的转换
6. 比较环节：比较给定输入与反馈信号的差值，产

生偏差信号
7. 扰动

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.2 控制系统的基本形式

多变量控制系统(Multivariable Control System)：
有多个输入变量或/和多个输出变量的控制系统.

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

1. 按照参考输入特征(运行方式)
恒值控制系统 (调节器、regulator)：
参考输入为定值，控制输出保持在恒定的要求
值(克服扰动)。分析和设计重点是研究各种扰动
的影响。

水箱中的水位控制

控制目标：水位保持一定高度

控制手段：调节控制阀的开度

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

1. 按照参考输入特征(运行方式)
随动控制系统(自动跟踪系统)(tracking control)：
参考输入预先未知，随时间变化；控制输出以
尽可能小的误差跟随输入的变化。主要研究跟
踪的快速性和准确性。

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

2. 按照数学模型的特征——系统的本质分类

线性系统与非线性系统

连续系统与离散系统

确定性系统与随机系统

单入单出(SISO)系统与多入多出(MIMO)系统

集中参数系统与分布参数系统

……

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

叠加性线性系统

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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判断下述系统是否为线性系统：x(t)输⼊，y(t)输出

( ) 2 ( )y t x t=

)()( 2 txty =

1.3 控制系统的分类
版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

非线性原件—压敏电阻

( )i f u ku= ¹

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.3 控制系统的分类

3. 按照组成系统的元件分类

电气
机械
液动
气动
生物学
经济学
社会学
……

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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2023. 8. 31
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1.4 控制系统举例

开环控制系统 (Open-Loop Control System)

(b) Block Diagram

(a) Open-loop Control of the speed of a turntable 

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用



45

1.4 控制系统举例

闭环控制系统 (Closed-Loop Control System)

(b) Block Diagram

(a) Close-loop Control of the speed of a turntable 

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.4 控制系统举例

Automobile Steering Control System

(b) Measure of Error (c) Typical direction-of-travel response

(a) Block Diagram

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.4 控制系统举例

Liquid Level Manual Control System

(a) Manual Control System

(b) Block Diagram

Worker Value Process
Tank

Measurement
visual

Input
Desired
Output

Actual
Output

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.4 控制系统举例

Coordinated Control System   多入多出系统

(a)  Coordinated 
Control System
for Boiler Generator

(b) Block Diagram

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.5 对控制系统的基本要求与研究内容

1.基本要求
稳定性：初始值的影响、扰动的影响
准确性：稳态响应
快速性：动态响应

2.研究内容
系统分析：已知系统的结构和参数，分析典型输入

信号下系统的响应及指标
系统设计(系统综合)

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.6 设计流程

确定控制目标
辨识确定受控变量
系统性能指标要求
进行系统配置

执行结构
传感器
控制器

调节系统参数
得到期望性能

（阅读：教材1.5节）
版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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1.6 设计实例

A disk drive and a diagram

控制目标
磁头准确定位

控制变量
磁头的精确位置

设计指标
位置精度1µm

系统配置
闭环控制系统
执行器
传感器
控制器

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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小结

控制理论与技术的发展简况

控制系统的基本形式和基本组成环节

控制系统的主要分类

对控制系统的基本要求与研究内容

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用



课程体系结构

自动控制理论A:
自动控制系统模型与分析

系统数学
模型描述

控制系统
时域分析

系统稳定
性分析

系统频域
分析

微
分
⽅
程
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课程体系结构

自动控制理论B:
自动控制系统综合

频率响应
法

传递函数
法

状态空间
法

非线性控
制系统

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用



课程体系结构

自动控制理论A+B:
自动控制系统分析与综合

线性定常
连续系统

线性定常
离散系统

非线性控
制系统

建模 + 分析 + 综合

版权归张宏伟所有，仅供哈工大深圳课堂使用
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2.7 状态空间模型

general form
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线性定常系统(LTI)的状态空间表达式

)()()(

)()()(

ttt

ttt

DuCxy

BuAxx




输出向量输入向量，状态向量，

初始条件　　

qmn RRR

xxt





yux

)()0(,0 0

;,

;,

);(,

;,

系统的前馈矩阵

系统的输出矩阵

输入矩阵系统的控制矩阵

系统的状态矩阵

mq

nq

mn

nn

R

R

R

R

















D

C

B

A

状态方程
输出方程

2.7 状态空间模型

常用符号 S(A, B, C, D) 来表示所讨论的动力学系统，或者用
S(A, B) 表示所讨论系统的状态方程。

(系统矩阵)
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B

D

A

C∫
u x y

状态空间表示的线性系统方框图

·x

)()()(

)()()(

ttt

ttt

DuCxy

BuAxx




前馈矩阵
m×r维

输入向量
r×1 维

输入矩阵，
控制矩阵
n ×r维

系统矩阵
n×n方阵

输出矩阵
m× n 维

输出向量
m×1 维

2.7 状态空间模型



<例2.11> 列写图示RLC串联网络状态空间表达式

解：选择电容电压vC和电感电流iL为状态变量
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可以写成

2.7 状态空间模型

u cv
Li
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<例2.12> 列写图示RLC网络状态空间表达式

(a)：选vc和iL为状态变量, vo为输出

(b)：选 vc 和 vo为状态变量, vo为输出

( )

( )

c c L L

c c L

L c L

o L

i Cv v Li

KCL i Cv u t i

KVL Li v Ri

v Ri t
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C
x

x




可以写成

1 2

1 2

2 1 2

,

1 1
( )

1

C Lx v x i

x x u t
C C

R
x x x

L L

 

  

  





令

2.7 状态空间模型

同学
板书

解(a): 



<例2.13> 列写图示RLC网络状态空间表达式

解(b)：选 vc 和 vo为状态变量
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1 2
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1 1
( )x x u t

CR C
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x x x
L L

 

 





1 2, ,c ox v x v 

2.7 状态空间模型

思考1：不一样中有哪些一样之处？
两个系统矩阵的特征根？

思考2： 选择其他变量组合行不行？
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传递函数 状态空间模型

唯一转换

系统的实现

由状态空间模型可以唯一的转换为一个传递函数
(阵)；由传递函数转换为状态空间模型，称为系

统的实现问题。由于状态量选择的多样性，对于
一个传递函数(阵)，系统的实现是不唯一的。这
里给出一种“能控规范型”的实现形式。

传递函数 转换为 状态空间模型

(control normal form / canonical form)

2.7 状态空间模型
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Case I: 当传递函数的分子为常数项时

01
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1
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asasassU
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Laplace反变换

1

1 1 01

( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

nn n

d y t d y t dy t
a a a y t u t

dt dt dt



     

定义状态变量

( 1)

1

2

n
n

x

y

y

x

x y 

   




一阶微分方程组

n阶ODE

2.7 状态空间模型
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( 1)

1

( )

2

2 3

1

0 1 1 2 1 ( )

n n

n n n

n

n

x x

x x

x y x

x y a x a x a x

y

t

y

u







            












0 1 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1

( )

0

1

[1 0 0]
n

x u

a a a a

y x

x t



                                                 




     







1

n

x

x

x

       

定义状态向量

2.7 状态空间模型



122

Case II：传递函数的分子为多项式 m<n
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2.7 状态空间模型
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2.7 状态空间模型
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Laplace反变换
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2.7 状态空间模型



1 2

1 2

( ) n

n

cc c
G s

s s s  
   

  


其中

Special case 1: 传递函数中只含有两两相异的实数极点

 ( )
i

i i s
c G s s





   

令 ——输出方程

★选取状态变量：

补充方法：由传递函数的部分分式展开求状态空间表达式

2.7 状态空间模型



状态空间实现为

2.7 状态空间模型



Special case 2: 传递函数中有重实数极点

补充方法：由传递函数的部分分式展开求状态空间表达式

2.7 状态空间模型



Special case 2: 传递函数中有重实数极点

补充方法：由传递函数的部分分式展开求状态空间表达式

★选取状态变量：

状态空间实现为

2.7 状态空间模型
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)()()(

)()()(

ttt

ttt

DuCxy

BuAxx




Laplace变换
零初始条件

)()()(

)()()(

sss

ssss

DUCXY

BUAXX


 ( ) ( ) ( )s s s I A X BU

状态空间模型转换为传递函数(阵)

1( ) ( ) ( )s s s X I A BU

2.7 状态空间模型
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对于单输入单输出的系统, U(s),Y(s)是标量，则
传递函数为：

)(])([

)()()()(
1

1

ss

ssss

UDBAIC

DUBUAICY








称为传递函数矩阵DBAIC  1)(s

Ds
sU

sY
sG   BAIC 1)(

)(

)(
)(

2.7 状态空间模型



<例2.14> 下图RLC网络，由系统状态空间模型
推导出系统传递函数模型
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2.7 状态空间模型
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Q: 两个状态空间模型有着相同的传递函数，二者是什么关系？

<例2.15> 求下面状态空间表达式的传递函数

3min

2.7 状态空间模型
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1 1
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1 2 1

2 1 0
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x x
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x
y

x

      
             

 
  

 

S1:

 

1 1

2 2

1
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0 1 0

5 2 1

3 1

x x
u

x x

x
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S2:

1 1

2 0
T

 
   

存在非奇异变换矩阵

10 1 1 2
,

5 2 2 1
T T    

       

0 1
,

1 0
T

   
   

   
   13 1 1 1T  

∴系统S1和系统S2是等价的。

2.7 状态空间模型
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x Tx

通过一个非奇异线性变换关联起来的两个状态空间模型是等价的。

数学描述：
给定系统 S(A, B, C, D)，引入线性变换

 A,B,C, DΣ其中，T 为n×n的非奇异矩阵，则可以得到系统

1

1

, ,

,

A TAT B TB

C CT D D





 

  (0) (0)x Tx

我们称系统S和系统 是等价的。S

用途: 通过线性变换，可将状态方程变成对角线或约当标准型（或
其他标准型）。

2.7 状态空间模型
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结论1：等价的状态空间模型具有相同的传递函数。

结论2：等价的状态空间模型具有相同的特征多项
式、特征方程和极点。

对于等价的系统，必然有一些不变的特征，使得
两个系统等价，这个不变的特征就是特征多项式
和特征根。

2.7 状态空间模型
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What we can do with SSR? 

Linear control 

Nonlinear control 

Adaptive control 

Optimal control

Optimal estimation

etc.
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2.8 线性离散系统数学模型

Ref: 
1. 第6.1-6.6节 in 裴润, 宋申民. 自动控制原理
2. Chapter 12 in  C.T. Chen. Analog & Digital Control System Design. 
3. Chapter 13 in  Dorf
4. Chapter 8 in Franklin. Feedback Control of Dynamic Systems
5. Proakis. Digital Signal Processing: Principles, Algorithms, and Applications.

连续信号(continuous signals)
模拟信号(analogy signals)
连续系统(CT systems)

离散信号 (discrete signals)
数字信号 (digital signals)-量化幅值的离散信号

离散系统 (DT systems)
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2.8 线性离散系统数学模型

A digital/computer control system

( )r kT
( )u kT ( )u t

( )y t

( )m t( )m kT
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2.8 线性离散系统数学模型

数字/计算机/离散控制系统的优缺点

(1) 控制计算由程序实现，便于修改，容易实现复杂的控制律

(2) 抗干扰性强

(3) 一机多用，利用率高

(4) 便于联网，实现生产过程的自动化和宏观管理

优
点

(1) 采样点之间的信息丢失，与相同条件下的连续系统
相比，性能会有所下降。

(2) 需附加A/D、D/A转换装置。

缺
点
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2.8 线性离散系统数学模型

 A/D 转换（analog-to-digital converter）

① 将连续模拟信号转换为离散数字信号的装置。

② A/D转换主要包括采样、量化和编码的过程。

③ 离散信号必须表示成最小位二进制的整数倍，才能成为数
字信号，才能进行运算。（LSB: least significant bit）

量化：采用有限字长的一组二进制数去逼近离散模拟信号的幅值。
编码：将量化后的数值变成按某种规则编码的二进制数码。
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2.8 线性离散系统数学模型

 采样过程及其数学描述

① 采样器，又称采样开关：把连续信号变换为脉冲序列。

② 采样过程：用一个周期性闭合的采样开关S表示。

① t <<T   认为采样瞬时完成

② 字长足够 认为 e*(kT)=e(kT)

理想采样过程

1
sf T

采样频率
2

2s sf T

  采样角频率
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2.8 线性离散系统数学模型

调制器

载波

( )T t

调制信号 输出信号

0

( )= ( )T
k

t t kT 






采样过程可以看出是一个脉冲调制的过程

单位脉冲序列：

1, 0
( )

0, 0

t
t

t



  

其中

注意：脉冲强度（即面积）用其高度来表示
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2.8 线性离散系统数学模型

冲激采样 (impulse sampler)

*

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0) ( ) ( ) ( ) ( )( )

k

k

t e t t kT

e kT t kT

e t e T t T e kT t kT

e 



 









 

 

      




 

注意：冲激采样实际并不存在，引入它只是为了分析方便。

时间序列 (0), ( ), (2 ),Te e e T 
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2.8 线性离散系统数学模型

0

* *

2

( ) [ ]

(0) [ ] ( ) [ ] (2 ) [
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]
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t t T t
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1
ln

0

*( ) ( ) = ( )
s z

k
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T

E s e kT z E z







 

冲激采样信号的拉普拉斯变换 = 连续信号的 z 变换

1
lns z

T
orTse z

关于s的超越方程

关于z的代数方程

z 变换

采样信号的拉氏变换
( ( )) ( )

( ( )) 1

sf t e F s

t




 





0
{( ) ( )( )} stF s ff dt t e t
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2.8 线性离散系统数学模型

采样频率怎么选择？

采样频率越大（T越小），获得控制信息越多，控制效果越好。但过大会

增加计算负担，控制规律复杂，无实际意义。可能会采集到高频噪声信号
，增大建模误差

采样频率越小（T越大），则会出现信号混叠(Aliasing) ，同时也增加了控

制过程的误差，降低动态性能和稳定性。

2

2 h

T



< 2s h  为什么？

思考： 无失真指的是 频率？幅值？

必要条件
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2.8 线性离散系统数学模型

采样信号的频谱分析

(( =)) sjn t
T

n n
nt nTt c e  









  
2

2s sf T

  

/2 0

/2 0

1 1
( ( )

1
) sjn t

n T T

T
c t dt dt

T
t

T T
e  





   
1

( ) sjn t
T

n

t e
T






 

* 1
( ) ( )( ) ( ) sj

T
n t

n

t x t e
T

x t x t 




  
* * 1

( )( ) { ( )} s
n

X s jn
T

X s x t 






  

脉冲序列的傅里叶变换

采样信号的傅里叶变换

采样信号的拉氏变换

采样角频率

傅氏系数
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2.8 线性离散系统数学模型

采样信号的频谱分析

* * 1
( )( ) { ( )} s

n

X s jn
T

X s x t 






  

* [( ( ))
1

]
n

sX j n
T

X j  




 

当极点在左半平面

采样信号 x* (t) 的频谱
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2.8 线性离散系统数学模型

连续信号

离散信号

F

F

主频谱分量 高频频谱分量

连续信号e(t)与离散信号e*(t)的频谱

* [( ( ))
1

]
n

sE j n
T

E j  




 

最大角频率
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2.8 线性离散系统数学模型

hs T
 2

2


hs T



 2

2
<

理想滤波器
采样开关 hs  2

hs T



 2

2


信号完全复现的必要条件
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2.8 线性离散系统数学模型

注意：采样定理只能保证信号的频率不失真，无法保证幅值不失真

1000Hzsf 

30Hzsf 

50Hzsf 

100Hzsf 

频率混叠(Aliasing)

工程中：

采样频率>10信号频率

>伺服系统控制信号的
最高频率分量的10倍

如：车轮倒转；频闪仪

是信号能够复现的
必要条件
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 如何减小量化误差

2.8 线性离散系统数学模型

• 采用位数高的ADC

• 使用量程合适的传感器
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零阶保持器
(ZOH)

工程实践中，理想滤波器并不存在，只能用特性接近的低通

滤波器代替，零阶保持器是常用的低通滤波器之一。

零阶保持器

 D/A 转换

( ) ( )e nT t e nT ( ) ( )e nT t e nT 
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2.8 线性离散系统数学模型

零阶保持器对系统的影响

s

e
sG

Ts

h




1
)(

2Tse

零阶保持器特性（胡寿松）
1. 低通
2. 相角滞后
3. 时间滞后
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应用实例

前馈型主
动噪声控
制方框图

Cheng-Yuan Chang, et al. Listening in a noisy environment. IEEE Consumer Electronics Magazine, 5(4): 34-43, 2016.
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换

拉氏变换

离散系统

微分方程

差分方程

连续系统

z 变换

s 的代数方程

z 的代数方程

Tse z

1
lns z

T


* *( )( () ( ))x t Xx st X z  
连
续
信
号

采
样
信
号

采
样
信
号
的
拉
氏
变
换

采样
信号
拉氏
变换
的
变形
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的定义

*

=
0

1 2

( ) ( ) ( )

= (0) ( ) (2 )

sT

n

z e
n

X z X s x nT z

x x T z x T z






 

 

  




*

0

( ) [ ( )] [ ( )]= ( ) n

n

X z x t x t x nT z






   

备注： z 变换只对离散信号而言

X(z) 只对应唯一的 x*(t)，

不对应唯一的 x(t)
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换方法1—级数求和法
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换方法1—级数求和法

=
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换方法2—部分分式展开法
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换方法3—留数法
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换方法3—留数法

 2 2

2T

TT

Tze z

z ez e
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2.8 线性离散系统数学模型



164

2023.09.26 (Tue)

第9讲
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的性质和定理

（1）z变换的线性性质

(( )) ) (f kx g kk   (( )) ) (F zX G zz  

 
0

0 0

( ) ( )]

( ) ( )

( ) ( )

= [ ( )] [ ( )]

= ( ) ( )

( ) [

k

k

k k

k k

f k g k

f k g k z

f k z g k z

f

X

k g k

F

z

z G z
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的性质和定理

（2）位移定理（实平移定理）

 
0

( ) ( )
k

kx t nT x kT nT z




  滞后定理证明：

  (

0

)( ) ( )

( ) ( ) = ( )

m n

m

m n

n m n m n

n m

x t nT x mT z

z x mT z z x mT z z X z


 

 
  



 







 

 



 



m k n 
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的性质和定理

 
0

0

1 1

0 0

1

0 0

( )

1

0

( + ) ( + )

=z ( + )

z ( )

z ( ) ( ) ( )

=z ( ) ( )

z ( ) ( )

k

k

m n

n

k

n k n

n m

n m k k

n k k

n

m n k k

n

k k

n
n

k

k

x t nT x kT nT z

x kT nT z

x mT z

x mT z x kT z x kT z

x kT z x kT z

X z x kT z





 





  







 

  



 







 







    
 
  
 
   
 







  

 



超前定理证明：

备注：算子z-1为滞后算子，将采样信号滞后1个采样周期；同理，算子z为超前
算子，将采样信号超前1个采样周期。平移定理相当于拉氏变换中的微分和积分
定理，可将描述离散系统的差分方程转换为z域的代数方程。

（2）位移定理（实平移定理）
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的性质和定理

（3）初值定理

 ( ) ( , 0.) ( ) 0x t X z x tt   ，

*
0 0lim lim(0) ( ) ( ) (lim )t k zx x t x kT X z   

（4）终值定理

x()  lim
t

x*(t)  lim
k

x(kT )  lim
z1

(z 1)X (z)

 ( ) ( )x t X z ，

若

若 且 的全部极点都位于单位圆内( 1) ( )z X z

0

( ) [ ( )]= ( ) k

k

X z x t x kT z
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 变换的性质和定理

（5）卷积定理

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) (( ) )
m

mT xy kT x mT x mT x kT mT




  离散卷积：

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )
m

X z X z x mT x kT mT




    




170

2.8 线性离散系统数学模型

 z 的反/逆变换方法

对X(z)进行z的反变换得到相应的时间序列x(kT)或x(k)

注意：对X(z)进行z的反变换得到的仅是采样瞬间的时间序列x(k)，
而不是唯一的x(t)

（1）长除法
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 的反/逆变换方法

（2）部分分式法
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型

 z 的反/逆变换方法

（3）留数计算法
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型

 线性离散系统的 3 种数学模型

 差分方程——时域数学模型
• 线性常系数差分方程

• 迭代法和Z变换法求解差分方程

 脉冲传递函数——复域数学模型
• 概念

• 由差分方程求脉冲传递函数

• 串联环节的脉冲传递函数

• 线性离散系统的脉冲传递函数

 离散状态空间表达式
• 化差分方程为离散状态方程

• 化脉冲传递函数为离散状态方程

• 线性连续系统状态方程的离散化
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2.8 线性离散系统数学模型

 线性常系数差分方程

1 2 1

0 1 1

( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( 1) ( )
n n

m m

y k a y k a y k a y k n a y k n

b r k b r k b r k m b r k m




         

        




1 0

( ) ( ) ( ),
n m

i j
i j

y k a y k i b r mk j n
 

     

kT时刻的输出y(k)不仅与kT时刻的输入r(k)相关，还与kT时刻以
前的输入r(k-1),r(k-2),… 和输出y(k-1),y(k-2),…有关。

• n阶后向差分方程

初始条件
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2.8 线性离散系统数学模型

1 2

0 1

( + ) ( + 1) ( + 2) ( )

( ) ( 1) ( )
n

m

y k n a y k n a y k n a y k

b r k m b r k m b r k

     

      




前向/后向差分方程无本质区别。若不考虑初始条件，仅就输入
与输出关系而言，二者等价。

• n阶前向差分方程

1 0

( ) ( ) ( )
n m

i j
i j

y k n a y k n i b r k m j
 

        

 线性常系数差分方程
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2.8 线性离散系统数学模型

1 2[ ( )] (0) (1( ) ( )) 2x k x xX zz x z    

时间序列的z变换

对于一个序列 ( ), 0,1,2,x k k   其z变换为:

kz
表示第 k 次采样时刻。因此 代表着一个单位的延时。

1z
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2.8 线性离散系统数学模型

 差分方程的求解

• 迭代法
2阶差分方程
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2.8 线性离散系统数学模型

 差分方程的求解

• z变换法

1 1

1

0

[ ( )] ( )

[ ( )] ( ) ( )

= ( ) (0) (1) ( 1)

n

n

n k

n n n

k

x k n z X z

x k n z X z x k z

z X z x z x nz z x
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2.8 线性离散系统数学模型

 脉冲传递函数（z传递函数）

*

*

[ ( )] ( )
( )

[ ( )] ( )

y t Y z
G z

x t X z
 



[ ( )] ( )
( )

[ ( )] ( )

y t Y s
G s

x t X s
 



( )X z
( )X s ( )Y s

( )x t ( )y t



183

2.8 线性离散系统数学模型

• 脉冲传递函数的物理意义

已知一个连续系统的传递函数为G(s)，则通过对G(s)的单位脉

冲响应g(t)的采样序列g*(t)求z变换，可得该环节的脉冲传递函

数

• 脉冲传递函数的性质

*( ) [ ( ])G z g t 
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2.8 线性离散系统数学模型

• 脉冲传递函数的局限性

原则上不反映非零初始条件下系统响应的全部信息

一般只适合描述单输入单输出离散系统；

只适用于描述线性定常离散系统
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2.8 线性离散系统数学模型
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例： 离散系统结构图如果所示(T=1)，试确定

(1)系统的脉冲传递函数；

(2)系统在z平面的零极点分布图;

(3)系统的差分方程.

2.8 线性离散系统数学模型

连续系统和离散系统
极点关系？
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2.8 线性离散系统数学模型

串联环节的脉冲传递函数

• 串联环节间无同步采样开关

1 2 1 2( ) ( )( ) [ ] ( )G z Z G GG zs s G 
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2.8 线性离散系统数学模型

串联环节的脉冲传递函数

• 串联环节间有同步采样开关

1 2 1 2( )
( )

( ) [ ] [ ] (( ) ( )
( )

)s G s
Y z

G z Z G Z G z z
E

G
z
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2.8 线性离散系统数学模型

串联环节中有无同步采样开关隔离，脉冲传递函数是不同的
（零点不同，极点相同）
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2.8 线性离散系统数学模型

• 零阶保持器与环节串联
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2.8 线性离散系统数学模型

• 零阶保持器与环节串联

注：增加ZOH不改变系统的阶数，不改变开环极点，只改变开环零点
。
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2.8 线性离散系统数学模型

• 闭环脉冲传递函数

特征方程

说明：如果偏差信号不是以离散信号的形式输入到前向通道的第一个环节，则一般写

不出闭环脉冲传递函数，只能写出输出的Z变换的表达式。
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型
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2.8 线性离散系统数学模型

F(s)=0, R(s)单独作用

R(s)=0, F(s)单独作用
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2.8 线性离散系统数学模型

结论：
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2.8 线性离散系统数学模型

补充练习：
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2.8 线性离散系统数学模型

 离散空间状态表达

设采样方式为周期采样，采样时刻为kT(k=0,1,2,……)

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x k Gx k Hu k

y k Cx k Du k
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2.8 线性离散系统数学模型

1. 化差分方程为离散状态方程
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2.8 线性离散系统数学模型

2. 化脉冲传递函数为离散状态方程

假设系统的脉冲传递函数G(z)分子分母多项式的阶数相同，且具有两
两不同的实极点，则

进行Z反变换得到
：
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控制系统数学模型

经典控制模型

微分方程

传递函数

方框图

信号流图

状态方程

输出方程

差分方程

脉冲传递函数

离散状态空间表达式

现代控制模型

离散控制模型



自动控制理论 A
(Principles of Automatic Control)

主讲人：张宏伟、张颖
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2023.09.28
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第三章控制系统的时域分析

控制器 执行器 被控对象

传感器

误差

-

参考信号

测量输出 反馈

实际输出

预期输出

IIII

II

I:    系统建模
II:   系统分析
III:  系统设计/综合

I:    Modeling
II:   Analysis
III:  Design/Synthesis
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第三章控制系统的时域分析

系统响应：

瞬态响应

稳态响应

典型输入信号

系统数学模型

瞬态响应 稳态响应

暂态性能指标 稳态误差

transient response
= 瞬态响应
= 动态响应
= 暂态响应
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3.1 传递函数时域分析

稳： 系统受扰动影响后能回到原来的平衡位置

准： 稳态误差要小

快： 阶跃响应的过渡过程要平稳、迅速
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第三章控制系统的时域分析

3.1   基于传递函数的时域分析

3.2   基于状态空间的时域分析

1. 典型输入信号、一阶系统的时域分析

2. 二阶系统的单位阶跃、单位脉冲、单位斜坡响应

3. 高阶系统的时域分析

4. 基于脉冲传递函数的离散系统时域分析

1. 连续系统

2. 离散系统
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3.1 传递函数时域分析

K. Ogata. Modern Control Engineering, 5th edition, 
Prentice Hall, 2010.  
（影印版：现代控制工程(第5版)，电子工业出版社）

参考书：

裴润, 宋申民, 自动控制原理. 哈尔滨工业大学出版社

Dorf & Bishop, Modern Control Systems,  12th edition
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3.1 传递函数时域分析

控制目标：
让系统产生期望的输出信号 (desirable output)

Question:  What is “desirable” ?

Question:  For which “inputs”?

Answer:  
Define output “specifications” for inputs mostly 
used in targeted applications (e.g. step, ramp, 
sinusoidal, etc). 

闭环系统
输入 输出
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3.1 传递函数时域分析

 典型输入信号

t

r

00, 0
( ) , ( )

, 0

t A
r t R s

A t s

   

t

r

0

2

0, 0
( ) , ( )

, 0

t A
r t R s

At t s

   

1) 阶跃信号 (Step Function)

单位阶跃信号常记为1(t) 或 u(t)

2) 斜坡信号 (Ramp Function)

0
( ) { ( )} ( ) stF s f t f t e dt
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3.1 传递函数时域分析

3) 抛物线信号 (Parabolic Function)

32

0, 0
( ) , ( )1

, 0
2

t
A

r t R s
sAt t


 

 t

r

0

0

1
lim ,

( ) , ( ) 12 2
0,    otherwise

( )
t

tr t R s 

   


 


 


t

r

0

当A=1时，分别称为单位阶跃、单位斜坡、单位抛
物线函数(信号)

4) 单位脉冲信号 (Unit Impulse Function ) 

狄拉克函数
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3.1 传递函数时域分析

系统的脉冲响应反映了系统的固有性质：

, 0
( )

0, 0

t
t

t


 
  

1)(1)(
0

0
 








dttdtt 

( ) ( ) ( )f t t a dt f a



 采样特性

G(s)
( ) 1

( ) ( )

R s

r t t




( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

Y s G s R s G s

y t g t
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3.1 传递函数时域分析

线性
定常
系统
G(s)

单位脉冲 r1(t)

单位斜坡 r3(t)

单位阶跃 r2(t)

单位抛物线r4(t)

y1(t)

y3(t)

y2(t)

y4(t)

)()( 21 tr
dt

d
tr  )()( 21 tr

dt

d
tr 

)()( 32 tr
dt

d
tr  )()( 32 tr

dt

d
tr 

)()( 43 tr
dt

d
tr  )()( 43 tr

dt

d
tr 

)()( 21 ty
dt

d
ty  )()( 21 ty

dt

d
ty 

)()( 32 ty
dt

d
ty  )()( 32 ty

dt

d
ty 

)()( 43 ty
dt

d
ty  )()( 43 ty

dt

d
ty 
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3.1 传递函数时域分析

线性定常系统的一个特性：

系统对输入信号导数的响应，等于系统对该输

入信号响应的导数；或者，系统对输入信号积
分的响应，等于系统对该输入信号响应的积分，
积分常数由输入时的初始条件确定。

5) 正弦信号(Sinusoidal Function)

2 2

( ) sin( ),

( ) ,
s

r t A t

R s Ae
s
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3.1 传递函数时域分析

 单位阶跃响应与瞬态性能指标

控制系统的典型单位阶跃响应曲线
稳定
准确
快速
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3.1 传递函数时域分析

a) 延迟时间Td: (delay time)

系统响应从0上升到稳态值的50%所需要的时间

b)   上升时间Tr: (rise time)

1) 系统响应从0上升到稳态值所需时间

(有振荡系统)

1) 系统响应从稳态值的10%上升到90%所需时
间(无振荡系统)

c)    峰值时间Tp: (peak time)

系统响应达到最大峰值所需要的时间

瞬态/动态性能指标：
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3.1 传递函数时域分析

d) (最大)超调量s：
系统响应超出稳态值的最大偏离量(常以百分比表示)

( ) ( ) ( ) sy t y y t T    ，

e) 调节时间Ts：
系统响应与稳态值之差达到并维持误差 所需要的最小
时间；

f) 振荡次数N：
调节时间Ts内，y(t)偏离y(∞)的振荡次数；

( ) ( )
% 100%

( )
py T y

y
s

 







(maximum overshoot)

(settling time)
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3.1 传递函数时域分析

 一阶系统的时域分析

1

1

)(

)(
)(




TssR

sY
sG系统闭环传递函数：

( ) 1
( )

( ) 1
o

I

U s
G s

U s RCs
 



数学模型 时域分析
典型输入下

求解微分方程
性能指标
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3.1 传递函数时域分析

 ( ) 1( ), ( ) 1/r t t R s s 

单位阶跃响应

Step Response

Time (sec)

A
m

p
lit

u
d

e

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.632

0.865

0.95 0.982

 

1
( ) ( ) ( )

( 1)

1 1

1

Y s G s R s
Ts s

s s T

 


 


输出：

输入：

( ) 1 , 0
t

Ty t e t


  

1

误差：
/( ) 1 ( ) t Te t y t e   (lim ) 0

t
e t




1

T
斜率
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3.1 传递函数时域分析

5.01)( /  


TT

Tt
d

d
ety

0.1

0.9

/
0.1

/
0.9

( ) 0.1 1

( ) 0.9 1

t T

t T

y t e

y t e





  
  

 延迟时间 Td:

TTTd 69.0)5.0ln( 

 上升时间 Tr: 响应从稳态值的10%上升到90%所需时间

0.9 0.1 2.2rT t t T  

0.1

0.9

ln 0.9 0.105

ln 0.1 2.303

t T T

t T T

 
 

 调节时间 Ts:

s 3T TIf 5% 
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3.1 传递函数时域分析

一阶系统单位阶跃响应特点：
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

单位脉冲响应

 ( ) ( ), ( ) 1r t t R s 

输出：

输入：

( ) ( ) ( )

1 1/

1 1/

Y s G s R s

T

Ts s T



 
 

1
( ) , 0

t

Ty t e t
T


 

1

t

r

0

0 T 2T 3T 4T 5T
Time(sec)

Impulse Response

0.368/T

0.135/T
0.05/T 0.018/T

1/T

0.8/T

0.6/T

0.4/T

0.2/T

0
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3.1 传递函数时域分析

单位斜坡响应

2( ) , ( ) 1/r t t R s s 

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

5T
Ramp Response

Time(sec)

A
m

p
lit

u
d

e r(t)

y(t)

T

Te )()1()()()( T

t

eTtytrte




输出：

输入：
t

r

0

( ) (1 ), 0
t t

T Ty t t T Te t T e t
 

      

2

2 2

( ) ( ) ( )

1 1

( 1) 1

Y s G s R s

T T

s Ts s s Ts



   
 1

误差：
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

 二阶系统的单位阶跃、单位脉冲、单位斜坡响应

二阶系统的数学模型

电流环：控制电机转矩，使输出电流尽量接近等于设定电流，动态响应最快
速度环：它的输出直接就是电流环的参考信号
位置环：内部输出就是速度环的参考信号，此时系统运算量最大，动态响应速度最慢

伺服电机的三
个闭环控制：
电流环
速度环
位置环

• 系统实例
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

2

( )
( )

( )
m

m m

KY s
s

R s T s s K
 

 


其中

( )Y s

2

2 2

( )
( )

( 2)
n

n ns s

Y s
s

R s


 




 

1

2

m
n

m

m m

K

T

K T
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10.10 （Tue）

第11讲
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3.1 传递函数时域分析

2

2 2

( )
( )

( 2)
n

n ns s

Y s
s

R s


 




 

2

(
(

)
)

2
n

ns
G

s
s






开环传函

: 自然振荡频率(无阻尼自然振荡频率)

: 阻尼比

n
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3.1 传递函数时域分析

④ 标准二阶系统的特征方程和特征根/极点

2
1,2 1n ns      特征根/极点：

 0 1 

 =0

 =1

x
Re

Im

x
Re

Im

 >1

x x

1,2 ns   2
1,2 1n ns      

1,2 ns j 
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3.1 传递函数时域分析

二阶系统的单位阶跃响应

2

2 2

1
( ) ( ) ( )

( 2 )
n

n n

Y s G s R s
s s s


 

  
 

( )y t

1[ ( )]Y sL

( ) 1r t  ( ) ?y t 

2 2Solve for ( ) when ( ) 1:     2 ( )n n ny ry ty t r t y      目标：

（参考Dorf表2.3 ：拉普拉斯变化对）

手段：
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3.1 传递函数时域分析

二阶系统的单位阶跃响应

cos 
n

21nd   

d

2
1,2 1n n ds j j   s      极点：

考虑到

2

2 2

1
( ) ( ) ( )

( 2 )
n

n n

Y s G s R s
s s s


 

  
 

1 1

求解 y(t):

( )[ ] ( )ate at Ff s 

2 2
cos

s

s
t




2 2
sin t

s

 




s

s
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3.1 传递函数时域分析

=

稳态分量 暂态分量

cs oin s( ) sin cos sin      

2sin c1 os     ，

21
arctan







 arccos 或

稳态值为1的衰减振荡过程

y(t)
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3.1 传递函数时域分析

1,2 ns j 极点：

2

1
( ) 1 sin( )

1
nt

dy t e t  


 




( ) 1 cos ny tt  

0,
2

  

y(t)

无阻尼单位阶跃响应是
一个等幅振荡过程。
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3.1 传递函数时域分析

1,2 ns  极点：

1[ ( )]Y sL

2

2 2

1 1 1
( )

( ) ( )
n n

n n n

Y s
s s s s s

 
  

    
  

 
( ) 1

1 1 0

n n

n

t t
n

t
n

y t e te

e t t

 







 



  

   ，

阶跃响应：
临界阻尼单位阶跃响应是

一个稳态值为1的无超调单

调上升过程。类似于一阶

系统的单位阶跃响应，但

有区别！

一阶系统单位阶跃响应

2

0
'(0) 0n

n
t

t
y te  


 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Step Response

Time (sec)

A
m

pl
itu

de



3.1 传递函数时域分析

极点： 2
1,2 1n ns      

2
1 2

2
1 2 1 2

1/ 1/1 1
( )

( )( ) 2 1
n n s s

Y s
s s s s s s s s s s

 



 
         

阶跃响应

1 2

2
1 2

1 1
( ) 1 0

2 1

s t s tny t e e t
s s





 
       

，

1[ ( )]Y sL

2
1 + 1n ns     

2
2 1n ns      

Im

Re
× ×

1s2s

y(t)

过阻尼单位阶跃响应是一个

稳态值为1的单调上升过程

过阻尼
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3.1 传递函数时域分析

1 2
1

2 2
2

1 1

( 1)

1 1

( 1)

n

n

T
s

T
s

  

  

  
 

  
 

令

为过阻尼二阶规范系统的两个时间常数，可得

1 2

2
1 2

1 1
( ) 1 0

2 1

s t s tny t e e t
s s





 
       

，

1 2

1 2

1 22

2 2 2

( ) 1
2 1

1 1 1
1 , 0

2 1 1 1

t t

T Tn

t t

T T

y t T e T e

e e t
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3.1 传递函数时域分析

1, 当

二阶规范系统的瞬态响应近似于一阶系统

2 1

1

2

1 2

t t

T T

t

T

t

T

T T

e e

e

e

 







项的衰减比 项快得多，

且 项的系数也较大，

对于系统瞬态响应 项在后期的影响很小

1 2

2 2 2

1 1 1
( ) 1

2 1 1 1

t t

T Ty t e e
    

  
   
      

1

2 2

1 1
( ) 1

2 1 1

t

Ty t e
  

 
  
    

Im

Re
× ×

1s2s
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3.1 传递函数时域分析

负阻尼单位阶跃响应是发散的正弦振荡，系统不稳定。

2
1,2 1 0,n n ds j j s   s      极点： Re

Im

x

x
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3.1 传递函数时域分析

二阶规范系统阶跃响应曲线

1 

Step Response

Time (sec)

A
m

p
lit

u
d

e

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.632

0.865

0.95 0.982

一阶惯性系统阶跃响应曲线
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3.1 传递函数时域分析

<例3.1>: 如图RLC串联网络,

试求其自然振荡频率和阻尼比。

1
,n

LC
  2 ,n

R

L
 

1 1

2 2 2n

R R C
LC R

L L L



  

 大：R较大(R为耗能元件) , L较小,  C较大 (L,C储能元件)

R较大,能耗较大, 磁能和场能相互转换过程中在R上耗
能较多，使得振荡衰减较快，甚至不能产生振荡。

2
2

1
( ) 1

( )
1( ) 1

o

I

U s LCG s
RU s LCs RCs s s
L LC

  
   

解：传递函数为
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3.1 传递函数时域分析
性能指标
是就稳定
系统而言
的控制系统的典型单位阶跃响应曲线
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3.1 传递函数时域分析

欠阻尼二阶规范系统瞬态响应特性

1）峰值时间 Tp: 响应曲线第一次达到峰值的时间

0
)(


 pTtdt

tdy 2

2 2
( )

2
n

n n

sY s
s s


 


 

0sin
1

)(
2




  te
dt

tdy
d

tn n 


 

),2,1,0(,/0sin  nntntt ddd 

21 








nd
pT第一次到达峰值, 取n =1：

21where d n   

( )[ ] ( )ate at Ff s 

1


n  pT 
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3.1 传递函数时域分析

2) 超调量 s% :

/p dT  

 2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  




   


( ) ( )
% 100%

( )
py T y

y
s

 





2

2 2

% ( ) 1 100%

1
sin( )

1

1
exp sin( ),

1 1

n p

p

T

d p

n

n

y T

e T

s

 


  
  



    

  


 
    
   

2sin( ) sin 1        

2
% exp 100%

1
n pTe  s




 
    
  

where arccos 
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3.1 传递函数时域分析

注意: 超调量s%只是  的函数,与n无关

s%以及nTp与的关系

pnT 
 

%s 

折中



47

3.1 传递函数时域分析

3) 上升时间 Tr:

2

1
( ) 1 sin( )=1

1
n rT

r d ry T e T  


  


  rdrd TT 0)sin(

21 














nd
rT

有振荡系统：
采用“0→100%”的上升时间定义

arccos 
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3.1 传递函数时域分析

4) 调节时间 Ts:


: ( ) ( ) ( )st T y t y y     

为便于计算,近似取 2

1

1
n sTe  


 



2

2

1 1 1 1
ln ln ln(1 )

21
s

n n

T 
  




       

2

1
sin( )

1
nt

de t   


  


 2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  




   


系统响应：
包络线
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3.1 传递函数时域分析

2

2

1 1
(2%) 4 ln(1 )

2

1 1
(5%) 3 ln(1 )

2

s
n

s
n

T

T







     

     

4
(2%)

3
(5%)

s
n

s
n

T

T









ln(0.02) 3.912 4   

ln(0.05) 2.995 3   
21

0.83 ln(1 ) 0   fo 0 .9r 0<
2

    ，

采用工程上的近似值

. 0< 0 9 当 ，

2

2

1 1 1 1
ln ln ln(1 )

21
s

n n

T 
  




       

调节时间近似与极点到虚轴的距离成反比
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3.1 传递函数时域分析

系统阶跃响应的
快速性取决于：
阻尼比和频率

超调仅取决于：
阻尼比
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3.1 传递函数时域分析

5) 延迟时间 Td: ( ) 0.5dy T 

5.0)sin(
1

1
2




 



dd

T Te dn

Td的求解由隐函数给出

21

)sin(2
ln

1










 dd

dn

T
T

其曲线如图所示

 2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  




   




52

3.1 传递函数时域分析

6) 振荡次数 N:

21

22










nd

d

2

2

2 1

1.

2%

5
5 1

%

s

d

T
N







 



 

  










，

，

阻尼振荡周期:

振荡次数:
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3.1 传递函数时域分析

注：兼顾超调量和响应时间，控制系统常选择

 = 0.4~0.8，相应的 s% = 25.4%~1.5%

s%以及nTp与的关系

实际控制系统常选取工作

在欠阻尼状态，只有当不

允许出现超调或对象本身

惯性很大时，才采用接近

临界阻尼的过阻尼状态。
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3.1 传递函数时域分析

二阶工程最佳参数

某些控制系统采用所谓“二阶工程最佳参数”

作为控制系统工程设计的依据，即选择参数使

1/ 2 0.707,    % 100% 4.3%e  s     相应的

由 s% 和 nTs  与  的关

系曲线可见，此时控制

系统较好地兼顾了瞬态

响应和平稳性与快速性。
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3.1 传递函数时域分析

闭环反馈系统的瞬态响应与传递函数极点位置的关系请阅读教
材5.5节

is s 

k ks j   

图5.17 不同位置特征根对应的脉冲响应



56

3.1 传递函数时域分析

注：调节时间可用
工程近似公式计算

符号说明：内容取自不同教科
书，部分符号可以互用

( ), ( ), ( ), % ( ), ( )r r p p s s pT t T t T t s s  
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析



自动控制理论 A
(Principles of Automatic Control)

主讲人： 张宏伟、张颖

机电工程与自动化学院

哈尔滨工业大学(深圳)

2023.09.28
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第三章 控制系统的时域分析

控制器 执行器 被控对象

传感器

误差

-

参考信号

测量输出 反馈

实际输出

预期输出

IIII

II

I:    系统建模

II:   系统分析

III:  系统设计/综合

I:    Modeling

II:   Analysis

III:  Design/Synthesis
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第三章 控制系统的时域分析

系统响应：

瞬态响应

稳态响应

典型输入信号

系统数学模型

瞬态响应 稳态响应

暂态性能指标 稳态误差

transient response

= 瞬态响应

= 动态响应

= 暂态响应
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3.1 传递函数时域分析

稳： 系统受扰动影响后能回到原来的平衡位置

准： 稳态误差要小

快： 阶跃响应的过渡过程要平稳、迅速
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第三章 控制系统的时域分析

3.1   基于传递函数的时域分析

3.2   基于状态空间的时域分析

1. 典型输入信号、一阶系统的时域分析

2. 二阶系统的单位阶跃、单位脉冲、单位斜坡响应

3. 高阶系统的时域分析

4. 基于脉冲传递函数的离散系统时域分析

1. 连续系统

2. 离散系统
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3.1 传递函数时域分析

K. Ogata. Modern Control Engineering, 5th edition, 

Prentice Hall, 2010.  

（影印版：现代控制工程(第5版)，电子工业出版社）

参考书：

裴润, 宋申民, 自动控制原理. 哈尔滨工业大学出版社

Dorf & Bishop, Modern Control Systems,  12th edition
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3.1 传递函数时域分析

控制目标：

让系统产生期望的输出信号 (desirable output)

Question:  What is “desirable” ?

Question:  For which “inputs”?

Answer:  

Define output “specifications” for inputs mostly 

used in targeted applications (e.g. step, ramp, 

sinusoidal, etc). 

闭环系统
输入 输出
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3.1 传递函数时域分析

 典型输入信号

t

r

00, 0
( ) , ( )

, 0

t A
r t R s

A t s

t

r

0

2

0, 0
( ) , ( )

, 0

t A
r t R s

At t s

1) 阶跃信号 (Step Function)

单位阶跃信号常记为1(t) 或 u(t)

2) 斜坡信号 (Ramp Function)

0
( ) { ( )} ( ) stF s f t f t e dt

−


−= 
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3.1 传递函数时域分析

3) 抛物线信号 (Parabolic Function)

32

0, 0

( ) , ( )1
, 0

2

t
A

r t R s
sAt t




= =


 t

r

0

0

1
lim ,

( ) , ( ) 12 2

0,    otherwise

( )
t

tr t R s →


−

= = =



 

t

r

0

当A=1时，分别称为单位阶跃、单位斜坡、单位抛
物线函数(信号)

4) 单位脉冲信号 (Unit Impulse Function ) 

狄拉克函数
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3.1 传递函数时域分析

系统的脉冲响应反映了系统的固有性质：

, 0
( )

0, 0

t
t

t


 =
= 


1)(1)(

0

0
=→= 

+

−



−
dttdtt 

( ) ( ) ( )f t t a dt f a


−
− =采样特性

G(s)
( ) 1

( ) ( )

R s

r t t

=

=

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

Y s G s R s G s

y t g t

= =

=
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3.1 传递函数时域分析

线性
定常
系统
G(s)

单位脉冲 r1(t)

单位斜坡 r3(t)

单位阶跃 r2(t)

单位抛物线r4(t)

y1(t)

y3(t)

y2(t)

y4(t)

)()( 21 tr
dt

d
tr =

)()( 32 tr
dt

d
tr =

)()( 43 tr
dt

d
tr =

)()( 21 ty
dt

d
ty =

)()( 32 ty
dt

d
ty =

)()( 43 ty
dt

d
ty =
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3.1 传递函数时域分析

线性定常系统的一个特性：

系统对输入信号导数的响应，等于系统对该输

入信号响应的导数；或者，系统对输入信号积

分的响应，等于系统对该输入信号响应的积分，
积分常数由输入时的初始条件确定。

5) 正弦信号(Sinusoidal Function)

2 2

( ) sin( ),

( ) ,
s

r t A t

R s Ae
s





 





= +

=
+
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3.1 传递函数时域分析

 单位阶跃响应与瞬态性能指标

控制系统的典型单位阶跃响应曲线
稳定

准确

快速
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3.1 传递函数时域分析

a) 延迟时间Td: (delay time)

系统响应从0上升到稳态值的50%所需要的时间

b)   上升时间Tr: (rise time)

1) 系统响应从0上升到稳态值所需时间

(有振荡系统)

1) 系统响应从稳态值的10%上升到90%所需时
间(无振荡系统)

c)    峰值时间Tp: (peak time)

系统响应达到最大峰值所需要的时间

瞬态/动态性能指标：
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3.1 传递函数时域分析

d) (最大)超调量s：

系统响应超出稳态值的最大偏离量(常以百分比表示)

( ) ( ) ( ) sy t y y t T−    ，

e) 调节时间Ts：
系统响应与稳态值之差达到并维持误差 所需要的最小
时间；

f) 振荡次数N：
调节时间Ts内，y(t)偏离y(∞)的振荡次数；

( ) ( )
% 100%

( )

py T y

y
s

− 






(maximum overshoot)

(settling time)
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3.1 传递函数时域分析

 一阶系统的时域分析

1

1

)(

)(
)(

+
==

TssR

sY
sG系统闭环传递函数：

( ) 1
( )

( ) 1

o

I

U s
G s

U s RCs
= =

+

数学模型 时域分析
典型输入下

求解微分方程
性能指标
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3.1 传递函数时域分析

 ( ) 1( ), ( ) 1/r t t R s s

单位阶跃响应

Step Response

Time (sec)

A
m

p
li
tu

d
e

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.632

0.865

0.95 0.982

1
( ) ( ) ( )

( 1)

1 1

1

Y s G s R s
Ts s

s s T

输出：

输入：

( ) 1 , 0
t

Ty t e t

1

误差：
/( ) 1 ( ) t Te t y t e (lim ) 0

t
e t

1

T
=斜率
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3.1 传递函数时域分析

5.01)(
/

=−=
−

=

TT

Tt
d

d

ety

0.1

0.9

/

0.1

/

0.9

( ) 0.1 1

( ) 0.9 1

t T

t T

y t e

y t e

➢ 延迟时间 Td:

TTTd 69.0)5.0ln( =−=

➢ 上升时间 Tr: 响应从稳态值的10%上升到90%所需时间

0.9 0.1 2.2rT t t T

0.1

0.9

ln0.9 0.105

ln0.1 2.303

t T T

t T T

➢ 调节时间 Ts:

s 3T T=If 5%
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3.1 传递函数时域分析

一阶系统单位阶跃响应特点：
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

单位脉冲响应

 ( ) ( ), ( ) 1r t t R s

输出：

输入：

( ) ( ) ( )

1 1/

1 1/

Y s G s R s

T

Ts s T

1
( ) , 0

t

Ty t e t
T

1

t

r

0

0 T 2T 3T 4T 5T
0  

0.2T

0.4T

0.6T

0.8T

T

A
m

p
lit

u
d
e

Time(sec)

Impulse Response

0.368/T

0.135/T

0.05/T 0.018/T

1/T

0.8/T

0.6/T

0.4/T

0.2/T

0
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3.1 传递函数时域分析

单位斜坡响应

2( ) , ( ) 1/r t t R s s= =

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

5T
Ramp Response

Time(sec)

A
m

p
li
tu

d
e r(t)

y(t)

T

Te =)()1()()()( T

t

eTtytrte
−

−=−=

输出：

输入：
t

r

0

( ) (1 ), 0
t t

T Ty t t T Te t T e t
− −

= − + = − − 

2

2 2

( ) ( ) ( )

1 1

( 1) 1

Y s G s R s

T T

s Ts s s Ts

=

= = − +
+ +1

误差：
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析
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10.10 （Tue）

第11讲
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3.1 传递函数时域分析

 二阶系统的单位阶跃、单位脉冲、单位斜坡响应

➢二阶系统的数学模型

电流环：控制电机转矩，使输出电流尽量接近等于设定电流，动态响应最快
速度环：它的输出直接就是电流环的参考信号
位置环：内部输出就是速度环的参考信号，此时系统运算量最大，动态响应速度最慢

伺服电机的三
个闭环控制：

电流环

速度环

位置环

• 系统实例
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

2

( )
( )

( )

m

m m

KY s
s

R s T s s K
 =

+ +
=

其中

( )Y s

2

2 2

( )
( )

( 2)

n

n ns s

Y s
s

R s



 +


+
= =

1

2

m
n

m

m m

K

T

K T



 =

=
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3.1 传递函数时域分析

2

2 2

( )
( )

( 2)

n

n ns s

Y s
s

R s



 +


+
= =

2

(
(

)
)

2

n

ns
G

s
s



+
=

开环传函

: 自然振荡频率(无阻尼自然振荡频率)

: 阻尼比

n
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3.1 传递函数时域分析

④ 标准二阶系统的特征方程和特征根/极点

2

1,2 1n ns   = −  −特征根/极点：

( )0 1 

( )=0

( )=1

x
Re

Im

x
Re

Im

( )>1

x x

1,2 ns = − 2

1,2 1n ns   = −  −

1,2 ns j= 
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3.1 传递函数时域分析

➢二阶系统的单位阶跃响应

2

2 2

1
( ) ( ) ( )

( 2 )

n

n n

Y s G s R s
s s s



 
= = 

+ +

( )y t

1[ ( )]Y s−L

t

r

0

( ) 1r t = ( ) ?y t =

2 2Solve for ( ) when ( ) 1:     2 ( )n n ny ry ty t r t y  = + + =目标：

（参考Dorf表2.3 ：拉普拉斯变化对）

手段：
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3.1 传递函数时域分析

➢二阶系统的单位阶跃响应

cos =

n
21nd  = −

d−

2

1,2 1n n ds j j   s = −  − = 极点：

考虑到

2

2 2

1
( ) ( ) ( )

( 2 )

n

n n

Y s G s R s
s s s



 
= = 

+ +

1− 1−

求解 y(t):

( )[ ] ( )ate at Ff s= −

2 2
cos

s

s
t

+ 2 2
sin t

s




+

s

s
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3.1 传递函数时域分析

=

稳态分量 暂态分量

cs oin s( ) sin cos sin     + +=

2sin c1 os   = − =，

21
arctan






−
= arccos =或

稳态值为1的衰减振荡过程

y(t)
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3.1 传递函数时域分析

1,2 ns j= 极点：

2

1
( ) 1 sin( )

1

nt

dy t e t
  



−
= −

−
+

( ) 1 cos ny tt = −

0,
2


 = =

y(t)

无阻尼单位阶跃响应是
一个等幅振荡过程。
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3.1 传递函数时域分析

1,2 ns = −极点：

1[ ( )]Y s−L

2

2 2

1 1 1
( )

( ) ( )

n n

n n n

Y s
s s s s s

 

  
=  = − −

+ + +

( )

( ) 1

1 1 0

n n

n

t t

n

t

n

y t e te

e t t

 







− −

−

= − −

= − + ，

阶跃响应：
临界阻尼单位阶跃响应是

一个稳态值为1的无超调单

调上升过程。类似于一阶

系统的单位阶跃响应，但

有区别！

一阶系统单位阶跃响应

2

0
'(0) 0n

n

t

t
y te

 −

=
= =

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Step Response

Time (sec)

A
m

p
lit

u
d
e



3.1 传递函数时域分析

极点： 2

1,2 1n ns   = −  −

2

1 2

2
1 2 1 2

1/ 1/1 1
( )

( )( ) 2 1

n n s s
Y s

s s s s s s s s s s

 



 
= = + − 

− − − −−  

阶跃响应

1 2

2
1 2

1 1
( ) 1 0

2 1

s t s tny t e e t
s s





 
= − −  

− −−  
，

1[ ( )]Y s−L

2

1 + 1n ns   = − −

2

2 1n ns   = − − −

Im

Re
× ×

1s2s

y(t)

过阻尼单位阶跃响应是一个

稳态值为1的单调上升过程

过阻尼
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3.1 传递函数时域分析

1
2

1

2
2

2

1 1

( 1)

1 1

( 1)

n

n

T
s

T
s

  

  

= − =
− −

= − =
+ −

令

为过阻尼二阶规范系统的两个时间常数，可得

1 2

2
1 2

1 1
( ) 1 0

2 1

s t s tny t e e t
s s





 
= − −  

− −−  
，

1 2

1 2

1 2
2

2 2 2

( ) 1
2 1

1 1 1
1 , 0

2 1 1 1

t t

T Tn

t t

T T

y t T e T e

e e t





    

− −

− −

 
= − − 

 −  

 
 = − − 
 − − − + − 
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3.1 传递函数时域分析

1, 当

二阶规范系统的瞬态响应近似于一阶系统

2 1

1

2

1 2

t t

T T

t

T

t

T

T T

e e

e

e

− −

−

−



项的衰减比 项快得多，

且 项的系数也较大，

对于系统瞬态响应 项在后期的影响很小

1 2

2 2 2

1 1 1
( ) 1

2 1 1 1

t t

T T
y t e e

    

− − 
 = − −
 − − − + − 

1

2 2

1 1
( ) 1

2 1 1

t

T
y t e

  

− 
  −
 − − − 

Im

Re
× ×

1s2s
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3.1 传递函数时域分析

负阻尼单位阶跃响应是发散的正弦振荡，系统不稳定。

2

1,2 1 0,n n ds j j s   s = − − =  极点： Re

Im

x

x
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3.1 传递函数时域分析

二阶规范系统阶跃响应曲线

1 

Step Response

Time (sec)
A

m
p

li
tu

d
e

0 1T 2T 3T 4T 5T
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.632

0.865

0.95 0.982

一阶惯性系统阶跃响应曲线
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3.1 传递函数时域分析

<例3.1>: 如图RLC串联网络,

试求其自然振荡频率和阻尼比。

1
,n

LC
 = 2 ,n

R

L
 =

1 1

2 2 2n

R R C
LC R

L L L



= = =

 大：R较大(R为耗能元件) , L较小,  C较大 (L,C储能元件)

R较大,能耗较大, 磁能和场能相互转换过程中在R上耗
能较多，使得振荡衰减较快，甚至不能产生振荡。

2
2

1
( ) 1

( )
1( ) 1

o

I

U s LCG s
RU s LCs RCs

s s
L LC

= = =
+ +

+ +

解：传递函数为
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3.1 传递函数时域分析
性能指标
是就稳定
系统而言
的控制系统的典型单位阶跃响应曲线
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3.1 传递函数时域分析

➢欠阻尼二阶规范系统瞬态响应特性

1）峰值时间 Tp: 响应曲线第一次达到峰值的时间

0
)(

=
= pTtdt

tdy 2

2 2
( )

2

n

n n

sY s
s s



 
=

+ +

0sin
1

)(

2
=

−
=

−
te

dt

tdy
d

tn n 


 

),2,1,0(,/0sin ==== nntntt ddd 

21 







−
==

nd

pT第一次到达峰值, 取n =1：

21where d n  = −

( )[ ] ( )ate at Ff s= −

1−


n 

pT 
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3.1 传递函数时域分析

2) 超调量 s% :

/p dT  =

( )2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  


−

= − − +
−

( ) ( )
% 100%

( )

py T y

y
s

− 




2

2 2

% ( ) 1 100%

1
sin( )

1

1
exp sin( ),

1 1

n p

p

T

d p

n

n

y T

e T


s

 



  

  

−

 = −  

= − +
−

 
 = − − +
 − − 

2sin( ) sin 1   + = − = − −

2
% exp 100%

1

n pT
e

 
s



−
 
 = = − 
 − 

where arccos =
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3.1 传递函数时域分析

注意: 超调量s%只是  的函数,与n 无关

s%以及nTp与的关系

pnT 

 

%s 

折中
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3.1 传递函数时域分析

3) 上升时间 Tr:

2

1
( ) 1 sin( )=1

1

n rT

r d ry T e T
  



−
= − +

−

 =+=+ rdrd TT 0)sin(

21 







−

−
=

−
=

nd

rT

有振荡系统：
采用“0→100%”的上升时间定义

arccos =
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3.1 传递函数时域分析

4) 调节时间 Ts:


: ( ) ( ) ( )
s

t T y t y y  −   

为便于计算,近似取 2

1

1

n sT
e

 


−


−

2

2

1 1 1 1
ln ln ln(1 )

21
s

n n

T 
  




 
= = − − − 

 −

2

1
sin( )

1

nt

de t
   



−
+ 

−

( )2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  


−

= − − +
−

系统响应：
包络线
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3.1 传递函数时域分析

2

2

1 1
(2%) 4 ln(1 )

2

1 1
(5%) 3 ln(1 )

2

s

n

s

n

T

T







 
 − − 

 

 
 − − 

 

4
(2%)

3
(5%)

s

n

s

n

T

T









ln(0.02) 3.912 4= −  −

ln(0.05) 2.995 3= −  −

21
0.83 ln(1 ) 0   fo 0 .9r 0<

2
−  −  ，

采用工程上的近似值

. 0< 0 9 当 ，

2

2

1 1 1 1
ln ln ln(1 )

21
s

n n

T 
  




 
= = − − − 

 −

调节时间近似与极点到虚轴的距离成反比
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3.1 传递函数时域分析

系统阶跃响应的
快速性取决于：
阻尼比和频率

超调仅取决于：
阻尼比
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3.1 传递函数时域分析

5) 延迟时间 Td: ( ) 0.5dy T =

5.0)sin(
1

1

2
=+

−

− 



dd

T
Te dn

Td的求解由隐函数给出

21

)sin(2
ln

1








−

+
= dd

dn

T
T

其曲线如图所示

( )2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  


−

= − − +
−
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3.1 传递函数时域分析

6) 振荡次数 N:

21

22










−
==

nd

d

2

2

2 1

1.

2%

5
5 1

%

s

d

T
N








 



 −



= = 
−

=

=





，

，

阻尼振荡周期:

振荡次数:
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3.1 传递函数时域分析

注：兼顾超调量和响应时间，控制系统常选择

 = 0.4~0.8，相应的 s% = 25.4%~1.5%

s%以及nTp与的关系

实际控制系统常选取工作

在欠阻尼状态，只有当不

允许出现超调或对象本身

惯性很大时，才采用接近

临界阻尼的过阻尼状态。
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3.1 传递函数时域分析

二阶工程最佳参数

某些控制系统采用所谓“二阶工程最佳参数”

作为控制系统工程设计的依据，即选择参数使

1/ 2 0.707,    % 100% 4.3%e  s −= = =  =相应的

由 s% 和 nTs  与  的关

系曲线可见，此时控制

系统较好地兼顾了瞬态

响应和平稳性与快速性。
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3.1 传递函数时域分析

闭环反馈系统的瞬态响应与传递函数极点位置的关系
请阅读教
材5.5节

is s= −

k ks j = − 

图5.17 不同位置特征根对应的脉冲响应
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3.1 传递函数时域分析

注：调节时间可用
工程近似公式计算

符号说明：内容取自不同教科
书，部分符号可以互用

( ), ( ), ( ), % ( ), ( )r r p p s s pT t T t T t s s  
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

<例3.2>: 设一单位负反馈的二阶系统的阶跃响应曲线如
图所示，试确定该系统的开环传递函数。
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3.1 传递函数时域分析

<例3.3>: 系统结构及单位阶跃响应如图，试求k1、k2和 a 值。
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3.1 传递函数时域分析

<例3.4>: 负载作用下的二阶系统

1

2

1 2 2 1

( )

( )

KY s

R s TT s T s K




=

+ +
无零点的二阶系统

在负载 n(t) 作用下时 ( r(t)=0 ):

1

2

1 2 2 1

1( )

( )

T sY s

N s TT s T s K

+
=

+ +
有零点的二阶系统

解：在参考输入 r(t) 作用下时 ( n(t) = 0 ):
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3.1 传递函数时域分析

➢具有零点的二阶系统的单位阶跃响应

对于二阶规范系统,   添加一个闭环零点,   则其闭环传函为:

2

2 2

2

2 2

( )
( )

( ) 2

( )

( 2

( 1)

)

nZ

n n

n

n n

Z

Y s
T s

R s s s

s z

z s s

s

 



 

 +
= =

+ +

+
=

+ +

闭环零点


1
−=− z

22

2

2)(

)(
)(

nn

n

sssR

sY
sT





++
==

2

2 22

n

n ns s



 + +1s +
( )R s ( )ZY s

Question: 与原系统相比有哪些变化？

求解 y(t)?
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3.1 传递函数时域分析

( ) 1( ), ( ) 1/ ; 0 1r t t R s s = =  

考虑到零初始条件

)(
1

)()( ty
z

tytyZ
+=

2 2

2 2 2 2
( )

2 2

n n
Z

n n n n

s
T s

s s z s s

 

   
= +

+ + + +

其等效结构图

)()()( sY
z

s
sYsYZ +=

( )ZY s

( )Y s

➢具有零点的二阶系统的单位阶跃响应
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3.1 传递函数时域分析

( ) ( )( )
2

1
( ) sin cos

1

nt

n d d d

e
y t t t

z z



     


−

= + − +
−

( ) ( )( )
2

2

1
( ) ( ) ( )

1 ( )sin cos
1

1 sin( ), 0
1

n

n

z

t

n d d d

t

d

y t y t y t
z

e
z t

l

t
z

e
t t

z





     





 


−

−

= +

= − − + + +
−

= − + + 
−

( )2

2
( ) 1 sin 1

1

nt

n

e
y t t



  


−

= − − +
−

无零点二阶规范系统阶跃响应

有零点二阶规范系统阶跃响应

cs oin s( ) sin cos sin     + +=

2 2
cos

sin

( )

n n

n

d

d

z z

lz

l

 


 




+

− −
= =

−

=
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3.1 传递函数时域分析

之比为复数极点实部与零点其中
z

r

rr

zzz

zz

z

l

n

nnnn








=

+−=

+−=
+−

=

222

2

222

2
1

2
1

2

2 2 2

2

2
( ) 1 sin( ), 0

1

nt

z d

r r
y t e t t

 
  

 

−− +
= − + + 

−

2 2 2 2

2

( ) 2

1
arctan arctan

n d n n

d

n

l z z z

z

   


 

 

= − + = − +

−
= =

−
，

其中：
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3.1 传递函数时域分析

d

r

d

rz TT







−=

−−
=

d

p

d

pz TT







−=

−
=

2) 峰值时间 Tpz:

3) 超调量 s% :

2

2 2 2

1

1
% 2 100%

100% %

n p

n p

z

n
d

T

T

z

e

r r e

l l
e e

z z








s  


s

−

−−

= − + 

=  = 

1)   上升时间 Trz:

sin( ) 0dt  + + =

z

( )
0

p

z

t T

dy t

dt =

=

21d n   −=

试分析超调
量和零点位
置的关系
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3.1 传递函数时域分析

4) 调节时间 Tsz:

21 1
ln ln(1 ) ln

2

1
ln

sz

n

s

n

l
T

z

l
T

z










 
= − − − − 

 

= −

21

sznT
l e

z






−

=
−

2 2 2

2

2
( ) 1 sin( ), 0

1

nt

z d

r r
y t e t t

 
  

 

−− +
= − + + 

−

: ( ) ( ) ( )
sz z z zt T y t y y  −   

2 2 2

2

2
sin( )

1

n sz

d sz

Tr r
e T

 
  






−− +
+ + =

−

近似
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3.1 传递函数时域分析

n

z



0.45 =

/ nz 

峰值时间提前；

超调量增大(振荡加剧)；

r

z

n

1
=


越小，影响越大

添加零点对原无零点规范
二阶系统性能的影响：
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3.1 传递函数时域分析

➢二阶系统的单位脉冲响应

Case 1: 无阻尼

( ) 0) ,( n nsin ty tt  = 

Case 3: 欠阻尼

2
( )) 0( ,

1

ntn
dey t sin t t






−


−
=

Case 4: 过阻尼

Case 2: 临界阻尼

2( 0) ,nt

n e ty t t
 −

= 

2 2( 1) ( 1)

2
,(

1
0

2
) n nt tn et e ty

     



− − − − + −  
 

=
− 

−

( ) 1R s =
2

2 2
( )

2

n

n n

Y s
s s



 
=

+ +
(练习：5min)
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

单位脉冲函数是单位阶跃函数的导数，所以单位脉冲响应是单位阶跃响应对

时间的导数，可以对系统的单位阶跃响应求导而得到系统的单位脉冲响应。

单位脉冲响应是传递函数的拉氏变换，所以单位脉冲响应和传递函数一样，

可以反映控制系统的全部特性。

曲线零点坐标是什么？

阴影部分的面积为 ？

思考(5min)：
( )k t

2
( )) 0( ,

1

ntn
dek t sin t t






−


−
=

二阶欠阻尼系
统的阶跃响应

pt

ps
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3.1 传递函数时域分析

➢二阶系统的单位斜坡响应 2

1
( ) , ( ) ; 0 1r t t R s

s
= =  

2

2 2 2

2

2 2 2

1
( )

2

2 2 (2 1)1 ( )

2

/ /
=

n

n n

n n n

n n

Y s
s s

s s s

s

s

s



 

     

 

= 
+

+ −

+

+

+
− +

+

Case 1: 欠阻尼

Case 3: 过阻尼

Case 2: 临界阻尼

( )y t =

欠阻尼情况下，单位斜坡响应的稳态误差
2

( ( ) (lim ))ss
t

n

e r t y t


→
= − =
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3.1 传递函数时域分析

其中 p = 1/T

2 2

2 2 2 2 2

( )

( ) ( 1)( 2 ) ( ) ( ) (1 )

n n

n n n n

pY s

R s Ts s s s p s

 

    
= =

+ + +  + + + − 

2

2 22

n

n ns s



 + +

1

1Ts +

( )R s ( )ZY s

3p−

1p− 1p−

2p−2p−

3p−

(0 1)

3p−

➢典型三阶系统的单位阶跃响应 (0 1) 
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3.1 传递函数时域分析

2

0 2 31

2 2 2 2

0 2 2 31

2 2

1
( )

( )( 2 ) 2

( )

2

n

n n n n

n n

n n

p A A s AA
Y s

s p s s s s s p s s

A A s A AA

s s p s s



   

 

 

+
=  = + +

+ + + + + +

+ − +
= + +

+ + +

2

0 1 22 2

2

2 3 2

1 ( 2)
1, , ,

( 2) 1 ( 2) 1

[ ( 2) 1]

( 2) 1

n
n

A A A

A A

  

     

  


  

− − −
= = =

− + − +

− − +
− + =

− +

n

p


 
=
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3.1 传递函数时域分析

2 2

2
2

2

2 2 2

( ) 1
( 2) 1 ( 2) 1

[ ( 2) 1]
( 2)cos s

( 2

in
1

1 sin( ), 0
) 1 ( 2) 1 1

n

nn

tpt

d d

t t

d

e

e e
y t

t t

e
t t



 

     

  





  

  











−

−−

−

= − −
− + − +

 − +
 − + 

−  

= −
− + − +

−  + 
−

项的系数总是为负数

注：

pte−

−+−=+−=+− 0)1()1(121)2( 2222222 

2

2

( 2) 1
arctan

( 2) 1

n

p
， 1

n

z

r
比较：有零点的二阶系统

其中：

( )
2

( ) 1 sin , 0
1

nt

d

e
y t t t



 


−

= − + 
−

欠阻尼二阶规范系统的阶跃响应
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3.1 传递函数时域分析

讨论:

n

n

( ) , ,

1

1

p
y t 与

，

，

，

1)

n

p

相当于二阶系统

共轭复数极点为主导极点，响应主要呈现二阶特性

实极点为主导极点，响应主要呈现一阶特性

有关 抓住问题的主要矛盾

2 2 2( 2) 1
( ) 1 sin( )

( 2
,

1)
0

1

n ntt

d

e
y t t t

e
  


     




− −

= − −
−

+
− + +

 
−
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3.1 传递函数时域分析

讨论:
n

p

估算暂态响应特性；或按照主导极点实极点复数极点

，可按照主导极点共轭左右或者左右当

)(

)5/1(5  2)
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3.1 传递函数时域分析

讨论:
n

p

统的惯性；变慢，相当于增加了系

应速度减弱，超调量减小，响实极点的影响：振荡性3)
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3.1 传递函数时域分析

➢高阶系统的时域响应
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3.1 传递函数时域分析

➢高阶系统的时域响应
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

闭环主导极点

• 若高阶系统中距离虚轴最近的极点，其实数部分为其他极点的五分之一

(1/5)或更小，并且附近又没有其他闭环零点，则可认为系统的响应主要由

该极点(或共轭复数极点)决定。

• 这种对系统暂态响应起主要作用的极点称为系统的主导极点。

• 一般情况下，高阶系统具有振荡性，故主导极点通常是共轭复数极点。所

以，高阶系统常当作二阶系统来分析，相应的性能指标都可按二阶系统近

似估计。

当不满足上述条件时，不能随意忽视零极点对系

统动态性能的影响。
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3.1 传递函数时域分析

瞬态响应： 稳态响应

, , , , %,r d p sT T T T N sse

 单位反馈系统的稳态误差 （补充）
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3.1 传递函数时域分析

 单位负反馈系统的稳态误差 （补充）

( ) ( ) ( )E s R s Y s

)()()(
)(1

1
)(

)(1

)(
)()( sRssR

sG
sR

sG

sG
sRsE e=

+
=

+
−=

( ) 1
( )

( ) 1 ( )
e

E s
s

R s G s
 = =

+
误差传递函数

稳态误差
(Steady state error) 0 0

( )
lim ( ) lim ( ) lim

1 ( )
ss

t s s

sR s
e e t sE s

G s→ → →
= = =

+

稳态误差由开环传递函数和输入决定

误差信号

终值定理

教材 eq. 2.28

注意条件
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3.1 传递函数时域分析

开环传递函数(n阶系统)




−

=

=

+

+

=
Nn

j

j
N

m

i

i

ss

sTK

sG

1

1

)1(

)1(

)(


(G(s) 是控制器和被控对象的综合
对比：图5.18)
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3.1 传递函数时域分析

以静态误差系数给出典型输入下的系统的稳态误差:

0 0 0

1 1
lim ( ) lim lim

1 ( ) 1 ( )
ss

s s s

s
e sE s

G s s G s→ → →
= =  =

+ +

0 0
lim ( ) limp Ns s

K
K G s

s
静态位置误差系数

p

ss
K

e
+

=
1

1
稳态误差

1
( )R s

s
=1) 阶跃输入:

( )
( )

1 ( )

R s
E s

G s
=

+
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3.1 传递函数时域分析

开环传递函数(n阶系统)

N:  开环传递函数G(s)中原点处极点的重数，即串联的积

分环节的个数，称为系统的类型(或无差阶数)

N = 0,1,2,… 分别称为0型, 1型, 2型, … 系统




−

=

=

+

+

=
Nn

j

j
N

m

i

i

ss

sTK

sG

1

1

)1(

)1(

)(


(G(s) 是控制器和被控对象的综合
对比：图5.18)
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3.1 传递函数时域分析

以静态误差系数给出典型输入下的系统的稳态误差:

KK p =
1

1
sse

K
=

+

=pK 0=sse

0型系统：

0 0 0

1 1
lim ( ) lim lim

1 ( ) 1 ( )
ss

s s s

s
e sE s

G s s G s→ → →
= =  =

+ +

0 0
lim ( ) limp Ns s

K
K G s

s
静态位置误差系数

p

ss
K

e
+

=
1

1
稳态误差

1
( )R s

s
=1) 阶跃输入:




−

=

=

+

+

=
Nn

j

j
N

m

i

i

ss

sTK

sG

1

1

)1(

)1(

)(

1型, 2型系统：

( )
( )

1 ( )

R s
E s

G s
=

+
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3.1 传递函数时域分析

0 0 0

1 1
lim ( ) lim lim

[1 ( )] ( )
ss

s s s
e sE s

s G s sG s→ → →
= = =

+

10 0
lim ( ) limv Ns s

K
K sG s

s
静态速度误差系数

v

ss
K

e
1

=稳态误差

0=vK

1
sse

K
=

=vK 0=sse

0型系统：

1型系统:

2型系统：

KKv =

=sse

2

1
( )R s

s
=2) 斜坡输入:

( )
( )

1 ( )

R s
E s

G s
=

+
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3.1 传递函数时域分析

2 20 0 0

1 1
lim ( ) lim lim

[1 ( )] ( )
ss

s s s
e sE s

s G s s G s→ → →
= = =

+

2

20 0
lim ( ) lima Ns s

K
K s G s

s

静态加速度误差系数

a

ss
K

e
1

=稳态误差

0=aK

1
sse

K
=

0型, 1型系统：

2型系统： KKa =

=sse

3

1
( )R s

s
=3) 抛物线输入:

( )
( )

1 ( )

R s
E s

G s
=

+
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3.1 传递函数时域分析

稳态误差小结
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

连续系统瞬态响应 与 系统极点位置密切相关

i

k k

s

s j

s

 

= −

= −  11

( )) (1 i k

M N
t t

i k k k

ki

e D e sin ty t A
s   − −

==

+ + += 
单位阶跃响应



96

3.1 传递函数时域分析

离散系统瞬态响应 与 系统极点位置密切相关？
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3.1 传递函数时域分析

 基于脉冲传递函数的离散系统时域分析
参考：

裴、宋 6.8节

*

*

[ ( )] ( )
( )

[ ( )] ( )

y t Y z
G z

x t X z
= =

[ ( )] ( )
( )

[ ( )] ( )

y t Y s
G s

x t X s
= =

( )X z

( )X s ( )Y s

( )x t ( )y t

脉冲传递函数（z传递函数）
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3.1 传递函数时域分析

➢离散系统的极点与瞬态响应的关系

1

1

( )
( )

( ) ,
( )

( )

m

i

i

n

i

i

k z z
N z

z n m
D z

z p

=

=

−

 = = 

−





设系统的闭环脉冲传递函数为

其中 为系统的闭环零点； 为系统的闭环极点。iz ip
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3.1 传递函数时域分析

阶跃响应

(3min)

思考：瞬态分量
与什么有关？

1

( )

( )

( )( )

( )( 1)
i

z

i
i

z p

N z
A

D z

N z z p
B

D z z

=

=

=

−
=

−

?

?i

A

B

=

=
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3.1 传递函数时域分析

• Case 1：实极点

第 i 个实极点所对应的瞬态响应分量为

( ) k

i i iy T B pk =
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3.1 传递函数时域分析

( ) k

i i iy T B pk =

有无振荡？
振荡的角频率？
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3.1 传递函数时域分析
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3.1 传递函数时域分析

• Case 2：复数共轭极点

课后思考：

如何证明？

(参考：胡寿松

ed5，pp363)
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3.1 传递函数时域分析

co

(

( )

)

s

i

k

i i i i

y

k

kT

A  = +
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3.1 传递函数时域分析

回顾连续系统的瞬态响应：振荡与极点有什么关系？

is s= −

k ks j = − 

图5.17 不同位置特征根对应的脉冲响应



107

3.1 传递函数时域分析

离散系统：振荡与极点有什么关系？

思考：
CT, DT系统极
点的对应关系
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3.1 传递函数时域分析

➢基于脉冲传函的离散系统的瞬态响应分析

离散系统中所研究的是过渡过程中各采样时刻上的离散信号

• 求输出Y(z)，利用z的反变换，求解y*(t)

• 根据输出序列y(kT) ，求出动态性能指标
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3.1 传递函数时域分析



110

3.1 传递函数时域分析

注意：

离散系统
的性能指
标只能根
据采样值
来计算。

% 19%s 

1.19141

(2%) 2.2st s



<例3.5>: 系统结构如图所示，K=1, 采样周期T=1s，试求系
统阶跃响应的超调量和调节时间(5%)。
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3.1 传递函数时域分析

A 课堂练习：8 min

<例3.6>: 系统结构如图所示，K=1, 采样周期T=1s，试求系
统阶跃响应的超调量和调节时间(5%)。

B 课堂练习：8 min

x(¥) = lim
t®¥
x*(t) = lim

k®¥
x(kT ) = lim

z®1
(z-1)X (z)

 ( ) ( )x t X z= ，若 且 的全部极点都位于单位圆内( 1) ( )z X z−



<例3.5>: 系统结构如图所示，K=1, 采样周期T=1s，试求系
统阶跃响应的超调量和调节时间(5%)。
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3.1 传递函数时域分析

解:
))(1(

)1(

)1(
)(

T

T

ezz

zeK

ss

K
ZzG

−

−

−−

−
=









+
=

)368.0)(1(

632.01

−−
=

==

zz

zTK

368.0736.0

632.0

)(1

)(
)(

2 +−
=

+
=

zz

z

zG

zG
z

1
1

)()1(lim)(
1

=
−

−=
→ z

z
zzTc

z

368.0104.1736.1

632.0

1
)()(

23

2

−+−
=

−
=

zzz

z

z

z
zzC

用长除法求系统单位阶跃响应序列 c(k)．

(0) 0

(1) 0.632

(2) 1.097

(3) 1.207

(4) 1.117

(5) 1.014

(6) 0.964

(7) 0.970

(8) 0.991

(9) 1.004

(10) 1.007

(11) 1.003

(12) 1.000

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=



<例3.6>: 系统结构如图所示，K=1, 采样周期T=1s，试求系
统阶跃响应的超调量和调节时间(5%)。
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3.1 传递函数时域分析

解: 








+

−
=

)1(

11
)(

2
ss

Z
z

z
KzG

)368.0)(1(

264.0368.01

−−

+
=

==

zz

zTK

632.0

264.0368.0

)(1

)(
)(

2 +−

+
=

+
=

zz

z

zG

zG
z

1
1

)()1(lim)(
1

=
−

−=
→ z

z
zzTc

z

632.0632.12

)264.0368.0(

1
)()(

23 −+−

+
=

−
=

zzz

zz

z

z
zzC

))(1(

)1()1(
T

TTT

ezz

TeezeT
K

−

−−−

−−

−−++−
=

(0) 0

(1) 0.3679

(2) 1.0000

(3) 1.3996

(4) 1.3996

(5) 1.1470

(6) 0.8944

(7) 0.8015

(8) 0.8682

(9) 0.9937

(10) 1.0770

(11) 1.0810

(12) 1.0323

(13) 0.9811

(14) 0.9607

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=
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3.1 传递函数时域分析
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特征根、特征向量
约旦标准型
坐标变换 等

郑大钟：2.5,2.6,2.8

10.19 （Thu）

第14讲
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3.2 基于状态空间的时域分析

 连续线性时不变系统(LTI)的时域分析

( ) ( ) ( )t t t= +x Ax Bu

00, (0)

n m

t x x

R R

 =

 x u

　

，

状态方程

系统的运动分析/时域分析：本质上是求解系统状态方程，以解析形式或数

值形式，建立系统状态随着输入和初始状态的演化规律，特别是对系统结

构和参数的依赖关系

参考：

郑大钟：第3章

裴、润：第8章

解的存在性和唯一性：输入向量u(t)的各个元素在时间定义区间上平方可积

0

2( )] , 1, ,[
at

i
t

t dt iu m = 
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零输入响应：

（自由运动）

零状态响应：

（强迫运动）

线性系统满足叠加性原理

0 0 0, ( )x Ax x t x t t= = ，

0 0( ) , ),( 0,x t tx t u=

0 0 0( ) , ,( , )+ ( , )0 ,0,x t xt t t ut =系统响应：

3.2 基于状态空间的时域分析

0 0 0( ) , ,0( , )u t tx t x=
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢零输入响应

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +u=0
00, ( ) 0x Ax x x t= = ，

0( ) Atx t e x=

连续时间LTI系统的

零输入响应具有如
下表达式

2

0

1 1
( )

2! !

At k k

k

e I At At A
k

t


=

= + ++ = 

如：卫星在末级火箭脱落后的轨迹

其中

0

2

0

2

0

1

!

1
1

2! !

1

2! !

1
1+

n

k

k

k
A

k

n

a

n

n

a
e a a

k

A
e I A A

e

e

k

n



=



=



=

→

+ + =

+ + =

 
= 

+



+
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3.2 基于状态空间的时域分析

0 0

1 1
=

! !

k k

kb A b A x
k k

=

将(1)(2)代入状态方程得：

（3）

（1）

（2）

2 2

0 0

1 1
( ) ( )

2! !

k k Atx t I At A t A t x e x
k

= + + + + + =

证明：假设方程的解是系数待定的一个幂级数

2

0 1 2( ) +k

kx t b b t b t b t= + + ++

0 0(0)b x x= =

1

1

2( ) 2 k

kb b t bx t k t −= + ++ +

其中

1 2

1 2 0 1 2= (2 )+k k

k kb b t b t b b t b t b tk A−+ + + + + +++

由(3)可得：

因此

课后思考：为什么
可以做此假设？
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢矩阵指数函数的性质

0

At

t
e I

=
= ( )A t At Ae e e + =

( )A F t At Ft Ft Ate eAF e eFA e+→ = ==

At At Atd
e eA

d
Ae

t
= =

( )
1

At At At Atd d
e e Ae e A

dt dt

−
− − −= = − = −

( ) ( ) 0,1,2,At A m
m

te e m = = ，

( )
1

At Ate e
−

−=

(1) (2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

注意：
证明需从定义出发

注意：如果A, F不可

交换，则此式不成立
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢矩阵指数函数的性质

2

1

n

A







 
 
 =
 
 
 

(8)

注意：
证明需从定义出发

1

2

n

t

At

t

t

e

e

e

e







 
 
 =
 
 
 

如果A是n×n阶对角阵，则 eAt 也是n×n阶对角阵
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢矩阵指数函数的计算

（1）定义法

2

0

1 1
( )

2! !

At k k

k

e I At At A
k

t


=

= + ++ = 

（2）特征根法—distinct eigenvalues 适合于计算机编程

给定矩阵A，其n个特征根 两两相异，令由A的属于各

个特征根的右特征向量组成的变换矩阵为 ，则
1 2, , , n  

1 2, ,[ , ]nv vP v= 

1

1

n

t

t

At

e

e P P

e





−

 
 

=  
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3.2 基于状态空间的时域分析

通常用 表示对角矩阵

郑大钟教材P91
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3.2 基于状态空间的时域分析
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢矩阵指数函数的计算

（2）特征根法—重根情况

简便起见，假设矩阵 ，其特征根 具有代数重数3和几
何重数1，另一特征根 具有代数重数2和几何重数1。标记由
矩阵A的属于 的广义特征向量所构成的变换矩阵为Q，且

5 5A  1

2

21, 

1

1

2

2

1

1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

A Q Q











−

 
 
 
 =
 
 
  

1 1 1

1 1

1

2 2

2

2

1

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

1

2

0

!

t t t

t t

t

t

A
t

t t

t

t
e Q Q

t

e e t e

e e

e

e e

e

  

 



 



−

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

则
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3.2 基于状态空间的时域分析

特征根的代数重数 (algebraic multiplicity)

特征根 的代数重数 :  A的特征根中值为 的特征根的个数i i

 det( ) ( ( ), ( )) 0i

i i i i isI A sZ s
ss s    − = − 

is

特征根的几何重数 (geometric multipliciyt)

特征根 的几何重数 :i ( )i in rank I A − −i

矩阵 右零空间：满足 的非零向量h的集合( )i I A − ( ) 0i I A h − =

的右零空间的维数 = 特征根 的几何重数( )i I A −
i

特征根的代数重数和几何重数的关系

1i is = =为单根：i

1 i i s 为重根：i

回
顾

特征根 对应的特征向量所构成的空间（i.e., 特征子空间）的维数
i
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢矩阵指数函数的计算

（3）预解矩阵法/拉氏变换法

1 1( )Ate sI A− −= −

+1

+1

!
( )

1

!

n

n

n

n

n
t

s

t

n s

=

 
= 

 

( ) ( )x t Ax t=

( ) (0) ( )sX s x AX s− =

( ) ( ) (0)sI A X s x− = 1( ) ( ) (0)X s sI A x−= −

1 1( ) ( ) (0)x t sI A x− −  = −

( ) (0)Atx t e x=
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.7>: 分别用特征根法和拉普拉斯变换法求解状态方程

0

0 1 1
(0)

2 3 1
x Ax x x x

   
= = = =   

− −   
，

1. 特征根法：

课堂练习：6 min

1 21, 2 = − = −求出矩阵的特征根

特征根对应的右特征向量 21

1 1
,

1 2
v v

   
= =   

− −   

变换矩阵
1

1 2

1 1 2 1
[ ]

1 2 1 1
P v v P−   

= = =   
− − − −   

，

验证： 1 1
1 0 1 1 1 0 2 1

0 2 1 2 0 2 1 1
A P P P P− −

− −       
=         

− − − − − −      
=


=

1

1a b d b

c d c aad bc

−
−   

=   
−−   
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3.2 基于状态空间的时域分析

1

2

2 2

2 2+2

1 1 2 10

1 2 1 10

2

+2
=

2

t

At t

t

t t t t

t t t t

e
e Pe P

e

e e e e

e e e e

−

 −

−

− − − −

− − − −

    
=   =

−

 
− − − −    

 
 
−

−

− 

系统的零输入相应为：

0

2 2

2 2

2

2

( )

12
=

12 +2 +2

2

+4

3

3

At

t t t t

t t t t

t t

t t

x t e

e e e e

e e e e

x

e e

e e

− − − −

− − − −

− −

− −

=

   
   
− −   

 
=  

−

− −



−

求矩阵指数函数
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.7>: 分别用特征根法和拉普拉斯变换法求解状态方程

0

0 1 1
(0)

2 3 1
x Ax x x x

   
= = = =   

− −   
，

2. 拉普拉斯法：

课堂练习：6 min

( )
1

1 1 3 11

2 3 2( 1)( 2)

2 1 1 1

1 2 1 2

2 2 1 2

1 2 1 2

s s
sI A

s ss s

s s s s

s s s s

−

− − +   
− = =   

+ −+ +   

 
− − + + + +

=  
− − + +

 + + + + 

( )
2 2

11

2 2

2

2 2 2

t t t t

t

t

t

A

t t

e e e e
e sI A

e e e e

− − − −
−−

− − − −

 − −
 = − =    − + − + 

2 2
1

2
2

0 2

2

2

3( ) 12 2
( ) =

( ) 12 2 2 3 +4

t t

At

t t t t

tt t t t t

x t e e e e
x

e e
x t e

x t e e e ee e

− − − −

− − −

−

−−

−

−

 − − −   
= =     

− + − +   

 
=  

− 

1

1a b d b

c d c aad bc

−
−   

=   
−−   
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.7>: 分别用特征根法和拉普拉斯变换法求解状态方程

0

0 1 1
(0)

2 3 1
x Ax x x x

   
= = = =   

− −   
，

2. 拉普拉斯法：

课堂练习：6 min

( )
1

1 1 3 11

2 3 2( 1)( 2)

2 1 1 1

1 2 1 2

2 2 1 2

1 2 1 2

s s
sI A

s ss s

s s s s

s s s s

−

− − +   
− = =   

+ −+ +   

 
− − + + + +

=  
− − + +

 + + + + 

( )
2 2

11

2 2

2

2 2 2

t t t t

t

t

t

A

t t

e e e e
e sI A

e e e e

− − − −
−−

− − − −

 − −
 = − =    − + − + 

2 2
1

2
2

0 2

2

2

3( ) 12 2
( ) =

( ) 12 2 2 3 +4

t t

At

t t t t

tt t t t t

x t e e e e
x

e e
x t e

x t e e e ee e

− − − −

− − −

−

−−

−

−

 − − −   
= =     

− + − +   

 
=  

− 

1

1a b d b

c d c aad bc

−
−   

=   
−−   
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.8>: 求解状态方程

2

10 1 1
(0)

4 0

(0)

0 1( )

x
x Ax x x

x

−     
= = = =    

    
，

课堂练习：6 min

1

4

s
s

s

 
− =  

− 
I A  

2 2
1

2 2

1 2

4 2 4

2
2

4 4

s

s s
s

s

s s

−

 
−  + +

− =  
 
 + + 

I A

( ) (0)

1
1cos 2 sin 2

2
0

2sin 2 cos 2

cos 2

2sin 2

tt e

t t

t t

t

t

=

 
−   =     

 

 
=  

 

A
x x

解：

2 2
1

2 2

1 2

4 2 4

2
2

4 4

1
cos 2 sin 2

2

2sin 2 cos 2

t

s

s s
e

s

s s

t t

t t

−

 
−  + +

=  
 
 + + 

 
− =

 
 

A

1

1a b d b

c d c aad bc

−
−   

=   
−−   



考虑系统 ，其中
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢零状态响应

+ , (0) 0 0x Ax Bu x t= = ， ,n mux  

则该系统的零状态响应为

( )

0
0

( ) 0( )
t

A t

x Bx t e tu d  −=  ，

证明： ( ) ( ) ( ) ( )=At At At At At Atd d dx
e e x e e Ax e Ax Bu e Bu

dt d
x

t dt

− − − − − −= + = − + +

00
( () )A A

tt

e e ux B d   − −=  0
( ) ( )At A

t

x te e Bu d  − −= 
0(0)x =

( )

0 0
( ) ( )( )

t
At A A t

t

e e Bu d e Bu dx t     − −= = 
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.9>: 如以下线性时不变系统，求单位阶跃输入下，系
统方程的解。

0

0 1 0
+ (0)

2 3 1
x x u x x

   
= =   

− −   
， 课堂练习：6 min

解：
1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )X s sI A x sI A BU s− −= − + −

1

2

3 11
( )

23 2

s
sI A

ss s

−
+ 

− =  
−+ +  

1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )X s sI A x sI A BU s− −= − + −

1 ( )( )t sx X−=

<例3.9>: 如以下线性时不变系统，求单位阶跃输入下，系
统方程的解。
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢系统状态运动规律的基本表达

0+ , (0) 0x A u x tx B x= = ，

( )

0 0 0
0

( ) ( ) 0( )
t

At A t

u xx t x x t e x tBu de   −= = ++  ，
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢基于特征结构的状态响应表达

i iiAv v=

假设系统矩阵A的特征根两两相异

i

T

i

T

iA ww =

1 2, ,[ , ]nv vP v= 

右特征向量 左特征向量

1

21

T

T

T

n

v

v
P

v

−

 
 
 =
 
 
  

1i

i

n
T

iv Iv
=

=右特征向量矩阵

1 2

1 [ ,, ], nT w w w− = 

1

2

T

T

T

n

w

T
w

w

 
 
 =
 
 
  

1i

i

n
T

i Iw w
=

=左特征向量矩阵
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 对于特征值两两相异的n维连续时间LTI系统

1

itAt

i

n

i

i

e v ev


=

= 

证明：

 

1 1

1

1

1

1

1

n n

i

At t

t t

n

t t

n

t

i

i

i

n

e Pe P

e e

P P v v

e e

v e

v

v

v

 

 



 −

−

=

=

     
     

= =     
        

=
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 对于特征值两两相异的n维连续时间LTI系统

1

itAt T

i i

n

i

e ew w


=

= 

证明：

 

1 1

1

1

1

1

n

i

n

t t T

At

t t T

tT

n

n

i i

n

i

e e w

w w

w

w

e T T

e e

w e

 

 



−

=

     
     

= =     
     

    

= 
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 基于特征结构的零输入响应 （特征根两两相异）

• 基于特征结构的零状态响应（特征根两两相异）

( )

( )

0 0 0

0 0

1

1

0

( ) ,

) ,

0

( 0

i

i

tAt T

u i i

tAt T

u i

n

i

n

i

i

x t e x v x e t

x t e x x e t

v

w w





=

=





= =

= =





( )

( )

( )

0
0

( )

0
0

1 1

1 1

( ) ( ) ,

( ) ( )

0

0,

i

i

pn t
T

i

i j

pn t

i j

t

x i j j

tT

x i i j j

x t v b e u d t

x t w b e u d

v

w t

 

 

 

 

= =

=

−

=

−
 

=  
 

 
=  
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 基于特征结构的状态响应 （特征根两两相异）

( )

( )

( )

1 1

0
0

( )

0
0

1 1

( ) ( ) ,

( ) ( )

0

0,

i i

i i

t t

i j j

t tT

i i

pn t
T

i

i j

p

j j

n t

i j

x t v x e b e u d t

x t w x e dw b e t

v

u

  

  

 

 

= =

= =

−

−

 
= + 

 

 
= + 







  

  

或
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 结论

(1) 特征值对状态响应的影响

状态响应的运动模式主要由特征值决定。对实数特征值，运动模式为指

数函数模式；共轭复数特征值，对应指数正余弦函数形式；特征值具有

负实部，则运动模式随时间单调地或振荡地衰减至稳态过程；特征值具

有正实部，则运动模式随时间单调地或振荡地扩散到无穷大而不能达到

稳态。

课下思考：

系统矩阵的特
征值与相应传
递函数的极点
有什么关系？
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 结论

(2) 特征向量对状态响应的影响

状态响应可以看成是各个特征值相应运动模式的一个线性组合，特征向

量的影响体现于对于不同运动模式的“权重”上。特征向量对状态响应

的影响本质上属于“量”而非“质”的范畴，即只能影响各个运动模式

在组合中的比重，一般不能影响各个运动模式本身。
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢ LTI系统的状态转移矩阵

𝑥 𝑡2 = 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑥1 = 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑒𝐴(𝑡1−𝑡0)𝑥0

对于齐次状态方程，若有 ，则称 为系统的状

态转移矩阵。系统做自由运动时，它的运动形态唯一由状态转移矩阵决
定，它包含了系统自由运动的全部信息。

0 0,( ) ( )tx t xt = 0( , )t t

状态转移矩阵：将初始状态转移到终值状态

0(

00 0

)
( , )( )

A t t
x t x e xt t
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 状态转移矩阵的特性

(1)  状态转移矩阵的初始阵： 0 0(0) ( , )t t I = =

(2)  状态转移矩阵的逆： 1

0 0( , ) ( , ),t t t t− = 

(3)  状态转移矩阵的传递性： 2 1 0 21 0( , ) ( , ) ( , )t t t t t t  = 

(3)  状态转移矩阵对时间求导：

0 0 0( , ) ( , ) ( , )
d

t t A t t t t A
dt

 =  = 

• 状态转移矩阵的定义（参考：郑大钟 P102）

0 0( ),x Ax Bu x t x= + =考虑

0 0 0 0( , ) ( , ), ( , )t t A t t t t I =   =

定义系统的状态转移矩阵为下列矩阵方程的解
0( , )t t
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢ LTI系统的状态响应和输出响应

x Ax Bu

y Cx Du

= +

= +

0

0( ) )(

0( ) ( ) ( ) ( )
t

A t t A t

t
t e t e d t  − −= + +y C x C Bu Du

零输入响应 零状态响应 直接传输部分

0
0 0( , ) ( , ) ( ) ( )( )

T

t
t t x t Bu d Duy t C C t  = +  +

0

( )

0 0 0
0

( ) ( , ) ( ,) )( ( )
t t

At A t

t
x t e x e t t x tBu d Bu d     −= + = + 



147

3.2 基于状态空间的时域分析

 离散系统的时域分析

离散方程

线性定常连续系统

➢连续系统状态方程的离散化

参考：

裴、润 8.10

郑大钟 3.6、3.7

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x k x k u k

y k Cx k u

H

D

G

k

( ) ( )

(

(

) ( ) )

)

(

Ax t Bu t

y t

x

Cx D

t

t u t

0

( )

0 0 0
0

( ) ( , ) ( ,) )( ( )
t t

At A t

t
x t e x e t t x tBu d Bu d     −= + = + 

( ) ( )

( ) ( )

t kT

t kT

x k x t

u k u t
( 1)

( 1) ( )
t k T

x k x t目的：
思考：G=?, H=?
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3.2 基于状态空间的时域分析

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )
t kT t kT t kT

x k x t u k u t y k y t

注：时间离散化不改变系统的时变或时不变属性。
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3.2 基于状态空间的时域分析

2

1 1

2

1 0.5(1 )
( )

0

t

At

t

e
e sI A

e

(郑：例3.4)
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3.2 基于状态空间的时域分析

2

2

1 0.0911 0.5(1 )

0 0.8190

T

AT

T

e
G e

e

2

20 0

01 0.5(1 )

10

t

At

t

T T

dt B
e

H e dt
e
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢线性时不变离散系统状态方程的解

0( 1) ( ) ( ), (0)x k Gx k Hu k x x

• 迭代法

(8.10.24)



152

3.2 基于状态空间的时域分析
(1) (0) (0)

(2) (1) (1)

(3) (2) (2)

( ) ( 1) ( 1)

x Gx Hu

x Gx Hu

x Gx Hu

x k Gx k Hu k

3

1 2

2

2 2

(1) (0) (0)

(2) (0) (0) (1)

(3) (2) (0) (0)

(0) (0) (1)

(0) (0) (1) (1) (2)

( ) ( 1) ( 1) (0) (0) (1) ( 1)k k k

x Gx Hu

x G H G x GHu Hu

x G Hu G x G Hu GH

Gx Hu u

G x GH u Hu

x k Gx k Hu k G x G Hu G

u

Hu H

Hu

u k

1 1
1

0

0 0

0( ) ( 1) ( )
k k

k k k i

i i

ix k G x G Hu k i G x G Hu i

零输入响应 零状态响应
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3.2 基于状态空间的时域分析

• Z变换法

0( 1) ( ) ( ), (0)x k Gx k Hu k x x

0( ) ( ) ( )zX z zx GX z HU z

0( ) ( )zI G X z zx HU z

1 1

0( ) ( )X z zI G zx zI G HU z

1 11 1

0( ) ( )x k zI G z x zI G HU z

11

1
1

0

1 ( ) ( 1)

k

k

i

i

zI G z G

zI G HU z G Hu k i
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.10>: 考虑以下离散时间线性时不变系统，分别用迭

代法和Z变换法求系统方程的解。

1 1

2 2

( 1) ( )0 1 1
( )

( 1) ( )0.16 1 1

x k x k
u k

x k x k

+      
= +      + − −      

1
( ) 1, ( 0,1,2....); (0)

1
u k k x

 
= = =  

− 



线性定常离散系统状态方程的解

解：（迭代法）

 

 

0 1 1 1 0
(1) (0) (0) 1

0.16 1 1 1 1.84

0 1 0 1 2.84
(2) (1) (1) 1

0.16 1 1.84 1 0.84

x Gx Hu

x Gx Hu  

       
= + = + =       

− − −       

       
= + = + =       

− − −       

0 1 2.84 1 0.16
(3) (2) (2)

0.16 1 0.84 1 1.386
x Gx Hu

       
= + = + =       

− − −       

0 1 1
( ) ( 1) ( 1)

0.16 1 1
x k Gx k Hu k

       
= − + − = + =       

− −       



线性定常离散系统状态方程的解

解：（z变换法）

( )  ( ) 1 11 1
( ) (0) ( )x k zI G z x zI G Hu z− −− −

= − + −

2
1

0.16 ( 0.2)( 0.8)
0.16 1

z
zI G z z z z

z

−
− = = + + = + +

+

1
1 11

( )
0.16( 0.2)( 0.8)

z
zI G

zz z

−
+ 

− =  
−+ +  

1( ) ( ) [ (0) ( )]

1 1 1 11

0.16 1 1( 0.2)( 0.8) 1

X z zI G zx HU z

z z
z

zz z z

−= − +

+       
= +      

− −+ + −      
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3.2 基于状态空间的时域分析

1 0 2.84 0.16
( )  ,  ,  ,

1 1.84 0.84 1.386
x k

       
=        

− −       

1

17 22 25
( 0.2) ( 0.8)

6 9 18

( ) [ ( )]

3.4 17.6 7
( 0.2) ( 0.8)

6 9 18

k k

k k

x k X z−

 
− − + − + 

 
= =  

 
− − − + 

 

2

2

17 22 25
( 2) 6 9 18

( 0.2)( 0.8)( 1) 0.2 0.8 1

( )

3.4 17.6 7( 1.84 )

6 9 18( 0.2)( 0.8)( 1)
0.2 0.8 1

z z zz z

z z z z z z

X z

z z z
z z z

z z z
z z z

 
− +  

+ +   + + − + + −   
 = =  
   

− +   −
   + + −  + +

 + + − 
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3.2 基于状态空间的时域分析

➢离散系统的状态转移矩阵

对于离散时间线性时不变系统

0( 1) ( ) ( ), (0)x k Gx k Hu k x x

其状态转移矩阵定义为下列矩阵方程的解：

( 1) ( ), (0)k G k I

即： ( ) kk G

• 状态转移矩阵求法-定义法

( ) kk G
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3.2 基于状态空间的时域分析

1 1( ) [( ) ]kk G zI G z− − = = −

• 状态转移矩阵求法—z变换法

• 状态转移矩阵求法—化矩阵G为标准型

Case 1:  G的特征根为单根

当离散系统矩阵 G 的特征根均为单根时，经过变换矩阵P可将系统矩阵 G

化为对角线标准形，即

1

1

n

GPP





−

 
 

=  =
 
  

1

1( ) k

n

k

k

k

k G P P





−

 
 

 = =  =  
 
 

如何求P ?

参考：
矩阵的约旦标准型
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3.2 基于状态空间的时域分析

<例3.11>: 考虑以下离散时间线性时不变系统，求其状态

转移矩阵 。 0 1
( 1) ( )

0.16 1
x k x k

 
+ =  

− − 

解：

1
( 0.2)( 0.8) 0

0.16 1
I G


  



−
− = = + + =

+

求解系统的特征方程

得其特征根为： 1 20.2, 0.8 = − = −

特征根所对应的特征向量分别为： 21

1 1

0.2 0.8
v v

   
= =   

− −   

化系统矩阵 G 为对角线标准形的变换矩阵P为

1 2

1 1
[ ]

0.2 0.8
P v v

 
= =  

− − 

( )k



161

3.2 基于状态空间的时域分析

1
4 51

1 53
P−  

=  
− − 

求得

因为 1
4 5 0 1 1 1 0.2 01

1 5 0.16 1 0.2 0.8 0 0.83
P GP−

−       
= = =       

− − − − − − −       


1G PP −= 所以

系统的转移矩阵为

( )

( )

1
0.2 01 1 4 51

0.2 0.8 1 53 0 0.8

4( 0.2) ( 0.8) 5( 0.2) 5( 0.8)1

3 0.8( 0.2) 0.8( 0.8) ( 0.2) 4(

( )

0.8)

k k k

k

k

k

k

k

k k k k

Gk

PP −
 −   
 = =    

− − − − −    

 − −



− − − −
=  

− − + − − − −

=



+ 
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3.2 基于状态空间的时域分析

• 状态转移矩阵求法—化矩阵G为标准型

Case 2:  G的特征根有重根

1( ) k kk G QJ Q−= =

式中 J— 约旦标准形；

Q— 化系统矩阵G 为约旦标准形的变换矩阵。

• 状态转移矩阵求法—化为G的有限项

应用凯莱-哈密尔顿定理，系统矩阵 G 满足其自身的零化多项式。离
散系统状态转移矩阵可化为G的有限项，即

2 1

0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n

nk k I k G k G k G    −

− = + + + +

式中αi(k) ( i = 0，1，… n −1)为待定系数，可仿照连续系统的方法来求
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约旦标准型的幂 （参考Brogan“Modern Control Theory”, pp.293）

补充知识
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补充知识
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凯莱-哈密尔顿定理 (Caley-Hamilton Theorem)

注意：该定理揭示了对于n x n矩阵A, 有且仅有

线性无关，所有 均可表示为它们的线性组合。

2 1{ , , , , }nAI A A −

( , 1, )iA i n n + =

若n x n矩阵 A 的特征方程为

1

1 1 0( ) det( ) 0n n

ns sI A ss s  −

− + += = +− + =

则矩阵A必为其特征方程的一个“矩阵根”，即：

1

1 1 0( ) 0n n

nA A A A I  −

− + + += + =

补充知识

（参考Brogan“Modern Control Theory”, pp.284）
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补充知识

(课后阅读：Brogan书 PP.288-290) 

凯莱-哈密尔顿定理揭示了对于n x n矩阵A, 有且仅有

线性无关，所有 均可表示为它们的线性组合。

2 1{ , , , , }nAI A A −

( , 1, )iA i n n + =
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补充知识

(课后阅读：Brogan书 PP.288-290) 

凯莱-哈密尔顿定理揭示了对于n x n矩阵A, 有且仅有

线性无关，所有 均可表示为它们的线性组合。

2 1{ , , , , }nAI A A −

( , 1, )iA i n n + =
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➢矩阵指数函数 的计算

（4）利用凯莱-哈密顿(Cayley-Hamilton)定理计算

Ae

0

1

1 1( ) ( ) ( )t

n

A nI Ae t t t A   −

−+ + +=

2
2

2! !

kAt
kt t

I At A A
k

e + + + += +

2 1{ , , , , }nAI A A −
仅有 线性无关

补充知识
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1

1

0 1( ) ( )( ) ( () )At n

nt I A Ae A tp A q t   −

−+ += += =

2
2 ( ) (( ) 1 ) ( )

2! !

k
kat t t

at a a f a a qp e aa
k

+ + + + = = += +

补充知识

A的特征多项式. 

a的多项式，最高
次幂为n-1

1

1 1 1 1

1

0 1 1(( ) ( ) ) ( ) ( )
t n

np e tq t t
      −

−+ += += =
( ) 0i =

( ) 0A =

0 1

1

1( ) ( ) ( )n

n nn

t nt te t
    −

−= + + +
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➢矩阵指数函数 的计算

（4）利用凯莱-哈密顿(Cayley-Hamilton)定理计算

Ae

0

1

1 1( ) ( ) ( )t

n

A nI Ae t t t A   −

−+ + +=

补充知识
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补充知识

参考
Brogan“Modern 

Control Theory”
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0 1

( + ) ( + 1) ( + 2) ( )

( ) ( 1) ( )

n

m
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*

*
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( )
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y t Y z
G z

x t X z
= =

( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x k Gx k Hu k

y k Cx k Du k

+ = +

= +

课程体系结构



补充知识：约旦标准型

当矩阵A的特征根两两相异(or simple eigenvalues), 

则其与一对角矩阵相似 / 可以对角化

当矩阵A的特征根有重根时(repeated eigenvalues)

，则其与一约旦矩阵相似，该约旦矩阵可能是对角
矩阵

当矩阵A与对角矩阵相似的充分必要条件是A的最小

多项式没有重根。

A的最小多项式：对于N阶矩阵A，次数最低的首项

系数为1的以A为根的多项式。



补充知识：约旦标准型

1 1 0

0 1 0

0 0 1

A

 
 

=
 
  

3det( ) ( 1)I A − = −解：其特征多项式为

例：求矩阵A的最小多项式

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0A I

 
 

− =
 
 





所以A的最小多项式为 的因式
3( 1) −

( )

2

2

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0A I

 
 

− =
 
 

=



因为

所以A的最小多项式为 。
2( 1) −



补充知识：约旦标准型

1

1

1
J









 
 
 
 
 
 

一个4阶的约旦块

（Jordan block）

4( ) det( ) ( )J sI J s  = − = −对应的特征多项式为

( )

0 1

0 1

0 1

0

I J

 
 
 
 




=



−



( )
2

0 0 1 0

0 0 1

0 0

0

I J

 
 
 
 
 
 

− =

( )
4

0I J − =

( )
3

0 0 0 1

0 0 0

0 0

0

I J

 
 
 
 
 
 

− =

幂零矩阵（nilpotent）：若存在正整数k, 

使得 ，则称A为幂零矩阵。 J 的最小多项式为 ( )
4

s −0kA =



补充知识：约旦标准型

1
代数重数：4

几何重数：1 1
代数重数：4

几何重数：2

特征向量：2

广义特征向量：4-2=2
1( ) 5 4 1n rank I A = − − = − =

特征向量：1

广义特征向量：4-1=3



补充知识：约旦标准型

1
代数重数：4

几何重数：2

特征向量：2

广义特征向量：4-2=2

1
代数重数：4

几何重数：3

特征向量：3

广义特征向量：4-3=1

1
代数重数：4

几何重数：4

特征向量：4



补充知识：约旦标准型

特征向量 （郑大钟，线性系统理论第2版，pp52）

广义特征向量

( ) 0i iI A v − =

矩阵A的与特征根 对应的一组特征向量
线性无关，当且仅当特征根 两两相异。

1 2{ , }, , n   1 2{ ,, , }nvv v

1 2{ , }, , n  

若 为n维矩阵 A 的一个 重特征根，则A的属于 的 k 级广义右特征向量为i i i

满足 的非零向量1{( ) (0 ), 0}k k

i i i iI A v I A v  −− = − 

如何证明？



补充知识：约旦标准型

特征方程： 4 3 2 87 18 20 0   + ++ =+

特征根： 1 2 3 41, 2   = = = =− −

( )1 1 0IA x− =特征向量： 1 [ 1,1, 1,1]Tx = − −

( )2 2 0IA x− = 2 [1, 2,4, 8]Tx = − −

( )2 23I xA x− = 3 [1, 1,0,4]Tx = −

( )2 4 3I xA x− = 4 [1, 1,1, 2]Tx = − −

𝜆2对应的特征向量

𝜆2对应的广义特征向量

𝜆2对应的广义特征向量

令
1 2 3 4[ ]Q x x x x=

𝜆1对应的特征向量



补充知识：约旦标准型

1 2 3 4

1 1 1 1

1 2 1 1
[ ]

1 4 0 1

1 8 4 2

Q x x x x

− 
 

− − −
 = =
 −
 

− − 

1

8 12 6 1 0 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 1 0 1 2 1 1

2 3 1 0 0 0 0 1 1 4 0 1

4 8 5 1 8 20 18 7 1 8 4 2

1 0 0 0

2 1 0

2 1

2

AQQ

J

−

− − − − −     
     
− − − − −
     =
     − − − −
     
− − − − − − − − − −     

− 
 

−
 = =
 −
 

− 

约旦/约当/若尔当标准型
Jordan normal form

Jordan canonical form



补充知识：约旦标准型

4 21 3

1 1 1 1

1 1 1 2
[ ]

1 1 0 4

1 2 4 8

Q x x x x

− 
 

− − −
 = =
 −
 

− − 

1

8 12 6 1 0 1 0 0 1 1 1 1

4 8 5 1 0 0 1 0 1 1 1 2

2 3 1 0 0 0 0 1 1 1 0 4

1 1 0 0 8 20 18 7 1 2 4 8

1

2

1 2

1 2

Q AQ−

− − − − −     
     
− − − − − − −
     =
     − − − −
     
− − − − − − − −     

− 
 

−
 =
 −
 

− 



补充知识：约旦标准型

4 31 2

1 1 1 1

1 1 2 1
[ ]

1 1 4 0

1 2 8 4

Q x x x x

− 
 

− − −
 = =
 −
 

− − 

1

8 12 6 1 0 1 0 0 1 1 1 1

4 8 5 1 0 0 1 0 1 1 2 1

1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 4 0

2 3 1 0 8 20 18 7 1 2 8 4

1

2

2 1

1 0 2

Q AQ−

− − − − −     
     
− − − − − − −
     =
     − − −
     
− − − − − − − − −     

− 
 

−
 =
 −
 

− 



期末 再见





























































































































第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）

4.3 基于根轨迹的稳定性分析

1. 根轨迹基本概念和基本规则

2. 根轨迹法分析控制系统性能

3. 特殊根轨迹

4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



线性系统的稳态误差
稳态误差是系统的稳态性能指标，

是对系统控制精度的度量。

此处只讨论系统的原理性误差，
不考虑由于非线性因素引起的误差。

对稳定的系统研究稳态误差才有意义，

所以计算稳态误差以系统稳定为前提。 

稳态误差（两种）：

  由给定输入引起的稳态误差称为给定稳态误差；

  由扰动输入引起的稳态误差称为扰动稳态误差。

  当线性系统既受到给定输入作用同时又受到扰动作用时，它的
稳态误差是上述两项误差的代数和。  

阶跃输入作用下

没有原理性误差的系统成为“无差系统”，
有原理性稳态误差的系统称为“有差系统”。



控制系统的稳态误差

1. 误差与稳态误差

2. 计算稳态误差的一般方法

3. 给定输入下的稳态误差（静态误差系数法）

（1）静态误差系数Kp，Kv，Ka
（2）计算误差方法

4. 干扰作用引起的稳态误差

（3）适用条件
1）系统稳定
2）按输入端定义误差
3）r(t)作用，且r(t)无其他前馈通道

（1）判定系统的稳定性
（2）求误差传递函数
（3）用终值定理求稳态误差

（1）误差定义：按输入端定义误差；按输出端定义误差
（2）稳态误差：静态误差；动态误差



误差及稳态误差

按输入端定义的误差 
)()()()( sCsHsRsE −=

按输出端定义的误差 

)(
)(
)()( sC

sH
sRsE −=′

给定—反馈 希望的输出—实际输出

对于单位反馈系统： 

𝑬𝑬 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬′ 𝒔𝒔 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 (𝒔𝒔)
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

(1) 线性控制系统的稳态误差   ① 误差和稳态误差定义

𝑬𝑬 𝒔𝒔 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

稳态误差 
动态误差：误差中的稳态分量

静态误差： )()(lim ∞==
∞→

etee
tss

)(tes



误差及稳态误差
(1) 线性控制系统的稳态误差   ① 误差和稳态误差定义

𝜀𝜀(𝑠𝑠)

期望输出信号 𝑦𝑦𝑟𝑟(𝑡𝑡) 与实际输出信号 𝑦𝑦 𝑡𝑡  之差定义为误差：  𝑒𝑒 𝑡𝑡 ≜ 𝑦𝑦𝑟𝑟 𝑡𝑡 − 𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝐸𝐸 𝑠𝑠 = 𝑌𝑌𝑟𝑟 𝑠𝑠 − 𝑌𝑌 𝑠𝑠 =
1

𝐻𝐻 𝑠𝑠 𝑅𝑅 𝑠𝑠 − 𝐵𝐵 𝑠𝑠 =
1

𝐻𝐻 𝑠𝑠 𝜀𝜀 𝑠𝑠 =
1

𝐻𝐻 𝑠𝑠 𝛷𝛷𝜀𝜀(𝑠𝑠)𝑅𝑅 𝑠𝑠 =
1

𝐻𝐻 𝑠𝑠
1

1 + 𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐻𝐻 𝑠𝑠  𝑅𝑅 𝑠𝑠

𝜀𝜀(𝑠𝑠)

对于单位反馈系统，𝑯𝑯 𝒔𝒔 = 𝟏𝟏, 𝜺𝜺 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬 𝐬𝐬 = 𝟏𝟏
𝟏𝟏+𝑮𝑮 𝒔𝒔

𝑹𝑹(𝒔𝒔)

对于负反馈系统，𝑌𝑌𝑟𝑟 𝑠𝑠 = 1
𝐻𝐻 𝑠𝑠

𝐵𝐵𝑟𝑟 𝑠𝑠 = 1
𝐻𝐻 𝑠𝑠

𝑅𝑅(𝑠𝑠)

稳态误差：误差信号的稳态值，记为 𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒕𝒕→∞

𝒆𝒆(𝒕𝒕)

希望的输出—实际输出

𝒆𝒆 𝒕𝒕 = 𝑳𝑳−𝟏𝟏 𝑬𝑬 𝒔𝒔



稳态误差的定义

当 t →∞时，系统误差称为稳态误差，用 ess 表示，即 

注意：终值定理应用的条件是 lim
𝒕𝒕→∞

𝒆𝒆(𝒕𝒕)        
存在，这相当于sE(s)的极点都在S平面的

左半平面（包括坐标原点）。

② 计算稳态误差的一般方法 

（1）判定系统的稳定性 

（2）求误差传递函数 

（3）用终值定理求稳态误差 

𝜱𝜱𝒆𝒆 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬(𝒔𝒔)
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

, 𝜱𝜱𝒆𝒆𝒇𝒇 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬(𝒔𝒔)
𝑭𝑭(𝒔𝒔)

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔[𝜱𝜱𝒆𝒆 𝒔𝒔 𝑹𝑹 𝒔𝒔 + 𝜱𝜱𝒆𝒆𝒇𝒇 𝒔𝒔 𝑭𝑭(𝒔𝒔)]

𝒆𝒆 𝒕𝒕 = 𝑳𝑳−𝟏𝟏 𝑬𝑬 𝒔𝒔



T>0





例 系统结构图如图所示，已知 r(t) = n(t) = t，求系统的稳态误差。T、K>0

解．

KTss
Tss

Tss
KsR

sEse ++
+

=

+
+

==Φ
)1(

)1(

)1(
1

1
)(
)()(

0)( 2 =++= KsTssD

KsKTss
TssssRsse

sesssr
11

)1(
)1(lim)()(lim 200

=⋅
++

+
⋅=Φ=

→→

[ ]KTsssT
TssK

Tss
K

sT
K

sN
sEs

n

nn

n

en +++
+−

=

+
+

+
−

==Φ
)1()1(
)1(

)1(
1

1
)(
)()(

[ ] K
K

sKTsssT
TssKssNsse n

n

n

sensssn
−

=⋅
+++

+−
⋅=Φ=
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1 与系统自身的结构参数有关

与外作用的类型有关（控制量，扰动量
 及作用点）

sse



误差及稳态误差
例 系统结构图如图所示，求 r(t)分别为A·1(t), At, At2/2时系统的稳态误差。

解．
KTss

Tss
sR
sEse ++

+
==Φ

)1(
)1(

)(
)()(

)(1)( tAtr ⋅= 0
)1(

)1(lim
01 =⋅

++
+

⋅=
→ s

A
KTss

Tssse
sss

tAtr ⋅=)(
K
A

s
A

KTss
Tssse

sss =⋅
++

+
⋅=

→ 202 )1(
)1(lim

2

2
)( tAtr ⋅= ∞=⋅

++
+

⋅=
→ 303 )1(

)1(lim
s
A

KTss
Tssse

sss

系统自身的结构参数

影响 ess 的因素：

外作用的形式（阶跃、斜坡或加速度等）

外作用的类型（控制量，扰动量及作用点）



控制系统的型别
系统开环传递函数记为：

𝑲𝑲 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝝂𝝂 𝑮𝑮(𝒔𝒔)𝑯𝑯(𝒔𝒔)

★影响稳态误差的因素有：







① 输入信号r(t)的形式

② 开环放大倍数K
③ 开环传递函数中积分环节的个数ν



给定输入下的稳态误差（静态误差系数法）

设 𝑟𝑟 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴, 则 𝑅𝑅 𝑠𝑠 = ⁄𝐴𝐴 𝑠𝑠

定义 𝐾𝐾𝑝𝑝 为静态位置误差系数

0 型系统

0 型系统

1. 阶跃输入作用下的稳态误差

ss 0
lim ( )

1 ( ) ( )s

se R s
G s H s→

=
+

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑹𝑹(𝒔𝒔)
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

=
𝑨𝑨

𝟏𝟏 + 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔
=

𝑨𝑨

𝟏𝟏 + 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝒗𝒗

=
𝑨𝑨

𝟏𝟏 + 𝑲𝑲𝒑𝒑

A



给定输入下的稳态误差

定义 𝐾𝐾𝑣𝑣 为静态速度误差系数

2. 斜坡信号输入下的稳态误差

设 𝑟𝑟 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑡𝑡, 则 𝑅𝑅 𝑠𝑠 = ⁄𝐴𝐴 𝑠𝑠2

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑹𝑹(𝒔𝒔)
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑨𝑨
𝒔𝒔 + 𝒔𝒔𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

=
𝑨𝑨

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔
=

𝑨𝑨
𝑲𝑲𝒗𝒗

A

𝐻𝐻(𝑠𝑠) = lim
𝑠𝑠→0

𝐾𝐾
𝑠𝑠𝑣𝑣−1



给定输入下的稳态误差
3. 加速度信号输入下的稳态误差

设 𝑟𝑟 𝑡𝑡 = ⁄𝐴𝐴𝑡𝑡2 2 , 则 𝑅𝑅 𝑠𝑠 = ⁄𝐴𝐴 𝑠𝑠3

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑹𝑹(𝒔𝒔)
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑨𝑨
𝒔𝒔𝟐𝟐 + 𝒔𝒔𝟐𝟐𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

=
𝑨𝑨

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝟐𝟐𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔
=

𝑨𝑨
𝑲𝑲𝒂𝒂

定义 𝐾𝐾𝑎𝑎 为静态加速度误差系数

A

𝐻𝐻(𝑠𝑠) = lim
𝑠𝑠→0

𝐾𝐾
𝑠𝑠𝑣𝑣−2



𝑲𝑲𝒑𝒑 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂

𝑲𝑲𝒗𝒗 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂−𝟏𝟏

𝑲𝑲𝒂𝒂 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝟐𝟐𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂−𝟐𝟐

(   )

一个表格四句话

𝐾𝐾 0 0

∞ 𝐾𝐾 0

∞ ∞ 𝐾𝐾

𝐴𝐴
1 + 𝐾𝐾

∞ ∞

0
𝐴𝐴
𝐾𝐾

∞

0 0
𝐴𝐴
𝐾𝐾



由表可知：

1．0 型系统对单位阶跃输入信号的稳态误差为常数。

2．Ⅰ 型系统单位阶跃输入信号的稳态误差为零。

3．Ⅱ 型系统对阶跃输入信号和斜坡信号的稳态误差为零。

4．系统的型别越高，跟踪输入信号的能力越强。但型别越

高，稳定性越难以保证。



解. 系统稳定，系统的开环传递函数为

𝐺𝐺 𝑠𝑠 = 1
𝑠𝑠(𝑠𝑠+1)

 

其静态误差系数和稳态误差为： 

本系统为 I 型系统，𝑣𝑣 = 1, 𝐾𝐾 = 1



例 对于如下系统，试求当输入信号r(t)分别为 2，2t 和 t2 时，
     系统的稳态误差。 +

−

( )R s ( )C s10
( 5)s s +

解：

∞=pK

2=vK

0=aK

由劳斯判据判定系统是稳定的。

I 型系统，K = 2

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2

1 + 𝐾𝐾𝑝𝑝
= 0

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2
𝐾𝐾𝑣𝑣

= 1

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2
𝐾𝐾𝑎𝑎

= ∞

在阶跃、斜坡、加速度信号作用下的稳态误差系数和稳态误差分别为



例 3 系统结构图如图所示，已知输入                           ,

求系统的稳态误差。
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第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）

4.3 基于根轨迹的稳定性分析

1. 根轨迹基本概念和基本规则

2. 根轨迹法分析控制系统性能

3. 特殊根轨迹

4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



误差及稳态误差

按输入端定义的误差

)()()()( sCsHsRsE −=

按输出端定义的误差

)(
)(
)()( sC

sH
sRsE −=′

给定—反馈 希望的输出—实际输出

对于单位反馈系统： 

𝑬𝑬 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬′ 𝒔𝒔 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 (𝒔𝒔)
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

(1) 线性控制系统的稳态误差   ① 误差和稳态误差定义

𝑬𝑬 𝒔𝒔 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

稳态误差 
动态误差：误差中的稳态分量

静态误差： )()(lim ∞==
∞→

etee
tss

)(tes



稳态误差的定义

当 t →∞时，系统误差称为稳态误差，用 ess 表示，即 

注意：终值定理应用的条件是 lim
𝒕𝒕→∞

𝒆𝒆(𝒕𝒕)        
存在，这相当于sE(s)的极点都在S平面的

左半平面（包括坐标原点）。

② 计算稳态误差的一般方法 

（1）判定系统的稳定性 

（2）求误差传递函数 

（3）用终值定理求稳态误差 

𝜱𝜱𝒆𝒆 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬(𝒔𝒔)
𝑹𝑹(𝒔𝒔)

, 𝜱𝜱𝒆𝒆𝒇𝒇 𝒔𝒔 = 𝑬𝑬(𝒔𝒔)
𝑭𝑭(𝒔𝒔)

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔[𝜱𝜱𝒆𝒆 𝒔𝒔 𝑹𝑹 𝒔𝒔 + 𝜱𝜱𝒆𝒆𝒇𝒇 𝒔𝒔 𝑭𝑭(𝒔𝒔)]

𝒆𝒆 𝒕𝒕 = 𝑳𝑳−𝟏𝟏 𝑬𝑬 𝒔𝒔



控制系统的型别
系统开环传递函数记为：

𝑲𝑲 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝝂𝝂 𝑮𝑮(𝒔𝒔)𝑯𝑯(𝒔𝒔)

★影响稳态误差的因素有：







① 输入信号r(t)的形式

② 开环放大倍数K
③ 开环传递函数中积分环节的个数ν



一个表格四句话

𝑲𝑲𝒑𝒑 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂

𝑲𝑲𝒗𝒗 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂−𝟏𝟏

𝑲𝑲𝒂𝒂 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝒔𝒔𝟐𝟐𝑮𝑮𝑯𝑯

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒔𝒔→𝟎𝟎

𝑲𝑲
𝒔𝒔𝝂𝝂−𝟐𝟐

(   )

𝐾𝐾 0 0

∞ 𝐾𝐾 0

∞ ∞ 𝐾𝐾

𝐴𝐴
1 + 𝐾𝐾

∞ ∞

0
𝐴𝐴
𝐾𝐾

∞

0 0
𝐴𝐴
𝐾𝐾



例 对于如下系统，试求当输入信号r(t)分别为 2，2t 和 t2 时，
     系统的稳态误差。 +

−

( )R s ( )C s10
( 5)s s +

解：

∞=pK

2=vK

0=aK

由劳斯判据判定系统是稳定的。

I 型系统，K = 2

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2

1 + 𝐾𝐾𝑝𝑝
= 0

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2
𝐾𝐾𝑣𝑣

= 1

𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠 =
2
𝐾𝐾𝑎𝑎

= ∞

在阶跃、斜坡、加速度信号作用下的稳态误差系数和稳态误差分别为



例 3 系统结构图如图所示，已知输入                           ,

求系统的稳态误差。
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举例
例 系统结构图如图所示，当r(t)=t 时，要求ess<0.1，求K的范围。

解 .





=++
+

=
1)12)(1(

)16.0()(
v
K

sss
sKsG

ttr =)( 1.01
<=

K
ess

10>⇒ K

0)6.01(32)16.0()12)(1()( 23 =++++=++++= KsKsssKssssD

K

0

K3

1+0.6K2

s0

s1
s2
s3Routh

3(1+0.6K)-2K
3

3-0.2K>0        K<15

K>0

10 < K <15



例 系统方块图如图所示，当输入为单位斜坡函数时，如何调整K值才
能使稳态误差小于0.1？

)12)(1(
)15.0(
++

+
sss

sK)(sR )(sY
-解：

0)5.01(32 23 =++++ KsKss

由劳斯判据知稳定的条件为： 60 << K

先判断稳定性

)15.0()12)(1(
)12)(1(

)()()(1
1

)(
)()(

21 ++++
++

=
+

==Φ
sKsss

sss
sHsGsGsR
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2
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)12)(1()(
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++
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ssss
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)15.0()12)(1(
)12)(1(lim)(lim 200

=⋅
++++
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==

→→

由稳定的条件知，当K>10时，系统不稳定，故无法通过选择K来满足ess<0.1的要求。

系统的误差传递函数为

为使稳态误差小于0.1，需满足ess=1/K<0.1，即K>10。



例 4 系统结构图如图所示，已知输入         ,求      ,使稳态误差为零。Attr =)(
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按前馈补偿的复合控制方案可以有效提高系统的稳态精度



控制系统的稳态误差

1. 误差与稳态误差

2. 计算稳态误差的一般方法

3. 给定输入下的稳态误差（静态误差系数法）

（1）静态误差系数Kp，Kv，Ka
（2）计算误差方法

4. 干扰作用引起的稳态误差

（3）适用条件
1）系统稳定

 2）按输入端定义误差
 3）r(t)作用，且r(t)无其他前馈通道

（1）判定系统的稳定性
（2）求误差传递函数 
（3）用终值定理求稳态误差 

（1）误差定义：按输入端定义误差；按输出端定义误差
（2）稳态误差：静态误差；动态误差



干扰信号作用下的稳态误差
◆系统在扰动作用下的稳态误差的大小，反映了系统的抗扰动能力。

◆由于给定输入与扰动信号作用在系统的不同位置上，即使系统对某一给

定输入的稳态误差为零，对同一形式的扰动作用的稳态误差未必是零。

◆同一系统面对同一形式的扰动作用，由于扰动的作用点不同，其稳态误

差也不一定相同。 



干扰信号作用下的稳态误差



干扰信号作用下的稳态误差



干扰信号作用下的稳态误差





干扰信号作用下的稳态误差



课程小结
1. 误差与稳态误差

2. 计算稳态误差的一般方法

3. 给定输入下的稳态误差（静态误差系数法）
（1）静态误差系数Kp，Kv，Ka
（2）计算误差方法

4. 干扰作用引起的稳态误差

（3）适用条件
1）系统稳定

 2）按输入端定义误差
 3）r(t)作用，且r(t)无其他前馈通道

（1）判定系统的稳定性
（2）求误差传递函数 
（3）用终值定理求稳态误差 

（1）误差定义：按输入端定义误差；按输出端定义误差
（2）稳态误差：静态误差；动态误差

5. 动态误差系数法



动态误差系数法

动态误差系数法

    用静态误差系数法只能求出误差的稳

态值          ；而稳态误差随时间变化

的规律无法获得。

    用动态误差系数法可以研究误差中的

稳态分量     随时间的变换规律。

)(lim tee
tss ∞→
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)(tes



(1) 动态误差系数法解决问题的思路 
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𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒕𝒕)



课程回顾
1. 误差与稳态误差

2. 计算稳态误差的一般方法

3. 给定输入下的稳态误差（静态误差系数法）

（1）静态误差系数Kp，Kv，Ka
（2）计算误差方法

4. 干扰作用引起的稳态误差

（3）适用条件
1）系统稳定

 2）按输入端定义误差
 3）r(t)作用，且r(t)无其他前馈通道

（1）判定系统的稳定性
（2）求误差传递函数 
（3）用终值定理求稳态误差 

（1）误差定义：
（2）稳态误差：静态误差；动态误差

5. 动态误差系数法

)().(Φ)( sRssE e=  +++++= )()()()( 2
210 sRsCsRsCssRCsRC i

i



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）

4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



线性离散系统稳态误差

只有稳定的系统，才有稳态误差。

对于稳定的线性离散系统，当过渡过程结束以后，

系统误差信号的脉冲序列就是离散系统的稳态误差

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ 𝒕𝒕 , 𝒕𝒕 ≥ 𝒕𝒕𝒔𝒔 。

当时间𝒕𝒕 → ∞时，可求得线性离散系统在采样点上

的稳态误差终值𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞ 。



线性离散系统稳态误差计算

一般方法（利用终值定理）
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计算稳态误差的步骤

（1）判定稳定性

（2）求误差脉冲传递函数

（3）用终值定理求  

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞ = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒕𝒕→∞

𝒆𝒆∗ 𝒕𝒕 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒛𝒛→𝟏𝟏

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 𝑬𝑬 𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒛𝒛→𝟏𝟏

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮𝑮𝑮 𝒛𝒛

𝑹𝑹(𝒛𝒛)

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞



( 适用于系统稳定, r(t)作用,对误差采样的线性定常离散系统 )
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静态误差系数法—— r(t) 作用时稳态误差的计算
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线性离散系统稳态误差计算

一般方法（利用终值定理）
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计算稳态误差的步骤

（1）判定稳定性

（2）求误差脉冲传递函数

（3）用终值定理求  

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞ = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒕𝒕→∞

𝒆𝒆∗ 𝒕𝒕 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒛𝒛→𝟏𝟏

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 𝑬𝑬 𝒛𝒛 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒛𝒛→𝟏𝟏

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮𝑮𝑮 𝒛𝒛

𝑹𝑹(𝒛𝒛)

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞
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( 适用于系统稳定, r(t)作用,对误差采样的线性定常离散系统 )
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离散系统的稳态误差

（1）一般方法

( ) ( )eG z z→ Φ

( ) ( )eG z z→ Φ 判定稳定性

（2）静态误差系数法

（3）动态误差系数法

𝒆𝒆𝒔𝒔𝒔𝒔∗ ∞



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



二阶系统的时域分析
(1) 二阶系统的数学模型

    ⑤ 标准二阶系统的特征方程和特征根

−1 < 𝜉𝜉 < 0 —— 负阻尼



0 ≤ ξ < 1（欠阻尼，零阻尼）时系统动态性能指标的计算

（4）动态性能随系统极点分布变化的规律

（2）单位阶跃响应 y(t) 表达式

（1） 0 ≤ ξ < 1时系统极点的两种表示方法

（3）动态指标计算公式

𝒚𝒚 𝒕𝒕 = 𝟏𝟏 −
𝒆𝒆−𝝃𝝃𝝎𝝎𝒏𝒏𝒕𝒕

𝟏𝟏 − 𝝃𝝃𝟐𝟐
𝐬𝐬𝐥𝐥𝐬𝐬( 𝟏𝟏 − 𝝃𝝃𝟐𝟐𝝎𝝎𝒏𝒏𝒕𝒕 + 𝜽𝜽)

𝜃𝜃3
（∆= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎）



二阶系统动态性能随极点位置分布的变化规律



根轨迹法: 三大分析、设计方法之一





例1 系统结构图如图所示，分析

闭环极点随开环增益K 变化的趋势。 
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根轨迹与系统性能

𝜃𝜃



闭环零点=前向通道开环零点+反馈通道开环极点

闭环极点与开环零点、开环极点及 K* 均有关

系统结构图如图所示，确定闭环零点

闭环零、极点与开环零、极点之间的关系



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



根轨迹法的基本概念

 根轨迹

 闭环零点与开环零极点之间的关系

闭环零点=前向通道开环零点+反馈通道开环极点
闭环极点与开环零点、开环极点及 K* 均有关

 根轨迹方程
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根轨迹方程及其含义

一般情况下
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根轨迹方程



例2 判定si是否为根轨迹上的点。

模值条件

解. 

相角条件
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• 对s平面上任意的点，总存在一个 K*，使其满足模值

  条件，但该点不一定是根轨迹上的点。

• s平面上满足相角条件的点（必定满足模值条件）

  一定在根轨迹上。

  满足相角条件是s点位于根轨迹上的充分必要条件。

• 根轨迹上某点对应的 K* 值，应由模值条件来确定。



绘制根轨迹

法则1 根轨迹的起点和终点：
      根轨迹起始于开环极点，终止于开环零点；如果开环极点个数
      n大于开环零点个数m ，则有 n-m 条根轨迹终止于无穷远处。 
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法则2 根轨迹的分支数，对称性和连续性：

        根轨迹的分支数=开环极点数；根轨迹连续且对称于实轴。 

法则3 实轴上的根轨迹：

       从实轴上最右端的开环零、极点算起，奇数开环零、
       极点到偶数开环零、极点之间的区域必是根轨迹。 
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法则4 根之和：
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n-m ≥ 2时，闭环根之和保持一个常值。
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例3 某单位反馈系统的开环传递函数为                       ，              ， 证明

复平面的根轨迹为圆弧。
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例3 某单位反馈系统的开环传递函数为                       ，              ， 证明

复平面的根轨迹为圆弧。



定理：若系统有2个开环极点，1个开环零点，且在复平面存在根轨迹，

      则复平面的根轨迹一定是以该零点为圆心的圆弧。



定理：若系统有2个开环极点，1个开环零点，且在复平面存在根轨迹，

      则复平面的根轨迹一定是以该零点为圆心的圆弧。



课程回顾

• 根轨迹：  系统中某一参数由 0 → ∞ 变化时，闭环极点

               在 s 平面相应变化所描绘出来的轨迹

• 闭环极点    与开环零点、开环极点及 K* 均有关

相角条件：

模值条件：
• 根轨迹方程

• K与K*的关系

• 闭环零点    = 前向通道零点 + 反馈通道极点



课程回顾
法则1  根轨迹的起点和终点：

根轨迹起始于开环极点，终止于开环零点；当开环极点个数n大
于开环零点个数m时，有 n-m 条根轨迹分支趋向于无穷远处。 

法则2 根轨迹的分支数，对称性和连续性：
       根轨迹的分支数 = 系统阶数；根轨迹连续且对称于实轴。 

法则3  实轴上的根轨迹：
       从实轴上最右端的开环零点或极点向左算起，奇数开环零、极点
       到偶数开环零、极点之间的区域必是根轨迹。 

定理:  若系统有2个开环极点，1个开环零点，且在复平面存在根轨迹，
       则复平面的根轨迹一定是以该零点为圆心的圆弧。

法则4  根之和：
       n-m≥2时，闭环根之和为常数。 
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根轨迹方程

长除法求系数



法则5 渐近线： mn
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根轨迹方程



法则5 渐近线： mn
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例1  系统开环传递函数为 )2(
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KsG ，试绘制根轨迹 。
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例2  系统结构图如图所示。
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① 实轴上的根轨迹：[-4,-2], [-1,0]
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（1）绘制当 K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；

（2）当Re[λ1] = -1 时，λ3=?

用根之和法则分析绘制根轨迹：
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例2  系统结构图如图所示。
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① 实轴上的根轨迹：[-4,-2], [-1,0]
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（1）绘制当 K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；

（2）当Re[λ1] = -1 时，λ3=?

用根之和法则分析绘制根轨迹：

mn

zp
n

i

m

j
ii

a −

−
=

∑ ∑
= =1 1σ mn

k
a −

+
=

π
ϕ

)12(



例2  系统结构图如图所示。
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① 实轴上的根轨迹：[-4,-2], [-1,0]
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（1）绘制当 K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；

（2）当Re[λ1] = -1 时，λ3=?

用根之和法则分析绘制根轨迹：
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例2  系统结构图如图所示。
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① 实轴上的根轨迹：[-4,-2], [-1,0]
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（1）绘制当 K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；

（2）当Re[λ1] = -1 时，λ3=?

用根之和法则分析绘制根轨迹：
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分离点
在哪？



说明：

（无零点时右端为0）

法则6 分离点 d： ∑∑
== −

=
−

m

j j

n

i i zdpd 11

11 （对应重根）
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说明：

（无零点时右端为0）
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例3  单位反馈系统的开环传递函数为
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法则7 与虚轴交点：

解法I ：

1）系统临界稳定点

2）s = jω  是根的点
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Routh ：
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[ ] 03)(Re *2 =+−= KjD ωω

[ ] 02)(Im 3 =+−= ωωωjD
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稳定范围 ：0<K<3



法则8 出射角/入射角
      （起始角/终止角）
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例4  单位反馈系统的开环传递函数为
*( 1.5)( 2 j)( )

( 2.5)( 0.5 j1.5)
K s sG s
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=
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，绘制根轨迹。
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°= 5.1492ϕ



法则8 出射角/入射角
      （起始角/终止角）
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例4  单位反馈系统的开环传递函数为
*( 1.5)( 2 j)( )

( 2.5)( 0.5 j1.5)
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，绘制根轨迹。

°−=+°+°+°−°++° 180]5.63153121199[]90117[ 2ϕ
°= 791θ
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绘制根轨迹的基本法则

法则 5 渐近线
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法则 1 根轨迹的起点和终点

法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性

法则 3 实轴上的根轨迹

法则 4 根之和 ∑
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=
n

i
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1
λ )2( ≥− mn

法则 6 分离点 ∑∑
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法则 7 与虚轴交点

法则 8 出射角/入射角 1)π(2k)
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① 实轴上的根轨迹：[-20, 0]
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④ 分离点： 0
42

1
42

1
20

11
=

−+
+

++
+

+
+

jdjddd
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例5
)42)(20(

)(
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jsss
KsG
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② 渐近线：
6−=aσ

°±°±= 135,45aϕ

① 实轴上的根轨迹：[-20, 0]

④ 分离点： 1.15−=d

⑤ 虚轴交点：
1.4=ω

1389* =K

③ 出射角： °−= 39θ
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稳定的开环增益范围：0 < K < 3.4725

根轨迹先到
分离点还是
先到虚轴？
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稳定的开环
增益范围？



根轨迹起始于开环极点 𝑝𝑝1 = 0， 𝑝𝑝2 = −4, 𝑝𝑝3 = −2 + 𝑗𝑗𝑗, 𝑝𝑝4 = −2 − 𝑗𝑗𝑗，无零点

根轨迹有四条、连续且对称于实轴

① 实轴上的根轨迹 [-4, 0]

② 渐近线与实轴交点为 -2   ，渐近线与实轴正方将夹角为 45   度、135   度
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⑤ 与虚轴交点
 𝝎𝝎 = 𝟎𝟎,𝒌𝒌 = 𝟎𝟎 或 𝝎𝝎 = ± 𝟏𝟏𝟎𝟎,𝒌𝒌 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟎𝟎
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=
𝒅𝒅
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𝒔𝒔 𝒔𝒔 + 𝟒𝟒 𝒔𝒔𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟎𝟎 + 𝒌𝒌 = 𝟎𝟎

𝒅𝒅𝟏𝟏 = −𝟐𝟐, 𝒅𝒅𝟐𝟐 = −𝟐𝟐 + 𝒋𝒋𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟒𝟒, 𝒅𝒅𝟑𝟑 = −𝟐𝟐 − 𝒋𝒋𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟒𝟒

可以验证 𝑑𝑑2，𝑑𝑑3 是系统根轨迹上的点，也是分离点

④ 分离点：



绘制根轨迹的基本法则
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法则 1 根轨迹的起点和终点

法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性

法则 3 实轴上的根轨迹

法则 4 根之和 ∑
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=
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i
i C

1
λ )2( ≥− mn

法则 6 分离点 ∑∑
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法则 7 与虚轴交点

法则 8 出射角/入射角 1)π(2k)
n

1i ip(s
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=
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=
−∠

[ ] [ ] 0)(Im)(Re == ωω jDjD



根轨迹起始于开环极点 𝑝𝑝1 = 0， 𝑝𝑝2 = −4, 𝑝𝑝3 = −2 + 𝑗𝑗𝑗, 𝑝𝑝4 = −2 − 𝑗𝑗𝑗，无零点

根轨迹有四条、连续且对称于实轴

① 实轴上的根轨迹 [-4, 0]

② 渐近线与实轴交点为 -2   ，渐近线与实轴正方将夹角为 45   度、135   度

③ 分离点：
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𝒅𝒅𝒅𝒅(𝒔𝒔)
𝒅𝒅𝒔𝒔

=
𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒔𝒔

𝒔𝒔 𝒔𝒔 + 𝟒𝟒 𝒔𝒔𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝒌𝒌 = 𝟐𝟐

𝒅𝒅𝟏𝟏 = −𝟐𝟐, 𝒅𝒅𝟐𝟐 = −𝟐𝟐 + 𝒋𝒋𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟒𝟒, 𝒅𝒅𝟑𝟑 = −𝟐𝟐 − 𝒋𝒋𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟒𝟒

1)π(2k)
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④ 𝑝𝑝3出射角
−𝟗𝟗𝟐𝟐𝒐𝒐

⑤ 与虚轴交点
 𝝎𝝎 = 𝟐𝟐,𝒌𝒌 = 𝟐𝟐 或 𝝎𝝎 = ± 𝟏𝟏𝟐𝟐,𝒌𝒌 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

可以验证 𝑑𝑑2，𝑑𝑑3 是系统根轨迹上的点，也是分离点

𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒔𝒔
𝒅𝒅𝒔𝒔

= 𝟐𝟐渐近线



关于根轨迹对称性的一个定理：
若开环零极点均为偶数个，且关于一条平行于虚轴的直
线左右对称分布，则根轨迹一定关于该直线左右对称。   
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根轨迹起始于开环极点，一条终止于零点 𝑧𝑧1= −0.4，其他两条趋于渐近线。

① 实轴上的根轨迹[−3.6, −0.4]

② 渐近线与实轴交点为 -1.6  ，渐近线与实轴正方将夹角为 90  度

③ 分离点： 𝑑𝑑 = −1.2

④ 出射角：

    ±90𝑜𝑜
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例6  已知系统结构图，绘制根轨迹。
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④ 与虚轴交点：

③ 出射角： °−=°+°+− 180]13590[0 1θ °−=⇒ 451θ
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第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



根轨迹法分析控制系统性能



例1  系统结构图如图所示

解. (1)

（1）绘制当K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；
（2）分析系统稳定性随 K 变化的规律。
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① 实轴上的根轨迹：[-0.5, 1.75]




=
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v
KK

③ 出射角： °−=°+−° 180]1802[180 θ °=⇒ 90θ

④ 与虚轴交点： 0)1(7)1014(4)( 23 =−+−++= KsKsssD

[ ] 0)1(7)(Re 2 =−+−= KjD ωω

[ ] 0)1014(4)(Im 3 =−+−= ωωωωjD
0=ω

1=K
2=ω
79=K

根轨迹法分析控制系统性能



解. (2)  分析： 

例1  系统结构图如图所示
（1）绘制当K*= 0→∞ 时系统的根轨迹；
（2）分析系统稳定性随 K 变化的规律。



根轨迹法分析控制系统性能

例2 已知系统结构图，K*= 0→∞，绘制系统根轨迹并确定：

⑴ 使系统稳定且为欠阻尼状态时开环增益 K 的取值范围；

⑶ 当 λ3=−5 时，λ1，2=？相应 Κ=?

⑵ 复极点对应 ξ=0.5 (𝜃𝜃 =60ο) 时的 K 值及闭环极点位置；



解.  绘制系统根轨迹
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② 渐近线： 23)42( −=−−=aσ
°°±= 180,60aϕ

① 实轴上的根轨迹：(-∞,-4],  [-2,0]
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⑴ 使系统稳定且为欠阻尼状态时开环增益 K 的取值范围；
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⑴ 使系统稳定且为欠阻尼状态时开环增益 K 的取值范围

⑵ 复极点对应 ξ=0.5 (𝜃𝜃=60ο) 时的 K 值及闭环极点位置

10 << ξ依题，对应 
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⑶ 当 λ3=−5 时，λ1，2=？相应 Κ=?
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绘制根轨迹
根轨迹起始于开环极点，一条终止于零点  𝑧𝑧1= −1 ，另一条趋于渐近线，渐近线为负实轴。
① 实轴上的根轨迹

② 分离点：
𝑑𝑑1 = 1,  𝑑𝑑2 = −3 (开环放大倍数 𝐾𝐾 = 𝑘𝑘

3
= 3)

③ 与虚轴交点：

𝜔𝜔 = ± 3， 𝑘𝑘 = 3 (开环放大倍数 𝐾𝐾 = 𝑘𝑘
3

= 1)

系统性能分析：
① 稳定性分析：在开环放大倍数 K<1时不稳定
② 动态过程分析：
③ 稳态误差分析：

K=3

K=1
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系统性能分析：
① 稳定性分析：在开环放大倍数 K<1时不稳定
② 动态过程分析：
③ 稳态误差分析： K=3

K=1



∑∑
== −

=
−

m

j j

n

i i zdpd 11

11
分离点

绘制根轨迹

系统性能分析：

(1) 稳定性分析：根轨迹与虚轴交点坐标 ±𝑗𝑗 2 (k=6, K=3)，当 0 < 𝐾𝐾 < 3 时闭环稳定。

(2) 动态过程分析：根轨迹在实轴上的分离点 d=-0.423 (k=0.385, K=0.193)
      ① 当 0<K<0.193 时，闭环系统有3个实数极点，单位阶跃响应单调上升；
      ② 当 0.193<K<3 时，2个共轭复数极点为主导极点，动态过程呈现欠阻尼二阶系统的
特性。随着 K 的增加，超调量增大，调整时间增大。

𝑨𝑨 = −𝟐𝟐.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝒋𝒋𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟓𝟓𝟓𝟓



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov第一法（间接法）

3. Lyapunov第二法（直接法）

4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析



参数根轨迹 — 除 K* 之外其他参数变化时系统的根轨迹

例1  单位反馈系统:

0
4
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4
1)( 23 =+++= assssD解. (1)

② 渐近线： 31−=aσ °°±= 180,60aϕ

① 实轴根轨迹：(-∞,0]
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，a=0→∞ 变化，绘制根轨迹；ξ=1时， Φ(s)=?
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分离点处a的值：



解. (2)   ξ=1 时，对应于分离点 d ，ad=2/27， Φ(s)=?
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例2  单位反馈系统的开环传递函数为

解 I . 015990615)( 23 =+++= ssTssD

② 出射角： πθ )12(302 +=−× k
°°±= 180,60θ

① 实轴上的根轨迹：(-∞,-587.7], [-27.7,0]
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+
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Tss
ssG , T=0→∞,  绘制根轨迹。 
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例2 单位反馈系统的开环传递函数为

015990615)( 23 =+++= ssTssD解II . 

④ 入射角： °°±= 180,60θ

① 实轴根轨迹：(-∞,-587.7], [-27.7,0]

)1(
)26(615)( 2 +

+
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Tss
ssG , T=0→∞,  绘制根轨迹。 

② 分离点： 1190−=d

00055.0=dT

)1)(7.587)(7.27(
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零度根轨迹 —系统实质上处于正反馈时的根轨迹
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— 模值条件

— 相角条件
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绘制零度根轨迹的基本法则

★ 法则 5 渐近线
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法则 1 根轨迹的起点和终点

法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性

★ 法则 3 实轴上的根轨迹
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法则 7 与虚轴交点

★ 法则 8 出射角/入射角
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例5 系统结构图如图所示，K*= 0→∞, 变化,
试分别绘制 180°、0°根轨迹。
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例6 系统开环传递函数                          ,分别绘制 0º、180º根轨迹。    
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(1)    绘制 180º 根轨迹



解. 
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解. 

例7 已知
)164)(1(

)1()( 2

*

++−
+

=
ssss

sKsG ，绘根轨迹; 求稳定的K范围。
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例7
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例3  PID控制系统结构图如图所示。
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设                      ,  K*= 0→∞, 采用           控制, 分别绘根轨迹。
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讨论：附加开环零、极点对系统动态性能的影响？
根轨迹部分以下内容未讲！！！
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例5.  系统结构图如图所示, 设计Gc(s)使系统

         满足动态指标                                            。16.3 , 1o o
o o stσ ′′≈ ≈

解出
0.5

7n

ξ
ω

=
 =

2
1,2 j 1- 3.5 j6.06n nλ ξω ξ ω= − ± = − ±

考虑物理可实现，设计   ( )c
s zG s
s p

−
=

−

为使       位于根轨迹上，须使之满足相角条件   1,2λ

( 120 90 ) 180ϕ θ− + + = −  

= − = − =   30 76 30 46θ ϕ取               有   5,z = −

可确定：   9.3p = −
5( )

9.3c
s z sG s
s p s

− +
= =

− +



验算指标
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开环稳定 ≠ 闭环稳定 负反馈未必一定能改善系统性能





例 4 系统结构图如图所示，已知输入         ,求      ,使稳态误差为零。Attr =)(
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按前馈补偿的复合控制方案可以有效提高系统的稳态精度。



干扰信号作用下的稳态误差

例 5 系统如图所示，已知输入                      ，
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除控制输入和干扰作用下产生的稳态误差。 
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稳定性概念
 五种运动模态
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第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov 意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov 第一法（间接法）

3. Lyapunov 第二法（直接法）

4. 线性定常系统的 Lyapunov 稳定性分析



4.2 基于状态空间表达式的稳定性分析

稳定性是系统的重要性质，是系统正常工作
的必要条件。它描述初始条件下系统方程的解是
否具有收敛性，与输入作用无关。

第一法：利用微分方程的解判断系统稳定性
第二法：利用Lyapunov函数判断系统稳定性

1892年俄国学者李雅普诺夫提出的稳定性理
论，采用状态向量描述，适用于单变量、线性、
定常系统，而且适用于多变量、非线性、时变系
统。是确定系统稳定性的更一般的理论。

在数学中以他的姓氏命名的有：李雅普诺夫第一方法，李雅普诺夫第二方法，李雅普诺夫
定理，李雅普诺夫函数，李雅普诺夫变换，李雅普诺夫曲线，李雅普诺夫曲面，李雅普诺
夫球面，李雅普诺夫数，李雅普诺夫随机函数，李雅普诺夫随机算子，李雅普诺夫特征指
数，李雅普诺夫维数，李雅普诺夫系统，李雅普诺夫分式，李雅普诺夫稳定性等等，而其
中以他的姓氏命名的定理、条件有多种。



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

(1)  平衡状态

(2)  Lyapunov意义下的稳定性

(3)  渐近稳定性

(4)  大范围（全局）渐近稳定性

(5)  不稳定性

设系统方程为
�̇�𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑡𝑡

式中 x 为 n 维状态向量，且显含时间变量 t; f(x,t) 为线性或非线性、定
常或时变的 n 维向量函数，展开式为

�̇�𝑥𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑡𝑡 ; 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛

假定方程的解为 𝑥𝑥(𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0), 式中𝑥𝑥0 和 𝑡𝑡0分别为初始状态向量和初始
时刻，则初始条件𝑥𝑥0必满足 𝑥𝑥 𝑡𝑡0; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0 = 𝑥𝑥0



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

(1)  平衡状态

李雅普诺夫关于稳定性的研究均针对平衡状态而言。对于所有𝑡𝑡，满足

�̇�𝑥𝑒𝑒 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑒𝑒 , 𝑡𝑡 = 0 (系统方程 �̇�𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 )

的状态 𝑥𝑥𝑒𝑒 称 为平衡状态。平衡状态的各分量相对于时间不再发生变化。
若已知状态方程，令 �̇�𝑥 = 0 所求得的解 𝑥𝑥，便是一种平衡状态。

̇𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥1

̇𝑥𝑥2 = −𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2

线性定常系统 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥，其平衡状态满足 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0，当𝐴𝐴为非奇异矩阵时，
系统只有唯一的零解，即只存在一个位于状态空间原点的平衡状态。若
𝐴𝐴为奇异矩阵，则系统存在有无穷多个平衡状态。对于非线性系统，可
能有一个或多个平衡状态。



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念
(2) Lyapunov意义下的稳定性

设 𝑥𝑥𝑒𝑒 为系统的一个平衡状态，如果对于给定的任一实数 𝜖𝜖 > 0 ,都对应地存在
一个实数 𝛿𝛿 𝜖𝜖, 𝑡𝑡0 > 0，使得系统初始状态位于以平衡状态 𝑥𝑥𝑒𝑒 为球心，𝛿𝛿 𝜖𝜖, 𝑡𝑡0  
为半径的闭球域 S 𝛿𝛿  内，即

∥ 𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥≤ 𝛿𝛿 𝜖𝜖, 𝑡𝑡0

若系统方程的解 𝑥𝑥 𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0  在 𝑡𝑡 → ∞ 的过程中，都位于以 𝑥𝑥𝑒𝑒 为球心、半径为 𝜖𝜖
的闭球域 𝑆𝑆(𝜖𝜖)内，即

∥ 𝑥𝑥 𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥≤ 𝜖𝜖, 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0

则称系统的平衡状态 𝑥𝑥𝑒𝑒 在李雅普诺夫意义下是稳定的。

式中∥�∥为欧几里得范数，其几何意义是空间距离的尺度。例如∥ 𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥表示状态
空间中𝑥𝑥0至𝑥𝑥𝑒𝑒点之间距离的尺度，其数学表达式为

∥ 𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥= [ 𝑥𝑥10 − 𝑥𝑥1𝑒𝑒 2 +⋅⋅⋅ + 𝑥𝑥𝑛𝑛0 − 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒 2]
1
2



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念
(2) Lyapunov意义下的稳定性

注意：按李雅普诺夫意义下的稳定性定义，当系统作不衰减的振荡运
动时，将在平面描绘出一条封闭曲线，但只要不超出S(ε)，则认为是
稳定的，这与经典控制理论中线性定常系统稳定性的定义是有差异的。
经典控制理论中的稳定，指的是渐近稳定性。

Lyapunov意义下的稳定性



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

(3) 渐近稳定性

若系统的平衡状态 𝑥𝑥𝑒𝑒 不仅具有李雅普诺夫
意义下的稳定性，且有

lim
𝑡𝑡→∞

∥ 𝑥𝑥 𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥= 0

则称此平衡状态是渐近稳定的。此时，从𝑆𝑆(𝛿𝛿)
出发的轨迹不仅不会超出𝑆𝑆(𝜀𝜀) ，且当𝑡𝑡 → ∞时收
敛于𝑥𝑥𝑒𝑒 。

经典控制理论中的稳定性定义与此处的渐近稳定性对应。

若𝛿𝛿与𝑡𝑡0无关，且 lim
𝑡𝑡→∞

∥ 𝑥𝑥 𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡0 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 ∥= 0的极限过程与𝑡𝑡0无关，

则称平衡状态是一致渐近稳定的。



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

(4) 大范围（全局）渐近稳定性

当初始条件扩展至整个状态空间，且平衡状态均具有渐近稳定性时，
称此平衡状态是大范围渐近稳定的。此时𝛿𝛿 → ∞ ， 𝑆𝑆(𝛿𝛿) → ∞。当𝑡𝑡 → ∞
时，由状态空间中任一点出发的轨迹都收敛至 𝑥𝑥𝑒𝑒 。

对于线性系统，如果它是渐近稳定的，则必定是大范围渐近稳定的，
这是因为线性系统的稳定性与初始条件的大小无关。而对于非线性系统
来说，其稳定性往往与初始条件的大小密切相关，系统渐近稳定不一定
是大范围渐近稳定。



考虑线性定常系统
�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥

原点是其平衡点之一。

线性定常系统所有平衡点的稳定性是相同的。因为，对于非零平衡
点，经过状态平移，均可转换为原点，并且状态矩阵不变。

事实上，设 𝑥𝑥𝑒𝑒 是系统的非零平衡点，即𝐴𝐴𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0，令𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒，
则

�̇�𝑧 = �̇�𝑥 − �̇�𝑥𝑒𝑒 = 𝐴𝐴 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒 = 𝐴𝐴𝑧𝑧

可见任意非零平衡点𝑥𝑥𝑒𝑒的稳定性与原点的稳定性是一样的。

因此，当原点是该系统的稳定（渐近稳定）平衡点时，我们称该系统是
稳定（渐近稳定）的。

对于线性系统而言，系统稳定性和平衡状态稳定性是一回事儿。



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

(5) 不稳定性

如果对于某个实数ε>0 和任一个实数δ>0,不管这两个实数有多么
小，在𝑆𝑆(𝛿𝛿)内总存在着一个状态𝑥𝑥0,使得由这一状态出发的轨迹超出
𝑆𝑆 𝜀𝜀 , 则平衡状态 𝑥𝑥𝑒𝑒称为是不稳定的，如图所示。



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

 平衡状态 �̇�𝑥𝑒𝑒 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑒𝑒 , 𝑡𝑡 = 0 (系统方程 �̇�𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 )

 大范围（全局）渐近稳定性

当初始条件扩展至整个状态空间，且平衡状态均具有渐近稳定性

 对于线性系统，如果它是渐近稳定的，则必定是大范围渐近稳定的



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov 意义下的稳定性基本概念

2. Lyapunov 第一法（间接法）

3. Lyapunov 第二法（直接法）

4. 线性定常系统的 Lyapunov 稳定性分析



2. Lyapunov 第一法（间接法）

李雅普诺夫第一法是利用状态方程解的特性来判断系统稳定性的方法，
它适用于线性定常、线性时变以及非线性函数可线性化的情况。我们主要
研究线性定常系统，所以在此仅介绍线性定常系统的特征值判据。

定理9-9 对于线性定常系统 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥, 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡 ≥ 0, 有：系统的唯一平
衡状态𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0 是渐近稳定的充分必要条件是，A的所有特征值均具有负实部。

说明：由于所讨论的系统为线性定常系统，当其为稳定时必是一致稳定，
当其为渐近稳定时必是大范围一致渐近稳定。
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证明 假定A有相异特征值𝜆𝜆1, … , 𝜆𝜆𝑛𝑛，存在非奇异线性变换𝒙𝒙 = 𝑷𝑷 �𝒙𝒙使�𝑨𝑨对角化

变换后状态方程的解为 �𝒙𝒙 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒�𝑨𝑨𝑡𝑡�𝒙𝒙 0 = diag 𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡  … 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛𝑡𝑡 �𝒙𝒙 0

原状态方程的解为 𝒙𝒙 𝑡𝑡 = 𝑷𝑷𝑒𝑒�𝑨𝑨𝑡𝑡𝑷𝑷−1𝒙𝒙 0 = 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝒙𝒙 0

𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡 = 𝑷𝑷𝑒𝑒�𝑨𝑨𝑡𝑡𝑷𝑷−1 = 𝑷𝑷diag 𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡  … 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛𝑡𝑡 𝑷𝑷−1

可以写矩阵多项式的形式

𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑹𝑹𝑖𝑖𝑒𝑒𝜆𝜆𝑖𝑖𝑡𝑡 = 𝑹𝑹1𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡 + ⋯+ 𝑹𝑹𝑛𝑛𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛𝑡𝑡

故 𝒙𝒙 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝒙𝒙 0 = 𝑹𝑹1𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑡𝑡 + ⋯+ 𝑹𝑹𝑛𝑛𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛𝑡𝑡 𝒙𝒙 0

当A的所有特征值均具有负实部时，对于任意𝒙𝒙 0 均有𝒙𝒙 𝑡𝑡 |𝑡𝑡→∞ → 0，系统渐近稳
定。只要有一个特征值实部大于零，对于𝒙𝒙 0 ≠ 0， 𝒙𝒙 𝑡𝑡  便无限增长，系统不稳定。
如果只有一个或一对特征值（非重根）的实部等于零，其余特征值实部均小于零，
𝒙𝒙 𝑡𝑡 便含有常数项或三角函数项，则系统是李雅普诺夫意义下稳定的。

定理9-9 对于线性定常系统 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥, 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡 ≥ 0, 有：系统的唯一平衡
状态𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0 是渐近稳定的充分必要条件是，A的所有特征值均具有负实部。



2. Lyapunov 第一法（间接法）
例9-25 已知线性定常连续系统状态方程为

             �̇�𝑥1 = 𝑥𝑥2， �̇�𝑥2 = 2𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2

试用李雅普诺夫方程判断系统的渐近稳定性。

解： 用特征值判据判断。系统状态方程为

                     �̇�𝑥 = 0 1
2 −1 𝑥𝑥,  𝐴𝐴 = 0 1

2 −1

𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝐴𝐴 = 𝜆𝜆 −1
−2 𝜆𝜆 + 1 = 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 − 2 = (𝜆𝜆 − 1)(𝜆𝜆 + 2)

特征值为−2，1, 故系统不稳定。

定理9-9 对于线性定常系统 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥, 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡 ≥ 0, 有：系统的唯一平衡
状态𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0 是渐近稳定的充分必要条件是，A的所有特征值均具有负实部。



3. Lyapunov 第二法（直接法）
根据古典力学中的振动现象，若系统能量（含动能与位能）随时间推移而衰

减，系统迟早会达到平衡状态，但要找到实际系统的能量函数表达式并非易事。
李雅普诺夫提出，可虚构一个能量函数，后来便被称为李雅普诺夫函数。一般
它与𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛及𝑡𝑡有关，记为𝑉𝑉 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 。若不显含𝑡𝑡，则记以𝑽𝑽 𝒙𝒙 。它是一个标量
函数，考虑到能量总大于零，故为正定函数。能量衰减特性用�̇�𝑉(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)或�̇�𝑉(𝑥𝑥)表示。

李雅普诺夫第二法利用𝑉𝑉 及�̇�𝑉的符号特征，直接对平衡状态稳定性作出判断，无
需求出系统状态方程的解，故称直接法。 

    优点与不足： 此方法解决了一些用其他稳定判据难以解决的非线性系统的稳
定性问题，遗憾的是对一般非线性系统仍未找到构造李雅普诺夫函数的通用方
法。

    经验结论： 对于线性系统，通常用二次型函数 𝒙𝒙𝑻𝑻𝑷𝑷𝒙𝒙 作为李雅普诺夫函数。

    只讨论定理的物理概念和应用。 



3. Lyapunov 第二法（直接法）

(1) 标量函数定号性的简要回顾

正定性  标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 对所有在域𝑆𝑆中的非零状态𝑥𝑥有𝑉𝑉 𝑥𝑥 > 0且𝑉𝑉 0 =0，
则在域𝑆𝑆（域𝑆𝑆 包含状态空间的原点）内的标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 称为是正定的。

负定性  如果-𝑉𝑉 𝑥𝑥 是正定函数，则标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 称为负定函数。

    半正定性  如果标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 除了原点及某些状态处等于零外，在域𝑆𝑆内的
所有状态都是正定的，则𝑉𝑉 𝑥𝑥 称为半正定函数。

半负定性  如果-𝑉𝑉 𝑥𝑥 是半正定函数，则标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 称为半负定函数。

不定性  如果在域𝑆𝑆内，不论域𝑆𝑆多么小，𝑉𝑉 𝑥𝑥 既可为正值也可为负值，则标
量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 称为不定函数。

例如，在二维空间中：

𝑥𝑥12+𝑥𝑥22

(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)2             

−(𝑥𝑥14+𝑥𝑥22)

−𝑥𝑥12

𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥22

正定

半正定

负定

半负定

不定



3. Lyapunov 第二法（直接法）

☛

结论1：

结论2：

经验结论： 对于线性系统，通常用二次型函数 𝒙𝒙𝑻𝑻𝑷𝑷𝒙𝒙 作为李雅普

                 诺夫函数。



3. Lyapunov 第二法（直接法）

(2) Lyapunov第二法主要定理

定理9-10（定常系统大范围渐近稳定判别定理1）  对于定常系统
�̇�𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡 ≥ 0

其中𝑓𝑓 0 = 0, 如果存在一个具有连续一阶导数的标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 ，𝑉𝑉 0 = 0,
并且对于状态空间 𝑋𝑋 中的一切非零点 𝑥𝑥 满足以下条件：

1）𝑉𝑉 𝑥𝑥 为正定；

2）�̇�𝑉(𝑥𝑥)为负定；

3）当 𝑥𝑥 → ∞ 时 𝑉𝑉(𝑥𝑥) → ∞。

则系统的原点平衡状态是大范围渐近稳定的。

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



(2) Lyapunov第二法主要定理

例9-23  设系统状态方程为

                                       �̇�𝑥1 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22)

                                       �̇�𝑥2 = −𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22)

试确定系统的稳定性。

    解  显然，原点（ 𝑥𝑥1 = 0, 𝑥𝑥2 = 0 ）是该系统唯一的平衡状态。选取正定标量函数
𝑉𝑉 𝑥𝑥  为

𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

则沿任意轨迹 𝑉𝑉 𝑥𝑥  对时间的导数

�̇�𝑉 𝑥𝑥 =2𝑥𝑥1 �̇�𝑥1 +2 𝑥𝑥2�̇�𝑥2 = −2(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22) 2

是负定的。这说明𝑉𝑉 𝑥𝑥 沿任意轨迹是连续减小的，因此𝑉𝑉 𝑥𝑥 是一个李雅普诺夫函数。
由于当 𝑥𝑥 → ∞时𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，所以系统在原点处的平衡状态是大范围渐近稳定的。

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



(2) Lyapunov第二法主要定理

例  判断下述系统在原点处的稳定性

                         �̇�𝑥1 = −𝑥𝑥13 −4𝑥𝑥2
                         �̇�𝑥2 = 3𝑥𝑥1 − 7𝑥𝑥2

解：原点是唯一平衡点。考虑

𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥12 + 4𝑥𝑥22 > 0
�̇�𝑉 𝑥𝑥 = −6𝑥𝑥14 − 56𝑥𝑥22 < 0

当 𝑥𝑥 → ∞时𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，故原点全局渐近稳定。

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



3. Lyapunov 第二法（直接法）

(2) Lyapunov第二法主要定理

定理9-11（定常系统大范围渐近稳定判别定理2）  对于定常系统，如果存在
一个具有连续一阶导数的标量𝑉𝑉 𝑥𝑥 ， 𝑉𝑉 0 = 0 ，并且对状态空间 𝑋𝑋 中的一
切非零点 𝑥𝑥 满足如下的条件：

1）𝑉𝑉 𝑥𝑥 为正定；

2）�̇�𝑉 𝑥𝑥 为负半定；

3）对任意 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋，�̇�𝑉(𝑥𝑥 𝑡𝑡; 𝑥𝑥0, 0 ) ≢ 0；

4）当 𝑥𝑥 → ∞时𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞ 。

则系统的原点平衡状态是大范围渐近稳定的。

[定理9-11] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 半负定，则原点是稳定的；此外，若�̇�𝑉 𝑥𝑥
除原点外沿状态轨线不恒为零，则原点是渐近稳定的；再进一步，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



例 判断下述系统在原点处的稳定性

�̇�𝑥 = 0 1
−1 −1 𝑥𝑥

(1) 取                   𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 > 0

得             �̇�𝑉 𝑥𝑥 =2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 −2𝑥𝑥22 不定，不能判定。

(2) 取                   𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 > 0

得               �̇�𝑉 𝑥𝑥 = −2𝑥𝑥22               半负定，故原点稳定。

若�̇�𝑉 𝑥𝑥 =0，则𝑥𝑥2= �̇�𝑥1=0，代入原方程得𝑥𝑥1=0，因而�̇�𝑉 𝑥𝑥 =0仅发生在原点
处。而当 𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞ ，所以原点全局渐近稳定。

(3) 取      𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 1.5𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑇𝑇 1.5 0.5
0.5 1 𝑥𝑥 > 0

得      �̇�𝑉 𝑥𝑥 = −𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥22 < 0
且当 𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞ ，所以原点全局渐近稳定。

◆ 此例说明，选择不同的V函数，可能得到不同的结果，但得到的结论
是不矛盾的。找到“好”的V函数，需要经验和运气。

[定理9-11] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 半负定，则原点是稳定的；此外，若�̇�𝑉 𝑥𝑥 除
原点外沿状态轨线不恒为零，则原点是渐近稳定的；再进一步，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



3. Lyapunov 第二法（直接法）

(2) Lyapunov第二法主要定理

定理9-12（不稳定判别定理）对于定常系统，如果存在一个具有连
续一阶导数的标量函数𝑉𝑉 𝑥𝑥 （其中𝑉𝑉 0 = 0 ），和围绕原点的域 𝛺𝛺，使
得对于一切x∈ 𝛺𝛺和一切 t≥ 𝑡𝑡0满足如下条件：

1）𝑉𝑉 𝑥𝑥 为正定；

2）�̇�𝑉 𝑥𝑥 为正定。

则系统平衡状态为不稳定。

[定理9-12] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 也正定，则原点是不稳定的。



3. Lyapunov 第二法（直接法）

(2) Lyapunov第二法主要定理

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。

[定理9-11] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 半负定，则原点是稳定的；此外，若�̇�𝑉 𝑥𝑥
除原点外沿状态轨线不恒为零，则原点是渐近稳定的；再进一步，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。

[定理9-12] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 也正定，则原点是不稳定的。

◆  以上均为充分条件。某𝑉𝑉 𝑥𝑥 不满足定理条件时，不能下结论。

◆ 若𝑉𝑉 𝑥𝑥 代表广义能量，则�̇�𝑉 𝑥𝑥 代表广义功率。�̇�𝑉 𝑥𝑥 <0，说明沿状态
轨线运动是消耗能量的。 



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov 意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov 第一法（间接法）

3. Lyapunov 第二法（直接法）

4. 线性定常系统的 Lyapunov 稳定性分析



1. Lyapunov意义下的稳定性基本概念

 平衡状态 �̇�𝑥𝑒𝑒 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑒𝑒 , 𝑡𝑡 = 0 (系统方程 �̇�𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 )

当初始条件扩展至整个状态空间，且平衡状态均具有渐近稳定性

 对于线性系统，如果它是渐近稳定的，则必定是大范围渐近稳定的

 Lyapunov意义下的稳定性

 渐近稳定性

 不稳定性

 大范围（全局）渐近稳定性



Lyapunov 稳定性判定定理

定理9-9 对于线性定常系统 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥, 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡 ≥ 0, 有：系统的唯一平
衡状态𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0 是渐近稳定的充分必要条件是，A的所有特征值均具有负实部。

第一法：利用微分方程的解判断系统稳定性
第二法：利用Lyapunov函数判断系统稳定性

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。

[定理9-11] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 半负定，则原点是稳定的；此外，若�̇�𝑉 𝑥𝑥
除原点外沿状态轨线不恒为零，则原点是渐近稳定的；再进一步，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。

[定理9-12] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 也正定，则原点是不稳定的。



第4章 控制系统的稳定性及稳态误差 
4.1 基于传递函数的稳定性分析

      1. 连续系统稳定性定义及劳斯判据（3.8~3.9）
2. 离散系统稳定性定义及劳斯判据（6.7）

4.2 控制系统的稳态误差分析

      1. 控制系统的稳态误差、动态误差系数（3.10）
      2. 离散线性系统的稳态误差、动态误差系数（6.8.3）
4.3 基于根轨迹的稳定性分析

 1. 根轨迹基本概念和基本规则（4.1~4.3）
 2. 根轨迹法分析控制系统性能（4.4）
      3. 特殊根轨迹（4.6）
4.4 基于状态空间表达式的稳定性分析

      1. Lyapunov 意义下的稳定性基本概念

      2. Lyapunov 第一法（间接法）

3. Lyapunov 第二法（直接法）

4. 线性定常系统的 Lyapunov 稳定性分析



4. 线性定常系统的Lyapunov稳定性分析
此处只讨论第二法（直接法）。

（1）线性定常连续系统渐近稳定性的判别

   状态方程�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥, x 0 = 𝑥𝑥0, 𝑡𝑡 ≥ 0，𝐴𝐴 为非奇异矩阵，故原点是唯
一平衡状态。

   设取正定二次型函数:𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑇𝑇𝑃𝑃𝑥𝑥作为可能的李雅普诺夫函数，
考虑到系统状态方程，则有:

�̇�𝑉 𝑥𝑥 = �̇�𝑥𝑇𝑇P𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑇𝑇𝑃𝑃�̇�𝑥 = 𝑥𝑥𝑇𝑇(𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴)𝑥𝑥

𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄, �̇�𝑉 𝑥𝑥 =−𝑥𝑥𝑇𝑇Q𝑥𝑥

   根据定理9-10（定常系统大范围渐近稳定判别定理1），只要Q正
定（即�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定），则系统是大范围渐近稳定的。

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别

线性定常连续系统渐近稳定的充要条件是: 给定一正定矩阵P，存在
着满足

的正定矩阵Q，而𝑥𝑥𝑇𝑇𝑃𝑃𝑥𝑥是该系统的一个李雅普诺夫函数，上述方程
称为李雅普诺夫矩阵代数方程。

   说明: 按上述先给定𝑃𝑃、再验证𝑄𝑄是否正定的步骤去分析系统稳定
性时，若𝑃𝑃选取不当，往往会导致𝑄𝑄非正定。需反复多次选取𝑃𝑃来检
验𝑄𝑄是否正定，很不方便。

   因此，最好是:先选取𝑄𝑄为正定实对阵矩，再求解方程，若求得𝑃𝑃为
正定实对称矩阵，则可判定系统是渐近稳定的。通常选取𝑄𝑄为单位阵
或对角阵。

𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别
定理9-13 线性定常系统�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥，𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0，t≥0的原点平衡状态 𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0
为渐近稳定的充要条件是，对于任意给定的一个正定对称矩Q，有唯一的
正定对称矩阵P满足式

𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄

说明1：定理9-13给出了矩阵A的所有特征值均具有负实部的充要条件。

说明2：定理中Q的唯一限制是其应为对称正定阵。当然，满足这种限
制的Q可能有无穷多个，但判断的结果即系统是否为渐近稳定，则和Q
的不同选择无关。进而Q常选取单位阵I。因此方程简化为：

𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝐼𝐼

根据定理9-13（定常系统大范围渐近稳定判别定理2）可知，若系统任
意状态轨迹在非零状态不存在�̇�𝑉 𝑥𝑥 =0时，Q可选择为正半定的，即允许
Q取半正定对角阵时主对角线上部分元素为零，而解得的 P 仍为正定。



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别
例9-25 已知线性定常连续系统状态方程为
             �̇�𝑥1 = 𝑥𝑥2， �̇�𝑥2 = 2𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2
试用李雅普诺夫方程判断系统的渐近稳定性。
解   为便于对比，先用特征值判据判断。系统状态方程为

                     �̇�𝑥 = 0 1
2 −1 𝑥𝑥,  𝐴𝐴 = 0 1

2 −1
𝜆𝜆𝐼𝐼 − 𝐴𝐴 = 𝜆𝜆 −1

−2 𝜆𝜆 + 1 = 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 − 2 = (𝜆𝜆 − 1)(𝜆𝜆 + 2)

特征值为−2，1, 故系统不稳定。令

𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄 = −𝐼𝐼 𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑇𝑇= 𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃21 𝑃𝑃22

0 2
1 −1

𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃12 𝑃𝑃22

+ 𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃12 𝑃𝑃22

0 1
2 −1 = −1 0

0 −1
 𝑃𝑃 = −3/4 −1/4

−1/4 1/4
由于𝑃𝑃11=−

3
4
<0, det𝑃𝑃 = −1

4
< 0，故,𝑃𝑃不定，可知系统非渐近稳定。

由特征值判据知系统是不稳定的。

𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝐼𝐼



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别

【例】 判定下述线性定常系统的渐近稳定性。

�̇�𝑥 = 0 1
−1 −1 𝑥𝑥

解：取𝑄𝑄 = 𝐼𝐼,  令𝑃𝑃 = 𝑎𝑎 𝑐𝑐
𝑐𝑐 𝑏𝑏 , 代入李雅普诺夫方程得：

0 −1
1 −1

𝑎𝑎 𝑐𝑐
𝑐𝑐 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑐𝑐 𝑏𝑏
0 1
−1 −1 = −1 0

0 −1

解得：

𝑃𝑃 = 1.5 0.5
0.5 1 > 0

所以该系统是渐近稳定的。

𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝐼𝐼



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别
【9-32】试用李雅普诺夫第二法判断下列线性系统平衡状态的稳定性：

�̇�𝑥1 = −𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2， �̇�𝑥2 = 2𝑥𝑥1 − 3𝑥𝑥2
解：原点𝑥𝑥1 = 0, 𝑥𝑥2 = 0是该系统唯一的平衡状态。
（1）𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0是系统唯一的平衡状态。选取正定标量函数

𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 1
2
𝑥𝑥12 + 1

4
𝑥𝑥22

�̇�𝑉 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1�̇�𝑥1+
1
2
𝑥𝑥2�̇�𝑥2 = 𝑥𝑥1 −𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 1

2
𝑥𝑥2 2𝑥𝑥1 − 3𝑥𝑥2

=−𝑥𝑥12 + 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 −
3
2
𝑥𝑥22 = − 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 2 − 1

2
𝑥𝑥22

𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定， �̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，原点平衡状态大范围渐近稳定。

[定理9-10] 𝑉𝑉 𝑥𝑥 正定，�̇�𝑉 𝑥𝑥 负定，则原点是渐近稳定的；进而，若
𝑥𝑥 → ∞时，𝑉𝑉 𝑥𝑥 → ∞，则原点是全局渐近稳定的。

说明：由于所讨论的系统为线性定常系统，当其为稳定时必是一致稳
定，当其为渐近稳定时必是大范围一致渐近稳定。



（2）Q、P 法判断平衡状态稳定性。

�̇�𝑥1
�̇�𝑥2

= −1 1
2 −3

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 ,  𝐴𝐴 = −1 1

2 −3 ,  det𝐴𝐴 = 1

A是非奇异阵，所以𝑥𝑥𝑒𝑒 = 0是系统唯一的平衡状态。
𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑇𝑇𝑃𝑃𝑥𝑥, �̇�𝑉 𝑥𝑥 = −𝑥𝑥𝑇𝑇𝑄𝑄𝑥𝑥,𝑃𝑃 > 0,𝑄𝑄 > 0

𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄 = −I
−1 2
1 −3

𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃21 𝑃𝑃22

+ 𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃21 𝑃𝑃22

−1 1
2 −3 = − 1 0

0 1
解得：

𝑃𝑃12 = 𝑃𝑃21,𝑃𝑃 = 𝑃𝑃11 𝑃𝑃12
𝑃𝑃21 𝑃𝑃22

=
1
8

14 5
5 3

判断P正定性：

𝑃𝑃11 > 0, det 𝑃𝑃 =
17
64

> 0

由于P正定，系统原点平衡状态是大范围渐近稳定的。

�̇�𝑥1 = −𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2， �̇�𝑥2 = 2𝑥𝑥1 − 3𝑥𝑥2𝐴𝐴T𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝐼𝐼



(1) 线性定常连续系统渐近稳定性的判别

本部分小结

线性定常系统    �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥

① 渐近稳定的充要条件: A的特征值全部在左半开平面内;

② 渐近稳定的充要条件: 对任意正定阵Q，存在正定阵P满足李雅普
诺夫方程:

𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = −𝑄𝑄



(2) 线性定常离散系统渐近稳定性的判别
线性定常离散系统状态方程：

𝑥𝑥 𝑘𝑘 + 1 = Φ𝑥𝑥 𝑘𝑘 , 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0;𝑘𝑘 = 0,1,2 ���

式中， Φ是非奇异阵，原点是平衡状态。

取正定二次型函数：𝑉𝑉 𝑥𝑥 𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑘𝑘)

以△ 𝑉𝑉 𝑥𝑥 𝑘𝑘 取代�̇�𝑉(𝑥𝑥)有： △ 𝑉𝑉 𝑥𝑥 𝑘𝑘 = V(𝑥𝑥 𝑘𝑘 + 1 − 𝑉𝑉(x k )
= 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 + 1 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑘𝑘 + 1)-𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑘𝑘
= [Φ𝑥𝑥 𝑘𝑘 ]𝑇𝑇𝑃𝑃 Φ𝑥𝑥 𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑘𝑘)

= 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 Φ𝑇𝑇𝑃𝑃Φ − 𝑃𝑃 𝑥𝑥(𝑘𝑘)

令: 则: ∆𝑉𝑉(𝑥𝑥 𝑘𝑘 = −𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 𝑄𝑄𝑥𝑥(𝑘𝑘)

定理9-14 线性定常离散系统渐近稳定的充分必要条件是，给定任一正
定对称矩阵Q，存在一个正定对称矩阵P，满足

说明： 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑘𝑘 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑘𝑘)是系统的一个李雅普诺夫函数。通常可取 Q=I.

Φ𝑇𝑇𝑃𝑃Φ − 𝑃𝑃 = −𝑄𝑄

Φ𝑇𝑇𝑃𝑃Φ − 𝑃𝑃 = −𝑄𝑄

离散Lyapunov矩阵代数方程



【例】考虑如下离散系统:

𝑥𝑥 𝑘𝑘 + 1 = Φ𝑥𝑥 𝑘𝑘 ， Φ = 0.5 −0.2
1.2 0.8

试分析其稳定性。

解: 假设𝑄𝑄 = 𝐼𝐼 , 求解离散李雅普诺夫方程:
0.5 1.2
−0.2 0.8 𝑃𝑃 0.5 −0.2

1.2 0.8 − 𝑃𝑃 = − 1 0
0 1

得

𝑃𝑃 = 8.2566 1.6073
1.6073 2.2665 >0

所以该系统是渐近稳定的。

Φ𝑇𝑇𝑃𝑃Φ − 𝑃𝑃 = −𝑄𝑄



(2) 线性定常离散系统渐近稳定性的判别

本部分小结

对于线性定常离散系统

𝑥𝑥 𝑘𝑘 + 1 = Φ𝑥𝑥(𝑘𝑘)                  

◆ 系统渐近稳定的充要条件：Φ的特征值的模均小于1

◆ 系统为渐近稳定的充要条件：对任意给定的正定矩阵 𝑄𝑄，存在正定
矩阵P满足离散李雅普诺夫方程:

Φ𝑇𝑇𝑃𝑃Φ − 𝑃𝑃 = −𝑄𝑄
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5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

5.2 典型环节的频率特性

5.3 控制系统的频率特性

5.4 频率域稳定判据

频域分析法特点

⑴ 研究稳态正弦响应的幅值和相角随频率的变化规律

⑵ 由开环频率特性研究闭环稳定性及性能

⑶ 图解分析法，方便，实用

⑷ 有一定的近似性



5.1 频率特性的基本概念、几何表示法
(1) 正弦信号作用下的稳态输出

例1 RC 电路如图所示，ur(t)=Asinωt,   求uc(t)=?
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频率响应：线性系统稳态正弦响应的幅值、相角随输入频率变化的规律性



5.1 频率特性的基本概念、几何表示法
设 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴

1+𝜔𝜔2𝑇𝑇2
sin(𝜔𝜔𝑡𝑡 − arctan𝜔𝜔𝜔𝜔) = 𝐵𝐵sin (𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝛼𝛼)

𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡 = 𝐵𝐵sin (𝜔𝜔𝑡𝑡 − 𝛼𝛼)𝑢𝑢𝑟𝑟 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴sin𝜔𝜔𝑡𝑡

其中 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴
1+𝜔𝜔2𝑇𝑇2

,  −𝛼𝛼 = −arctan𝜔𝜔𝜔𝜔

对照比较可见：都是同频律的正弦信号；改变的是：振幅和相位。

=
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= −𝛼𝛼
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5.1 频率特性的基本概念、几何表示法
设 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴

1+𝜔𝜔2𝑇𝑇2
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应注意的几个问题



5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

例2 系统结构图如图所示,  r(t)=3sin(2t+30º),  求 cs(t),  es(t)。
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5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

(极坐标图)

[G]



频率特性几何表示法

幅频

相频

)( ωjG

 . 频率特性（定义） α. 幅相特性(Nyquist)

)( ωjG∠

Re
Im

Nyquist 形式的频率特性特点：
𝐾𝐾𝐾𝐾(𝑗𝑗𝜔𝜔) 的频率特性是原 𝐾𝐾(𝑗𝑗𝜔𝜔) 曲线上各点的幅值都增大为 K 倍，相角不变。 

β. 对数频率特性(Bode)
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5.2 典型环节的频率特性

除了比例环节以外，非最小

相位环节与最小相位环节的

区别在于开环零、极点的位

置，非最小相位环节对应于

s开右半平面的开环零点或

极点，而最小相位环节对应

S左半平面的零点或极点。



最小相位和非最小相位环节



5.2 典型环节的频率特性
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1. 典型环节的幅相频率特性（Nyquist图） 

⑴ 比例环节

⑵ 微分环节
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5.2 典型环节的频率特性
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惯性环节幅相曲线绘制（Nyquist图绘制） 



5.2 典型环节的频率特性
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例3 系统的幅相曲线如图所示，求系统的传递函数。
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5.2 典型环节的频率特性
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5.2 典型环节的频率特性

⑸ 一阶微分
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⑹ 振荡环节
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Nyquist图分布在第四象限和第三象限。 
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转折点：
𝝎𝝎 = 𝝎𝝎𝒏𝒏 

∠𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎𝒏𝒏) = −𝟗𝟗𝟐𝟐𝒐𝒐
𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎𝒏𝒏) =

𝟏𝟏
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谐振频率ωr 和谐振峰值Mr

频率特性的幅值出现峰值，即出现谐振现象。
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谐振点：



第5章 线性系统的频域分析方法 
5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

5.2 典型环节的频率特性

5.3 控制系统的频率特性

      5.3.1 幅相频率特性（Nyquist 图）

      5.3.2 对数幅频特性（Bode 图）

5.4 频率域稳定判据



频率特性几何表示法
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⑹ 振荡环节
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当𝜔𝜔从0 → ∞ 变化时，相角变化范围是 0𝑜𝑜 → −180𝑜𝑜 
Nyquist图分布在第四象限和第三象限。 

𝜽𝜽=31.8o

转折点：
𝝎𝝎 = 𝝎𝝎𝒏𝒏 

∠𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎𝒏𝒏) = −𝟗𝟗𝟐𝟐𝒐𝒐
𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎𝒏𝒏) =

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝃𝝃



谐振频率ωr 和谐振峰值Mr

频率特性的幅值出现峰值，即出现谐振现象。
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 时才会出现谐振峰
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谐振点：



5.2 典型环节的频率特性
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⑺ 二阶微分
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典型环节的幅相频率特性
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开环幅相特性曲线的绘制

系统的幅相频率特性

𝐾𝐾 𝑠𝑠 =
𝐾𝐾
𝑠𝑠𝑣𝑣
∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 (𝜏𝜏𝑖𝑖𝑠𝑠 + 1)∏𝑘𝑘=1

𝑚𝑚2 (𝜏𝜏𝑘𝑘2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘𝑠𝑠 + 1)
∏𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 (𝑇𝑇𝑗𝑗𝑠𝑠 + 1)∏𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 (𝑇𝑇𝑙𝑙2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙𝑠𝑠 + 1)

𝐾𝐾(𝑗𝑗𝜔𝜔) =
𝐾𝐾
𝜔𝜔𝑣𝑣

∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 𝑗𝑗𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + 1 ∏𝑘𝑘=1

𝑚𝑚2 1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘
∏𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 + 1 ∏𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 1 − 𝑇𝑇𝑙𝑙2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙

= ∑𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 ∠ 𝑗𝑗𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + 1 + ∑𝑖𝑖=1

𝑚𝑚2 ∠ 1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝑣𝑣 × 90°

   −∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛1 ∠ 𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 + 1 − ∑𝑖𝑖=1

𝑛𝑛2 ∠ 1 − 𝑇𝑇𝑙𝑙2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙

= ∑𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + ∑𝑖𝑖=1

𝑚𝑚2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘
1−𝜏𝜏𝑘𝑘

2𝜔𝜔2 − 𝑣𝑣 × 90°

  −∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 − ∑𝑖𝑖=1

𝑛𝑛2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙
1−𝑇𝑇𝑙𝑙

2𝜔𝜔2

∠𝐾𝐾(𝑗𝑗𝜔𝜔)



开环 Nyquist 图绘制

概略绘制：关注起点、终点、象限、与负实轴的交点

𝑲𝑲 𝒔𝒔 =
𝑲𝑲
𝒔𝒔𝒗𝒗
∏𝒊𝒊=𝟏𝟏
𝒎𝒎𝟏𝟏 𝝉𝝉𝒊𝒊𝒔𝒔 + 𝟏𝟏 ∏𝒌𝒌=𝟏𝟏

𝒎𝒎𝟐𝟐  (𝝉𝝉𝒌𝒌𝟐𝟐𝒔𝒔𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝝃𝝃𝒌𝒌𝝉𝝉𝒌𝒌𝒔𝒔 + 𝟏𝟏)
∏𝒋𝒋=𝟏𝟏
𝒏𝒏𝟏𝟏 𝑻𝑻𝒋𝒋𝒔𝒔 + 𝟏𝟏 ∏𝒍𝒍=𝟏𝟏

𝒏𝒏𝟐𝟐  (𝑻𝑻𝒍𝒍𝟐𝟐𝒔𝒔𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝝃𝝃𝒍𝒍𝑻𝑻𝒍𝒍𝒔𝒔+ 𝟏𝟏)

→ −𝟗𝟗𝟐𝟐° × 𝒗𝒗

令𝑲𝑲 𝒋𝒋𝝎𝝎 的虚部为零，求实部

𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎) → 𝟐𝟐
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开环系统的幅相频率特性
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典型环节的幅相频率特性
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开环幅相特性曲线的绘制

𝐾𝐾 𝑠𝑠 =
𝐾𝐾
𝑠𝑠𝑣𝑣
∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 (𝜏𝜏𝑖𝑖𝑠𝑠 + 1)∏𝑘𝑘=1

𝑚𝑚2 (𝜏𝜏𝑘𝑘2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘𝑠𝑠 + 1)
∏𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 (𝑇𝑇𝑗𝑗𝑠𝑠 + 1)∏𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 (𝑇𝑇𝑙𝑙2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙𝑠𝑠 + 1)

(1)确定起点和终点

(2)必要时求出与实轴、虚轴的交点



第5章 线性系统的频域分析方法 
5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

5.2 典型环节的频率特性

5.3 控制系统的频率特性

      5.3.1 幅相频率特性（Nyquist 图）

      5.3.2 对数幅频特性（Bode 图）

5.4 频率域稳定判据



频率特性几何表示法

幅频

相频

)( ωjG

 . 频率特性（定义） α. 幅相特性(Nyquist)

)( ωjG∠

Re
Im

β. 对数频率特性(Bode)

对数幅频

对数相频

)(lg20)( ωω jGL =

)()( ωωϕ jG∠=
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ω
jss

jG
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=
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χ. 对数幅相特性(Nichols)

)( ωjG∠



半（单）对数坐标纸



Bode图

⑴ 幅值相乘 = 对数相加，便于叠加作图；

纵轴

横轴

坐标特点

特点

按 lgω 刻度, dec “十倍频程”
按 ω 标定，等距等比，无 𝝎𝝎 = 𝟐𝟐 这一点

dB)(lg20)( ωω jGL =

⑵ 可在大范围内表示频率特性；
⑶ 利用实验数据容易确定 L(ω)，进而确定G(s)。

线性分度，单位：分贝(dB)

对数频率特性
（Bode）

𝝋𝝋 𝝎𝝎 = ∠𝑲𝑲(𝒋𝒋𝝎𝝎) 单位“度”(°)



典型环节的Bode图

KjG =)( ω⑴ 比例环节

⑵ 微分环节

KL lg20)( =ω
°= 0)(ωϕ

ωω jjG =)(
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⑶ 积分环节 ω
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j
jG 1)( =

ωω lg20)( −=L
°−= 90)(ωϕ

𝐿𝐿(𝜔𝜔)为一条斜率为−20的直线，与𝜔𝜔轴的交点为(𝜔𝜔, 𝐿𝐿 𝜔𝜔 ) = (1,0)；
𝜑𝜑(𝜔𝜔)为一条平行于𝜔𝜔轴的直线（恒为−90°）

𝐿𝐿(𝜔𝜔)为一条斜率为20的直线，与𝜔𝜔轴的交点为 (𝜔𝜔, 𝐿𝐿 𝜔𝜔 ) = (1,0)；
𝜑𝜑(𝜔𝜔)为一条平行于𝜔𝜔轴的直线（恒为90°）

𝐿𝐿(𝜔𝜔)为一条与𝜔𝜔轴平行的直线（随 𝐾𝐾的变化上下平移）；
𝜑𝜑(𝜔𝜔)为一条平行于𝜔𝜔轴重合的直线

𝑲𝑲 𝒔𝒔 = 𝑲𝑲
𝒔𝒔
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典型环节的Bode图
⑷ 惯性环节 T1
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惯性环节对数相频特性 ϕ(ω) 关于 (ω=1/T, ϕ=−45°) 点对称



⑸ 一阶微分
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⑺ 二阶微分
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⑻ 延迟环节
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典型环节的对数频率特性曲线
⑴ KjG =)( ω

⑵ ωω jjG =)(

⑶ ωω jjG 1)( =

⑻ ( ) jG j e τ ωω −=T1)( ωω jjG ++=⑸

⑷ T)1(1)( ωω jjG ++=

⑹ 







+−=

nn

jjG
ω
ωξ

ω
ωω 211)( 2

2

⑺
nn

jjG
ω
ωξ

ω
ωω 21)( 2

2

+−=



典型环节的对数频率特性曲线
微分环节 𝐾𝐾 s = 𝑠𝑠 对照积分环节 𝐾𝐾 s = 1/𝑠𝑠 
一阶微分环节 𝐾𝐾 s = 𝑇𝑇𝑠𝑠 + 1 对照惯性环节 𝐾𝐾 s = 1/(𝑇𝑇𝑠𝑠 + 1)
二阶微分环节 𝐾𝐾 s = 𝑇𝑇2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑇𝑇𝑠𝑠 + 1 = (𝑠𝑠2+2𝜉𝜉𝜔𝜔𝑛𝑛𝑠𝑠 + 𝜔𝜔𝑛𝑛2)/𝜔𝜔𝑛𝑛2对照震荡环节

结论：若两个传递函数互为倒数，则他们的Bode图幅频特性关于𝜔𝜔轴对称。



例1 根据Bode图确定系统传递函数。
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例2 根据Bode图确定系统传递函数。
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典型环节的对数频率特性曲线
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系统的开环Bode图绘制

𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝐾𝐾
𝑠𝑠𝑣𝑣
∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 (𝜏𝜏𝑖𝑖𝑠𝑠 + 1)∏𝑘𝑘=1

𝑚𝑚2 (𝜏𝜏𝑘𝑘2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘𝑠𝑠 + 1)
∏𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 (𝑇𝑇𝑗𝑗𝑠𝑠 + 1)∏𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 (𝑇𝑇𝑙𝑙2𝑠𝑠2 + 2𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙𝑠𝑠 + 1)

𝐿𝐿 𝜔𝜔 = 20 lg 𝐺𝐺  = 20 lg
𝐾𝐾
𝜔𝜔𝑣𝑣

∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 𝑗𝑗𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + 1 ∏𝑘𝑘=1

𝑚𝑚2 1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘
∏𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 + 1 ∏𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 1 − 𝑇𝑇𝑙𝑙2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙

= 20 lg 𝐾𝐾
𝜔𝜔𝑣𝑣 + 20 lg∑𝑖𝑖=1

𝑚𝑚1 𝑗𝑗𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + 1 + 20 lg∑𝑘𝑘=1
𝑚𝑚2 1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘

− 20 lg∑𝑗𝑗=1
𝑛𝑛1 𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 + 1 − 20 lg∑𝑙𝑙=1

𝑛𝑛2 1 − 𝑇𝑇𝑙𝑙2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙

= ∑𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 ∠ 𝑗𝑗𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + 1 + ∑𝑖𝑖=1

𝑚𝑚2 ∠ 1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝑣𝑣 × 90°
−∑𝑖𝑖=1

𝑛𝑛1 ∠ 𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 + 1 + ∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛2 ∠ 1 − 𝑇𝑇𝑙𝑙2𝜔𝜔2 + 𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙

= ∑𝑖𝑖=1
𝑚𝑚1 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 𝜏𝜏𝑖𝑖𝜔𝜔 + ∑𝑖𝑖=1

𝑚𝑚2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘
1−𝜏𝜏𝑘𝑘

2𝜔𝜔2 − 𝑣𝑣 × 90° 

−  ∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan𝑇𝑇𝑗𝑗𝜔𝜔 − ∑𝑖𝑖=1

𝑛𝑛2 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 tan 2𝜔𝜔𝜉𝜉𝑙𝑙𝑇𝑇𝑙𝑙
1−𝑇𝑇𝑙𝑙

2𝜔𝜔2

∠𝐺𝐺(𝑗𝑗𝜔𝜔)



系统的开环Bode图绘制



⑴ 化G(s)为频率特性标准型

⑵ 顺序列出转折频率

⑶ 确定基准线

⑷ 叠加作图
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ssG例1

0.2 惯性环节
0.5 一阶微分
1  振荡环节

)lg20)1(,1( KL ==ω基准点

decdB20 v⋅−斜率

一阶
惯性环节 -20dB/dec
一阶微分 +20dB/dec

二阶
振荡环节 -40dB/dec
二阶微分 +40dB/dec

w=0.2 惯性环节 -20
w=0.5 一阶微分 +20
w=1  振荡环节 -40

最小转折频率之左
的特性及其延长线

绘制系统开环Bode图的步骤

𝑮𝑮 𝒔𝒔 = 𝑲𝑲
𝒔𝒔

, 𝑲𝑲
𝒔𝒔𝒗𝒗



)lg20)1(,1( KL ==ω基准点

decdB20 v⋅−斜率

ω=0.2 惯性环节 -20
ω=0.5 一阶微分 +20
ω=1  振荡环节 -40

⑸ 修正

⑹ 检查

① 两惯性环节转折频率很接近时

② 振荡环节或二阶微分环节

① L(ω) 最右端曲线斜率=-20(n-m) dB/dec

② 转折点数=(惯性)+(一阶微分)+(振荡)+(二阶微分)
③ ϕ(ω) ⇒ -90°(n-m)



⑴ 化G(s)为频率特性标准型

⑵ 顺序列出转折频率

⑶ 确定基准线

⑷ 叠加作图

)lg20)1(,1( KL ==ω基准点
decdB20 v⋅−斜率

一阶
惯性环节 -20dB/dec
一阶微分 +20dB/dec

二阶
振荡环节 -40dB/dec
二阶微分 +40dB/dec

第一转折频率之左
的特性及其延长线

⑸ 修正

⑹ 检查

① 两惯性环节转折频率很接近时
② 振荡环节或二阶微分环节

① L(ω) 最右端曲线斜率=-20(n-m) dB/dec
② 转折点数=(惯性)+(一阶微分)+(振荡)+(二阶微分)
③ ϕ(ω) ⇒ -90°(n-m)

绘制系统开环Bode图的步骤
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解 ① 标准型

②  转折频率

③ 基准线

④  作图

2012 −⇒=ω
2053 −⇒=ω

斜率

⑤  检查
L(ω) 最右端斜率=-20(n-m)=0 
转折点数 = 3 
ϕ(ω) 最终趋于-90º(n-m)=0º 



例3 绘制对数频率特性曲线。
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L(ω)最右端斜率 = -20(n-m)=-80dB/dec
L(ω)转折点数 = 3 个
ϕ(ω) → -90o(n-m)=-360o



例3 绘制对数频率特性曲线。
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例3 绘制对数频率特性曲线。
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例3 绘制对数频率特性曲线。
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例3 绘制对数频率特性曲线。
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坐标刻度规定：
20dB/2cm
  90o  /2cm



例3 绘制对数频率特性曲线。

坐标刻度规定：
20dB/2cm
  90o  /2cm



例4 已知 Bode 图，确定 G(s)，已知 ξ ,𝜔𝜔1, 𝜔𝜔2, 𝜔𝜔0, 𝜔𝜔𝑐𝑐

解 1
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例5 已知 L(ω)，写出G(s)，绘制 ϕ(ω), G(jω)。

解 ⑴
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⑵ 叠加作图

⑶
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例3 绘制对数频率特性曲线。
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求剪切频率 𝜔𝜔𝑐𝑐



𝑗0𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺(𝑗𝑗𝜔𝜔𝑛𝑛) = 𝑗0𝑙𝑙𝑙𝑙
1

2𝜉𝜉
= 2.5𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜔𝜔𝑟𝑟 = 𝜔𝜔𝑛𝑛 1 − 2𝜉𝜉2 = 1.23

𝑗0𝑙𝑙𝑙𝑙
1

2𝜉𝜉 1 − 𝜉𝜉2
 = 3.67
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最小相位系统&非最小相位系统

例7 开环系统Bode图如图所示，求 G(s)。

解 依题有
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求K:
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非最小相位系统
—— 在右半s平面存在开环零、极点或带纯延时环节的系统

★ 非最小相位系统未必不稳定

非最小相位系统由L(ω)不能唯一确定G(s)

★ 最小相位系统由L(ω)可以唯一确定G(s)

★ 非最小相位系统相角变化的绝对值一般
比最小相位系统的大



例6 已知某振荡环节, 增益K=1.5, 当输入信号频率调到 f=5/π Hz 时，

其稳态输出cs(t) 如图所示，相角恰好延迟90º，试写出 G(s)表达式。

解 依题有

srad10522 ===
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ππω f
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⑴ 化G(s)为频率特性标准型

⑵ 顺序列出转折频率

⑶ 确定基准线

⑷ 叠加作图

)lg20)1(,1( KL ==ω基准点
decdB20 v⋅−斜率

一阶
惯性环节 -20dB/dec
一阶微分 +20dB/dec

二阶
振荡环节 -40dB/dec
二阶微分 +40dB/dec

第一转折频率之左
的特性及其延长线

⑸ 修正

⑹ 检查

① 两惯性环节转折频率很接近时
② 振荡环节或二阶微分环节

① L(ω) 最右端曲线斜率=-20(n-m) dB/dec
② 转折点数=(惯性)+(一阶微分)+(振荡)+(二阶微分)
③ ϕ(ω) ⇒ -90°(n-m)

绘制系统开环Bode图的步骤



求剪切频率 𝜔𝜔𝑐𝑐



20𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺(𝑗𝑗𝜔𝜔𝑛𝑛) = 20𝑙𝑙𝑙𝑙
1

2𝜉𝜉
= 2.5𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜔𝜔𝑟𝑟 = 𝜔𝜔𝑛𝑛 1 − 2𝜉𝜉2 = 1.23

20𝑙𝑙𝑙𝑙
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2𝜉𝜉 1 − 𝜉𝜉2
 = 3.67
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最小相位系统&非最小相位系统

例7 开环系统Bode图如图所示，求 G(s)。

解 依题有
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非最小相位系统
—— 在右半s平面存在开环零、极点或带纯延时环节的系统

★ 非最小相位系统未必不稳定

非最小相位系统由L(ω)不能唯一确定G(s)

★ 最小相位系统由L(ω)可以唯一确定G(s)

★ 非最小相位系统相角变化的绝对值一般
比最小相位系统的大



例6 已知某振荡环节, 增益K=1.5, 当输入信号频率调到 f=5/π Hz 时，

其稳态输出cs(t) 如图所示，相角恰好延迟90º，试写出 G(s)表达式。

解 依题有
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第5章 线性系统的频域分析方法

5.1 频率特性的基本概念、几何表示法

5.2 典型环节的频率特性

5.3 控制系统的频率特性

5.3.1 幅相频率特性（Nyquist 图）

5.3.2 对数幅频特性（Bode 图）

5.4 频率域稳定判据

5.4.1 Nyquist 稳定判据

5.4.2 对数稳定判据



频率域稳定判据

系统稳定的充要条件 — 全部闭环极点均具有负的实部

由闭环特征多项式系数（不解根）判定系统稳定性
不能用于研究如何调整系统结构来改善系统稳定性的问题

代数稳定判据 — Ruoth判据

由开环频率特性直接判定闭环系统的稳定性

可研究如何调整系统结构参数改善系统稳定性及性能问题

频域稳定判据 — 
Nyquist 判据
对数稳定判据

可以研究包含延迟环节的系统的稳定性问题



数学基础：幅角定理



数学基础：复变函数𝐹𝐹(𝑠𝑠)
𝜱𝜱 𝒔𝒔 =

𝑮𝑮(𝒔𝒔)
𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯(𝒔𝒔)

𝑭𝑭(𝒋𝒋𝒋𝒋) = 𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒋𝒋𝒋𝒋 𝑯𝑯(𝒋𝒋𝒋𝒋)



数学基础：𝑆𝑆平面闭合曲线Γ

奈氏路径

𝑭𝑭(𝒋𝒋𝒋𝒋) = 𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒋𝒋𝒋𝒋 𝑯𝑯(𝒋𝒋𝒋𝒋)



数学基础：幅角定理

𝑭𝑭(𝒋𝒋𝒋𝒋) = 𝟏𝟏 + 𝑮𝑮 𝒋𝒋𝒋𝒋 𝑯𝑯(𝒋𝒋𝒋𝒋)



数学基础：𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐻𝐻(𝑠𝑠) 闭合曲线的绘制

设F(s)在右半s平面有

1 2 3

1 2 3

( )( )( )
( )

( )( )( )
s s s

F s
s p s p s p

λ λ λ− − −
=

− − −

R:  s 绕奈氏路径一周时，F(jω)包围[F]平面(0, j0)点的圈数

P个极点 (开环极点)
Z个零点 (闭环极点) Z=2

P=1

s 绕奈氏路径转过一周，

RZPPZjF πππω 2)(2)(2)( =−=−−=∠

N: s 绕奈氏路径一周时，开环幅相曲线包围[G]平面(-1, j0)点的圈数

F(jω)绕[F]平面原点转过的角度ϕF(ω)为

NPRPZ 2−=−=

−𝟐𝟐𝝅𝝅 −𝟐𝟐𝝅𝝅

−𝟐𝟐𝝅𝝅

𝟎𝟎

𝟎𝟎𝟎𝟎

°−∠ 180K设𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔 = 𝑲𝑲∗

(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟏𝟏)(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟐𝟐)(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟑𝟑) °−∠ 180K

开环全频段
Nyquist曲线

F(jw)



奈奎斯特(Nyquist) 稳定判据

2Z P N= −
Z:  在右半 s 平面中的闭环极点个数
P:  在右半 s 平面中的开环极点个数
N:  开环幅相曲线 G(jω)H(jω) 包围 (-1, j0) 点的圈数

奈奎斯特稳定判据



例 1：某系统的开环传递函数如下，判断系统的稳定性。

解：其开环全频段的 Nyquist 曲线顺时针包围 (-1, j0) 点2圈，因此           

               R = - 2，N = - 1

很显然，开环不稳定极点个数         

               P = 0

于是，闭环不稳定极点个数

                 Z = P - R = P - 2N = 0-(-2) = 2

闭环系统不稳定。

NPRPZ 2−=−=

𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐻𝐻 𝑠𝑠 =
52

(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠2+2𝑠𝑠 + 5)



例1 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

解 依题有
°−∠= 180)0( KjG

=K

(不稳定)

1T
)(

−
=

s
KsG

°−∠=∞ 900)( jG

11 <K 0=N
10212 =×−=−= NPZ

12 >K
2
1

=N

0
2
1212 =×−=−= NPZ

(稳定)

1( ) T 1 0, KD s s K
T

λ −
= − + = =

2Z P N= −



例2 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

解 依题有
°∠= 0)0( KjG

=K

(稳定)

)1T)(1T)(1T(
)(

321 +++
=

sss
KsG

°−∠=∞ 2700)( jG

)(1 小K 0=N
00202 =×−=−= NPZ

)(2 大K 1−=N
2)1(202 =−−=−= NPZ

(不稳定)

2Z P N= −



例3 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

解 依题有
°∞∠= 0)0( jG

=K

(稳定)

)1T)(1T(
)(

21 ++
=

sss
KsG

°−∠=∞ 2700)( jG

)(1 小K 0=N
00202 =×−=−= NPZ

)(2 大K 1−=N
2)1(202 =−×−=−= NPZ

(不稳定)

°−∞∠=+ 90)0( jG

2Z P N= −



数学基础：𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐻𝐻(𝑠𝑠) 闭合曲线的绘制

设F(s)在右半s平面有

1 2 3

1 2 3

( )( )( )
( )

( )( )( )
s s s

F s
s p s p s p

λ λ λ− − −
=

− − −

R:  s 绕奈氏路径一周时，F(jω)包围[F]平面(0, j0)点的圈数

P个极点 (开环极点)
Z个零点 (闭环极点) Z=2

P=1

s 绕奈氏路径转过一周，

RZPPZjF πππω 2)(2)(2)( =−=−−=∠

N:  s 由s=0沿虚轴→无穷时，开环幅相曲线包围[G]平面(-1, j0)点的圈数

F(jω)绕[F]平面原点转过的角度ϕF(ω)为

NPRPZ 2−=−=

−𝟐𝟐𝝅𝝅 −𝟐𝟐𝝅𝝅

−𝟐𝟐𝝅𝝅

𝟎𝟎

𝟎𝟎𝟎𝟎

°−∠ 180K设𝑮𝑮 𝒔𝒔 𝑯𝑯 𝒔𝒔 = 𝑲𝑲∗

(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟏𝟏)(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟐𝟐)(𝒔𝒔−𝑷𝑷𝟑𝟑) °−∠ 180K

开环全频段
Nyquist曲线

F(jw)



奈奎斯特(Nyquist) 稳定判据

2Z P N= −
Z:  在右半 s 平面中的闭环极点个数
P:  在右半 s 平面中的开环极点个数
N:  开环幅相曲线 G(jω)H(jω) 包围 (-1, j0) 点的圈数

奈奎斯特稳定判据



例 1：某系统的开环传递函数如下，判断系统的稳定性。

解：其开环全频段的 Nyquist 曲线顺时针包围 (-1, j0) 点2圈，因此           

               R = - 2，N = - 1

很显然，开环不稳定极点个数         

               P = 0

于是，闭环不稳定极点个数

                 Z = P - R = P - 2N = 0-(-2) = 2

闭环系统不稳定。

NPRPZ 2−=−=

𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐻𝐻 𝑠𝑠 =
52

(𝑠𝑠 + 2)(𝑠𝑠2+2𝑠𝑠 + 5)



例2 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

解 依题有
°∠= 0)0( KjG

=K

(稳定)

)1T)(1T)(1T(
)(

321 +++
=

sss
KsG

°−∠=∞ 2700)( jG

)(1 小K 0=N
00202 =×−=−= NPZ

)(2 大K 1−=N
2)1(202 =−−=−= NPZ

(不稳定)

2Z P N= −



例3 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

解 依题有
°∞∠= 0)0( jG

=K

(稳定)

)1T)(1T(
)(

21 ++
=

sss
KsG

°−∠=∞ 2700)( jG

)(1 小K 0=N
00202 =×−=−= NPZ

)(2 大K 1−=N
2)1(202 =−×−=−= NPZ

(不稳定)

°−∞∠=+ 90)0( jG

2Z P N= −



例4 已知单位反馈系统开环传递函数，分析系统稳定性。

解 依题有
°∞∠= 0)0( jG

=K

(稳定)

)1T)(1T(
)1()(

21
2 ++

+
=

sss
sKsG τ

°−∠=∞ 2700)( jG

)(1 小K 0=N
00202 =×−=−= NPZ

)(2 大K 1−=N
2)1(202 =−×−=−= NPZ

(不稳定)

°−∞∠=+ 180)0( jG

21 TTτ >>

2Z P N= −



𝑵𝑵 = 𝑵𝑵+ − 𝑵𝑵−

N+ : 正穿越次数
N− : 负穿越次数

穿越：开环Nyquist曲线穿过(-1, j0)点左边实轴
正穿越：ω增大时，Nyquist曲线由上而下穿越
负穿越：ω增大时，Nyquist曲线由下而上穿越

正穿越 负穿越

N 的确定

半次穿越：开环Nyquist曲线起始或终止于(-1, j0)点以左的负实轴，则
穿越次数为半次，且同样有+1/2次穿越和−1/2次穿越

NPRPZ 2−=−=



例 2：两系统的开环Nyquist曲线如下图所示，图中所标注的P表示开环
不稳定极点的个数，试判断闭环系统的稳定性。

N+ =2，N− =1
N=N+ −N− =1
Z=P−2N=2−2=0
闭环系统稳定

N+ =1，N− =1
N=N+ −N− =0
Z=P−2N=0-0=0
闭环系统稳定

正穿越：Nyquist曲线由上而下穿越
负穿越：Nyquist曲线由下而上穿越NPRPZ 2−=−=

𝑵𝑵 = 𝑵𝑵+ − 𝑵𝑵−



奈奎斯特稳定判据

Z
闭环系统不稳定0>

0=
0<

闭环系统稳定

有误！

2. N 的最小单位为二分之一

1. 当[s]平面虚轴上有开环极点时，奈氏路径要从其右边

绕出半径为无穷小的圆弧；[G]平面对应要补充大圆弧

3. 

2Z P N= −
Z:  在右半s平面中的闭环极点个数
P:  在右半s平面中的开环极点个数
N:  开环幅相曲线G (jω) H(jω)包围 (-1, j0)点的圈数

奈奎斯特稳定判据



Nyquist 图与 Bode 图的对应关系
 Nyquist 图上的单位圆与Bode图上的0dB线对应

 单位圆外对应于幅频特性0dB线以上的部分
 单位圆内对应于幅频特性0dB线以下的部分

 Nyquist 图上的负实轴与Bode图上的相频特性的
-180度线对应

 Nyquist 图上(-1, j0)点左侧的负实轴对应于
𝑳𝑳 𝝎𝝎 𝒅𝒅𝒅𝒅

穿越：当 𝐿𝐿(𝜔𝜔) 大于 0dB 时，𝝋𝝋(𝝎𝝎) 穿过-180度线
正穿越一次：ω增大时，由下而上穿越一次
负穿越一次：ω增大时，由上而下穿越一次

𝑵𝑵 = 𝑵𝑵+ − 𝑵𝑵−NPRPZ 2−=−=

𝝋𝝋(𝝎𝝎)

对数频率稳定判据

对数频率稳定判据

剪切频率

剪切频率

穿越频率

穿越频率

幅频特性0dB线以上部分 +
相频特性-180度线



对数频率稳定判据
Bode图上的正负穿越

在Bode图上，L(ω)=20lg|G(jω)H(jω)| > 0dB 的范围内，当ω增加时，
相频特性曲线从下向上穿越-180度相位线为正穿越；反之为负穿越。



例3: 图中为单位反馈系统的开环传递函数Bode图，试判断系统的稳定性。

开环不稳定极点个数P=0。
N+=1, N-=1
Z=P-2N=0-2(N+-N-)=-2(1-1)=0
闭环系统具有0个不稳定极点，稳定。

P=0

开环不稳定极点个数P=2。
N+=1, N-=2
Z=P-2N=2-2(N+-N-)=2-2(1-2)=4
闭环系统具有4个不稳定极点，不稳
定。

P=2

在Bode图上，L(ω)=20lg|G(jω)H(jω)| > 0dB 的范围内，当ω增加时，
相频特性曲线从下向上穿越-180度相位线为正穿越；反之为负穿越。



例4: 图中为单位反馈系统的开环传递函数的Bode图，试判断系统的稳定性。

开环不稳定极点个数P=2。

N+=2, N-=1

Z=P-2N=0-2(N+-N-)=2-2(2-1)=0

闭环系统具有0个不稳定极点，稳定。

P=2



关于半次穿越
 半次正穿越：Bode图相频曲线，自-180度线开始向上

 半次负穿越：Bode图相频曲线，自-180度线开始向下

开环不稳定极点个数P=1。

N+=1/2, N-=0

Z=P-2N=1-2(N+-N-)=1-2(1/2-0)=0

闭环系统具有0个不稳定极点，稳定。

例5：已知系统Bode图的幅频和相频特性如图所示，判断闭环系统的稳定性。

对数频率稳定判据

P=1𝟐𝟐𝟎𝟎 𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑮𝑮(𝒋𝒋𝝎𝝎) dB

𝝓𝝓(𝝎𝝎)



例6 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

°−∠= 180)0( KjG

=K

(不稳定)

)1T)(1T)(1T(
)(

321 ++−
=

sss
KsG

1K
000 =−=−= −+ NNN

10212 =×−=−= NPZ

2K 2
10

2
1

=−=−= −+ NNN

0
2
1212 =×−=−= NPZ

(稳定)

°−∠=∞ 2700)( jG

3K 2
11

2
1

−=−=−= −+ NNN

2)
2
1(212 =−×−=−= NPZ

(不稳定)



关于存在积分环节的情形
若开环传函G(s)H(s)含有串联积分环节，如                                                
则需对对数相频特性曲线作修正：

在对数相频曲线 ω=0+处，由下向上补画一条虚线，该虚线通过的相角为
𝑣𝑣90°。计算正负穿越时，应将补画的虚线作为对数相频特性的一部分。



对数频率稳定判据

例5 已知单位反馈系统开环传递函数,分析系统稳定性。

NPZ 2−=

=K (稳定)

)1T)(1T(
)(

21 ++
=

sss
KsG

1K
000 =−=−= −+ NNN

00202 =×−=−= NPZ

2K 110 −=−=−= −+ NNN
2)1(202 =−×−=−= NPZ

(不稳定)

−+ −= NNN
对数稳定判据

𝐿𝐿(𝜔𝜔) 大于 0𝑑𝑑𝑑𝑑 ，𝜑𝜑 𝜔𝜔 曲线穿越−180°：角度减小为负穿越N-，角度增加为正穿越N+

2Z P N= −



例3 
)15)(1)(12.0(

)(
3

+++
=

sss
KssG

1K

°∠= 00)0( jG

°∠=∞ 0)( KjG
°∠=+ 2700)0( jG

000 =−=−= −+ NNN
00202 =×−=−= NPZ

2K 110 −=−=−= −+ NNN
2)1(202 =−×−=−= NPZ



开环不稳定极点个数P=1。

N+=1/2, N-=0

Z=P-2N=1-2(N+-N-)=1-2(1/2-0)=0

闭环系统具有0个不稳定极点，稳
定。

例6: 某非最小相位系统的开环传递函数如下，判断系统稳定性

其幅频特性很容易画。其相频关系为

在 ω=0 时有 = −180°



例7: 某负反馈系统的开环传递函数为 （K>1）分不同情况判断闭环系统的
稳定性。

该系统是II型系统。开环不稳定极点
个数P=0。
N+=0, N-=0
Z=P-2N=0
闭环系统具有0个不稳定极点。稳
定。(1) T<τ

      对数幅频特性很容易画。

      相频关系为

由于T<τ，可以看出其相角大于-180度。
在0+处的相位是-180°+

该系统为II型系统，需要从ω=0处向上补
画一条线，其穿过的相位为90°*2=180°

写出相频关系表达式，再分析相角变化



例7: 某负反馈系统的开环传递函数为 （K>1）

分不同情况判断闭环系统的稳定性。

(2) T=τ 此时

其相频特性是一条通过-180°的直
线。补画后的相频特性曲线也只是
通过-180°线，而没有穿越。闭环系
统处于临界稳定。



例7: 某负反馈系统的开环传递函数为 （K>1）

分不同情况判断闭环系统的稳定性。

该系统是II型系统。开环不稳定极
点个数P=0。
N+=0, N-=1
Z=P-2N=P-2(N+

-N-)=2
闭环系统具有2不稳定极点。系统不
稳定。

(3) T>τ 对数幅频特性很容易画。
      相频关系为

由于τ<T，可以看出其相角小于-180度。
在0+处的相位是-180°-

该系统为II型系统，需要从ω=0处向上补
画一条线，其穿过的相位为90°*2=180°

补画的相频特性曲线有一次负穿越。



课堂练习 1



课堂练习 2


