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系统辨识的定义

• 系统辨识三要素：数据、模型类和准则

• 数据：记录的输入/输出数据，含有噪声

• 模型类：选定模型

• 准则：代价函数，也称为误差准则
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系统辨识一般流程
• 一般流程：

（1）明确所辨识系统模型的使用目的；

（2）预选待辨识系统的数学模型种类

（3）进行辨识的实验设计，记录I/O数据

（4）数据与处理，野点剔除

（5）模型结构辨识，辨识系统阶次

（6）选择参数估计方法，辨识系统其它参数

（7）模型验证

重点：参数估计方法
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减小随机误差



离线辨识：

(1)过程：系统模型及阶次n选定后，记录下系统全部的I/O数据，然后再用

参数估计方法，辨识系统的模型参数。

(2)特点：需存储数据量大，计算量大，辨识精度较高。事后数据处理方法，

不能用于实时控制系统。

在线辨识：

(1)过程：系统模型及阶次n选定后，先获取一小部分数据，估计系统模

   型参数，再获取新的I/O数据，采用递推修正算法获得新的参数估

   计值，重复上述过程，直至系统运行停止。

(2)特点：数据量小，计算量小，辨识精度稍低。是一种在线数据处理方法，

用于实时控制系统。
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经典辨识和现代辨识

• 经典辨识法

• 非参数模型辨识方法

• 获得是非参数模型，在假设过程是线性的前提下，不必确
定模型的具体结构，适用于任意复杂过程；工程上至今在
使用

• 现代辨识法

• 参数模型辨识方法

• 必须先假定一种模型结构，通过极小化模型与过程之间的
误差准则函数来确定模型参数

• 如果无法确定模型的结构，先进行结构辨识，确定模型结
构参数，然后再确定模型参数
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经典辨识的基本概念

什么是经典辨识    

    由经典控制理论而来。经典控制中由三种典型输入信号

可得三个典型输出，即

        脉冲输入—脉冲响应

        阶跃输入—阶跃响应

        正弦输入—频率响应   

    在自动控制原理中，讲述了如何由它们来求解出系统的

传递函数。

线性定常系统的经典辨识



系统辨识误差准则
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ε(k)为模型与实际系统的误差，可以是输出误差或输入

误差，也可以是广义误差。一般函数f取为误差平方：

)())(( 2 kkf  =

输入误差： ( ) ( ) ( )mk u k u k = −

输出误差： )()()( kykyk m−=

本课程均采用输出误差。



随机过程的基本概念
基本概念

• 随机过程：大量样本𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 , ⋯                    
所构成的总体，其具有统计意义上的
规律性.

• 在每个孤立瞬间，     的取值是随机

• 一维概率密度

• 描述同时刻，不同样本 不同时刻 取
值之间的关系：

• 二维概率密度

概率：

• 三维，四维 … 统计特性

1( , )p x t

( )x t

2 1 2 1 2( , ; , )p x x t t

2 1 2 1 2 1 2( , ; , )p x x t t dx dx

随机过程 & 变量？

𝑥(𝑡)



随机过程的数字特征 – 均值和相关函数

• 与         有关的数字特征量

• 与                有关的数字特征量
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方差：

同一过程，不同时刻 不同随机过程：互相关函数
                            互协方差函数
                             



• 平稳随机过程 or 非平稳随机过程

• 如果一个随机过程的统计性质不随时间改变，则称它为平稳随
机过程.

• 通常考虑的统计性质：

• 对于平稳随机过程：

( )x t 1 2( , )xR t t

不同时刻  𝑡1 ≠ 𝑡2 ≠ ⋯

均值 𝜇𝑥 𝑡1 = 𝜇𝑥 𝑡2 = ⋯ = 𝜇𝑥 (Constant)

𝑅𝑥 𝑡1, 𝑡2 = 𝑅𝑥 𝑡3, 𝑡4 = ⋯ = 𝑅𝑥(𝜏)

相等间隔时间段  𝑡2 − 𝑡1 = t4 − t3 = 𝜏 

概率论：随机变量统计特性一般不变



• 各态遍历性

• 上述统计性质为“集合平均值”

• 具有“时间平均值”的统计性质：

• 各态遍历的平稳随机过程：
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1. 只有平稳随机过程才有可能是各态遍历性的
2. 各态遍历的随机过程一定是平稳的。

一个样本函数能充分地代表整个随机过程的特征

---- 经历了随机过程的各种可能状态 （‘各态遍历’）

必要而非充分条件



• 各态遍历的平稳随机过程

• 两个互相关的随机过程 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡)

• 互相关函数

• 互协方差函数

• 若

则称两随机过程互不相关.
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白噪声及其产生方法
• 白噪声的概念

• 白噪声过程是由一系列不相关的随机变量组成的一种
理想化平稳随机过程.

• 白噪声过程没有“记忆性”.

• 数学描述：如果随机过程 w(t) 满足

则称该随机过程为白噪声过程.
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功率谱密度

频谱（Spectral )：一个时域的信号在频域下的表示方式
频谱分析：找出一个信号在不同频率下的性质（振幅、功率、强
度或相位等）

功率谱密度（Power Spectral Density，PSD）：描述了信号功率
在频域的分布状况，指单位时间的频谱能量分布

𝑆𝑤 𝜔 = න
−∞

∞

𝑅𝑤 𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏

自相关函数 𝑅𝑤 𝜏功率谱密度函数 𝑆𝑤 𝜔

傅里叶变换对



• 白噪声过程的平均功率谱密度（自相关函数的傅立叶变换）：

• 上式表明功率在全频段内均匀分布。基于这一特点，借用光学里
的“白色光”，由于白光是由各种频率（颜色）的单色光混合而
成，因而此信号的这种具有平坦功率谱的性质被称作是“白色的
”，所以称这种噪声为“白噪声”。 不具有该性质的为有色噪声

• 总结：白噪声 -- 平稳随机过程

• 均值为零，自相关函数为脉冲函数，功率谱密度为非零常数

( )−=  2)(wS2( ) ( )wR    =
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• 表示定理

• 若测量数据所含的噪声为白噪声，只需用较简单的辨识方法，就
可得到较好的辨识结果，如相关分析法和最小二乘法；

• 工程实际中的数据所含的噪声通常是有色噪声，即噪声序列中每
一时刻的噪声和另一时刻的噪声是相关的.

• 表示定理阐述的问题就是将有色噪声通过白噪声描述.

• 表示定理：

可以证明：如果有色噪声序列 的谱密度 是 的有
理函数，那么一定存在一个线性环节，它的脉冲传递函数为

且分子、分母的根都在 z 平面的单位圆内.
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• 白噪声序列

• 从实验的角度讲，连续的白噪声不容易产生，而离散的白噪声较
容易产生. 

• 白噪声序列就是白噪声过程的一种离散形式.

• 数学描述：如果随机序列 两两不相关，自相关函数为：

• 对应的谱密度为：
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白噪声序列的产生方法
• 如何在计算机上比较经济地产生理想的各种不同分布的白噪声序

列是辨识仿真研究中的一个重要问题. 目前，已有大量成熟的计
算方法和应用程序可供查询和调用。

• 白噪声序列 —— 随机数

• (0, 1)均匀分布的随机数是最简单、最基本的一种,常作为产生其他分布的
基础

• 正态分布（高斯分布）的随机数是我们最关心的一种.因为根据概率论中的
大数定律，当样本数据足够大时，许多其他分布的随机序列常可近似看作
正态分布随机序列.

• 理论上，只要有了一种具有连续分布的随机数，通过函数变换，
就可产生其他任意分布的随机数.

➢ 𝑛个均匀分布随机变量相加得到的新的随机变量大致符合高斯分布（中心极限
定理），当𝑛 → ∞时符合高斯分布。

➢ 生成两个独立的正态分布变量𝑍1, 𝑍2,则
arctan

𝑍0
𝑍1

2𝜋
+ 0.5 服从（0，1）均匀分布

例：



真随机数：物理现象产生的，如掷钱币、骰子、转轮、核裂变等

⚫ 物理性随机数发生器 ，结果不可预测，“绝对公平”

⚫ 缺点：技术要求较高

伪随机数

计算机中的随机函数是按照一定算法模拟产生的，结果确定、可预测

• 产生(0,1)均匀分布随机数常用递推算法：

• 每一个(0,1)均匀分布的随机数总是前面各时刻随机数的函数.

可预见的结果其出现的概率是100%。所以用计算机随机函数所产生的“随
机数”并不随机，是伪随机数。“有规律的”

产生伪随机数的数学方法很多，最常用的是乘同余法和混合同余法。

所产生的随机数循环周期长，统计性质好

（分布的均匀性、抽样的随机性、试验的独立性、前后的一致性）

),...,,( 111  −+ = iii f



乘同余法：

先产生正整数序列 ，即

式中， ；k 为大于2的整数；M值和序列的周期有关

再令

则      是循环周期为         的伪随机序列。

例：取 𝑘 = 4, 𝐴 = 3, 𝑥0 = 1 ，得到周期为 2𝑘−2 = 4的伪随机序列.  

𝑥0 = 1, 𝑥1 = 3𝑥0 mod 16 = 3, 𝑥2 = 3𝑥1 mod 16 = 9,

𝑥3 = 3𝑥2 mod 16 = 11, 𝑥4 = 3𝑥3 mod 16 = 1

一般地，随机序列的周期𝑇 ≤ 𝑀 = 2𝑘,所以 𝑘 最好取大一些.  

,...3,2,1),(mod}{ 1 == − iMAxx ii

kM 2=

不能太小或 AAA ),8(mod5)8(mod3 

100 =xx 如取正奇数，

}{ i
22 −k

同余符号，A和3关于模8同余

𝜉𝑖 = 𝑥𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑀), 𝑖 = 1,2,3 …
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%白噪声产生程序
A=6; x0=1; M=256; f=2; N=100;
for k=1:N
x2=A*x0; 
x1=mod (x2,M);
v1=x1/256; % 归一化 [0,1）分布
v(:,k)=(v1-0.5)*f; % [-1,1）分布
x0=x1;
v0=v1;
end
v2=v;
k1=k;
%grapher
k=1:k1;
plot(k,v,'r');
xlabel('k'), ylabel('v');
title('(-1,+1)均匀分布的白噪声')

例：产生[-1,1）的伪白噪声序列



(0,1)均匀分布序列生成任意分布的随机数

• 连续分布函数(概率密度函数的积分)

• 𝐹 𝑥 = ∞׬

𝑥
𝑝 𝑡 𝑑𝑡 , −∞ < 𝑥 < +∞

• 理论基础（逆函数法）：设 是(0, 1)均匀分布的随机变量，
F(x) 是给定的连续分布函数，它的逆函数记做 ，则

𝐹−1 𝜉 和𝜂 服从相同的分布，

          即：𝜂 = 𝐹−1 𝜉  均匀分布     给定分布

• 以此定理为基础，可以产生任意分布的随机数。

• 要求分布函数的逆函数的解析式必须存在.但正态分布函数逆函数
的解析式不存在.


)(1 xF −

)(1  −= F

假设 𝜂 为一个任意分布的随机变量，其连续分布函数为 𝐹(𝑥) 。此
时，随机变量 𝜉 = 𝐹(𝜂) 服从区间[0, 1]上的均匀分布。



(0,1)均匀分布序列生成正态分布的随机数

• （逆函数法）：

• 要求分布函数的逆函数的解析式必须存在.但正态分布函数逆函数
的解析式不存在.

)(1  −= F

“大量的独立随机变量之和具有近似于正态的分布”

生成正态分布的随机数
• 中心极限定理：

设随机变量𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁相互独立，服从同一分布且有有限的数学期望𝜇和方

差𝜎 , 则随机变量 ҧ𝑥 =
∑𝑥𝑖

𝑁
，在𝑁无限增大时，服从参数为𝜇和

𝜎2

𝑁
的正态分布

即𝑁 → ∞时， 

ҧ𝑥 → 𝑁(𝑎,
𝜎2

𝑁
)

任意分布         正态分布



• 正态分布随机数的产生

• 统计近似抽样法：

• 设{𝜉𝑖}是(0, 1)均匀分布的随机数序列, 𝑖 = 1, … , 12，

• 由中心极限定理，有

• 若 ，则有

• 即

• {𝜉𝑖}变换生成序列
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“大量的独立随机变量之和具有近似于正态的分布”

目标序列

𝑥 𝜂 ⇒

ҧ𝜉 =
∑𝜉𝑖

𝑁
~ 𝑁(𝜇𝜉 , 𝜎𝜉

2)
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作业：

用上述方法利用Matlab编写一个产生服从标准正态分布的离散白噪声
过程。



Pag

e33

作业：

用上述方法利用Matlab编写一个产生服从标准正态分布的离散白噪声
过程。



相关分析法求取系统的脉冲响应   

相关法的核心是维纳-霍夫方程。

（1）维纳-霍夫方程

SISO系统可由下图表示：

g(τ)为系统的脉冲响应函数，即为我们需要求解的。

依据线性系统的卷积定理有：




−=
0

)()()(  dtxgty



设x(t)为均值0的平稳随机过程，则y(t)亦为均值0的平稳
随机过程。任取时刻t2，当t=t2时，上式为

任选另一时刻t1，用x(t1)乘以上式，有




−=
0

22 )()()(  dtxgty




−=
0

2121 )()()()()(  dtxtxgtytx

两边取数学期望，有

     dtxtxEgtytxE 


−=
0

2121 )()()()()(




−=
0

)()()(  dRgR xxy

式中： 12 tt −= 。上式即为维纳-霍夫方程




−=
0

)()()(  dtxgty +𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒 输入输出：随机关系

自相关函数&互相
关函数：确定关系

1. 𝑥 𝑡1 和𝜎无关
2. 𝑔 𝜎 𝑥(𝑡2 − 𝜎)一致可积

𝑔 𝜎 为确定函数



重写维纳霍夫方程：

(2)由维纳霍夫方程求解脉冲响应g(τ)




−=
0

)()()(  dRgR xxy

若方程中Rxy(·)及Rx(·)已知，则解上述方程可得g(τ)

一般情况下，上述方程极难求解。只有当随机过程的

功率谱密度是有理函数时，维纳霍夫方程才可解。

特殊情况：当𝒙(𝒕)为白噪声信号时，较易求解

)()(  KRx =

)()(  −=− KRx



代入维纳霍夫方程后，可得




=−=
0

)()()()(  KgdKgRxy

可见， 𝑔(𝜏)的求解，只需计算𝑅𝑥𝑦(·)即可。

KRg xy /)()(  =

若观测时间𝑇𝑚充分大，则有

 +=
m

m

T

Txy dttytxR
0

1 )()()( 

由于X,Y是记录的数据序列，则有


−

=

+=
1

0

1
)(

N

i

iixy yx
N

R 

𝑔 𝜏 𝐾 න
0

∞

𝛿 𝑡 − 𝜎 𝑑𝜎

时间平均计算互相关函数 



4.采用白噪声为输入时的辨识结构图

(1)白噪声在工程上人为不可产生；

(2)上述方法只是理论层面上；

(3)实际工程上，常用M序列来代替白噪声输入信号。

5.M序列输入信号的由来(工程中的问题)



M序列的产生及其性质
• 理论分析表明，选用白噪声作为辨识输入信号可以保证获得较好

的辨识效果，但工程上不易实现.

• 最长线性移位寄存器序列（M序列）具有近似白噪声的性质，工程
上又易实现.

• M序列是二进制伪随机码序列（PRBS, Pseudo Random Binary 
Sequences ）的一种形式，其自相关函数接近脉冲函数：







=
+=  00

0Const1

0 




,

,
)()()(

T

M dttMtM
T

R

M序列波形（周期为15）



M序列的产生

移位寄存器由 r 个具有移位功能的触发器串联而成；

(𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, ⋯ , 𝑎𝑛−𝑟)构成一个状态；

每个方框表示一个触发器，方框内的数码表示该触发器的当前状态为

0或1，初始状态可任意设定；

在移位脉冲下，触发器的新的状态将等于原来的输入移位寄存器就将数

码向右平移一位。

1−na 2−na rna −

IMPULSE

SHIFT

INPUT

RESET



将各级状态中的一部分状态进行模2加，反馈到第一级的输入端

在移位时钟脉冲的作用下，得到一个二值序列（最长周期2𝑟 − 1）.

反馈系数 ，分别表示第 i 阶参与或不参与逻辑组合. 

𝑎𝑛 = 𝑐1𝑎𝑛−1 ⊕ 𝑐2𝑎𝑛−2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑐𝑟𝑎𝑛−𝑟 = ෍

𝑖=1

𝑟

⊕ 𝑐𝑖𝑎𝑛−𝑖

其中 表示模2加， 表示模2累加。

1−na 2−na
rna −



na

1c 2c rc

na

10或=ic

 

反馈系数



例: 设有一个四级移位寄存器， .      即反馈逻辑
为 .试写出输出序列 .

• 若初始状态为 ，

输出为全零序列。

• 若初始状态为 （1, 1, 1, 1），则输出序列为

1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 ，周期为15.

• 若初始状态为（0 0 0 1），则输出为

0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1……

只不过是前一种序列的平移而已。

1,0 4321 ==== cccc

43 −− = nnn aaa }{ 4−na

)0,0,0,0(),,,( 4321 =−−−− nnnn aaaa

:4−na

1−na 2−na rna −

IMPULSE

SHIFT

INPUT

RESET

1−na 2−na
rna −



na

1c 2c rc



不能全为0！

异或=模2运算

反馈 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−5 ⊕ 𝑎𝑛−9



M序列的性质
• 由 r 级线性反馈移位寄存器产生的M序列，周期为

• 移位相加特性：M序列 与它的移位 后的序列
按位模2加后，仍为同样的M序列（的某个移位）.

例:  一个四级M序列

1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0

与其延迟6bit的序列

0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1

按位模2加，得到新的序列

1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1

也是M序列，不过比原M序列延迟了13bit，它们是移位等价的.

12 −= r

pN

}{ na  }{ na



M序列的性质
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⚫  M序列中，状态“0”或“1”连续出现的段称为游程。游程中“0”

或“1”的个数称为游程长度。

并且长度为1的游程占总数的1/2，有2n-2个;

并且长度为2的游程占总数的1/4，有2n-3个;

以此类推，长度为i（1≤i≤n-2）的游程占总数的1/2i，有2n-i-1个;

长度为n-1的游程只有1个，为“0”的游程;

长度为n的游程只有1个，为“1”的游程;

1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0

⚫ 一个循环周期内“0”出现（Np-1）/2,”1”出现（Np+1）/2



• 自相关函数： 


+


=
tN

P

M

P

dttMtM
tN

R
0

1
)()()( 


−

=

+=
1

0

)()(
1

)(
PN

kP

M kMkM
N

R 













−−

−
















+
−

=

tNt
N

a

tt
tN

N
a

R

P

P

P

P

M

)(,

,

)(

1

1
1

2

2








( )MR 

2a

1 2 3 1−p p1−2−3−p− 

2

p

a

N
−

PN

M序列的自相关函数



• 由维纳-霍夫方程

• 输入伪随机数信号（近似白噪声，周期性 𝑇）

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑇

𝑅𝑥 𝜏 + 𝑇 = 𝐸 𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 + 𝑇 = 𝐸 𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 = 𝑅𝑥 𝜏

𝑅𝑥 𝜏 = lim
𝑇′→∞

1

𝑇′
න

0

𝑇′

𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡

= lim
𝑘→∞

1

𝑘𝑇
׬

0

𝑘𝑇
𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡 = lim

𝑘→∞

𝑘

𝑘𝑇
׬

0

𝑇
𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡

=
1

𝑇
׬

0

𝑇
𝑥 𝑡 𝑥 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡

 同理， 𝑅𝑥y 𝜏 =
1

T
׬

0

𝑇
𝑥 𝑡 𝑦 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑡




−=
0

)()()(  dRgR xxy
积分至时间∞

𝑅𝑥周期性 𝑇



• M序列辨识线性系统的脉冲响应函数

• 连续-维纳霍夫方程

• 可得离散维纳-霍夫方程

1

0

( ) ( ) ( ) ( )
pN

xy xy x

k

R R g k R k  
−

=

=  =    − 

Δ: 时间离散化精度

连续时间：积分求解难

离散时间：有限项叠加




−=
0

)()()(  dRgR xxy

前向欧拉法：

Δ

𝑔 𝜎 𝑅𝑥(𝜏 − 𝜎)

𝜎

𝜏 → 𝜇Δ, 𝜎 → 𝑘Δ

累加和 → 向量相乘
𝜇 = 0，

𝑅𝑥𝑦 0 = Δ 𝑔 0 𝑅𝑥 0 + 𝑔 1 𝑅𝑥 −1 + ⋯ 𝑔 𝑁𝑝 − 1 𝑅𝑥 1 − 𝑁𝑝

= 𝑅𝑥 0 𝑅𝑥 −1 ⋯ 𝑅𝑥 1 − 𝑁𝑝 𝑔 0 𝑔 1 ⋯ 𝑔 𝑁𝑝 − 1
⊤

𝜇 = 1，

𝑅𝑥𝑦 1 = Δ 𝑔 0 𝑅𝑥 1 + 𝑔 1 𝑅𝑥 0 + ⋯ 𝑔 𝑁𝑝 − 1 𝑅𝑥 2 − 𝑁𝑝

= 𝑅𝑥 1 𝑅𝑥 0 ⋯ 𝑅𝑥 2 − 𝑁𝑝 𝑔 0 𝑔 1 ⋯ 𝑔 𝑁𝑝 − 1
⊤
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1

0

( ) ( ) ( ) ( )
pN

xy xy x

k

R R g k R k  
−

=

=  =    − 

(0)

(1)

( 1)p

g

g
g

g N

 
 
 =
 
 

−  

M

(0)

(1)

-1)

xy

xy

xy

xy p

R

R
R

R N

 
 
 =
 
 
  

M

（

(0) ( 1) ( 1)

(1) (0) ( 1)

( -1) ( - 2) (0)

x x x p

x x x p

x p x p x

R R R N

R R R N
R

R N R N R

− − + 
 

− +
 =
 
 
  

L

L

M M M M

L

2

2 1 1

N 1 2 1
g=

( 1)

1 1 2

p

xy

p

R
a N

 
 
 
 + 
 
 

L

L

M M M M

L

2

1 1
1

1 1
1

1 1
1

p p

p p

p p

N N

N NR a

N N

 
− − 

 
 
− − 

=  
 
 
 
− − 
 

L

L

M M M M

L

2

2

, 0

( )
,1 1

x

p

p

a k

R k a
k N

N

 =


= 
−   −


⋯

⋯

⋯

⋯
⋯

⋯
⋮⋮ ⋮⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

⋯

𝑅−1

离散维纳-霍夫方程

𝑅𝑥𝑦 = 𝛥𝑅𝑔,

𝑔 =
1

𝛥
𝑅−1𝑅𝑥𝑦
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(0)

(1)1
( ) ( ) (1 ) ( 1 )

( 1)

xy p

p

p

y

y
R x x x rN

rN

y rN

   

 
 
  = − − − −   
 

−  

L
M

1
xy

p

R XY
rN

=

(0) (0) (0) 1 ( 1)

(1) (1) ( 1) (0) ( 2)
      

( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( )

xy p

xy p

xy

p xy p p p p p

y R x x x rN

y R x x x rN
Y R X

y rN R N x N x N x rN N

−    
    

− −    = = =
    
    

− − − + − + −          

L

M M

（）

2

2 1 1

1 2 11
g=

( 1)

1 1 2

p

XY
a r N

 
 
 
 + 
 
 

L

L

M M M M

L

ˆ(0)

ˆ(1)
ˆ

ˆ( 1)

g

g
g

g N

 
 
 =
 
 

− 

M

⋯

⋯

⋯

⋯

⋮

⋮⋮

⋮ ⋮ ⋮⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

𝑥(1)

𝑅𝑥𝑦 𝜏 =
1

𝑁
෍

𝑖=0

𝑁−1

𝑥(𝑖)𝑦(𝑖 + 𝜏)

相关分析法：

𝑥𝑦之间关系 ⇒自相关函数、互相关函数关系⇒脉冲响应序列𝑔(𝜏)



用脉冲响应求传递函数

• 假设脉冲响应函数可以用n阶差分方程表示
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0 1 0( ) ( ) (t ) 0ng t a g t a g n+ +  + + +  =L

𝑎1, 𝑎2, ⋯ 𝑎𝑛 为待定系数

1 0 2 0 0

1 0 2 0 0

1 0 2 0 0

( ) ( 2 ) ( ) ( )

( 2 ) ( 3 ) ( ( 1) ) ( )

( ) ( ( 1) ) ( 2 ) ( (n 1) )

n

n

n

a g t a g t a g t n g t

a g t a g t a g t n g t

a g t n a g t n a g t n g t

+  + +  + + +  = −

+  + +  + + + +  = − + 

+  + + +  + + +  = − + − 

L

L

M

L

联立求解n个方程，可得系数 1 2, , na a aL

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

⋮

𝑔 0  , 𝑔 Δ ⋯  𝑔 𝑡0  , 𝑔 𝑡0 + Δ  , 𝑔 𝑡0 + 2Δ  , 𝑔 𝑡0 + 𝑛Δ  , 𝑔 𝑡0 + 𝑛 + 1 Δ  ⋯

脉冲响应序列
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等式中s1,s2…,sn和c1,c2,..,cn为待求的2n个未知数。对上式求Laplace

反变换，得到脉冲响应函数：

 任何一个n阶线性定常系统，如果其传递函数G(s)的特征根为

s1s2…sn，则其传递函数可以表示为：

1 2

1 2

1 2

( )( ) ( )

1 2

( 2 )( 2 ) ( 2 )

1 2

( )( ) ( )

1 2

( )

( 2 )

( )

n

n

n

s ts t s t

n

s ts t s t

n

s t ns t n s t n

n

g t c e c e c e

g t c e c e c e

g t n c e c e c e

++ +

+ +  + 

+ +  + 

 +  = + + +


+  = + + +


 +  = + + +

L

L

L

L

1 2

1 2

( ) n

n

cc c
G s

s s s s s s
= + + +

− − −
L

1 2

1 2( ) ns ts t s t

ng t c e c e c e= + + +L
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要使上式为成立，应令方括号内的值为0，即：

将上面等式带入到下列脉冲响应的差分方程中

2

1 21 ( ) 0,    1, 2i i is s s n

na e a e a e i n
  

+ + + + = =L L

21 2 21 1

1 11 2

1

1 ( ) (

1 ( 0

1 )

)n n n

s s s sn n

n n

s s n

s t s t

s t

nn

a e a e a e a e

a e a

c e c

e

e

c e

   

 

   + + + + + +  +

+ + =



 + + + 

L L

L L

is
e x


=

1( ) ( ) ( ) 0ng t a g t a g t n+ +  + + +  =L

得 到 ：

令 ，则可以得到：

11 0n

na x a x+ + + =L
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解方程可以得到x的n个解x1,x2,…,xn。设：

1 2
1 2

lnln ln
, , , n

n

xx x
s s s = = =

  
L

1 2

1 2, , , nss s

ne x e x e x
 

= = =L

至此可以得到s1,s2…sn，下面求解c1,c2…cn。

1 2

1 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2

(0)

( )

(( 1) )

n

n n

n n n

n n

g c c c

g c x c x c x

g n c x c x c x− − −

= + + +


 = + + +


 −  = + + +

L

L

L

L
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例1：有一个三阶系统，脉冲响应数据如下：

t 0 1 2 3

g(t) 0 0.1924 0.2122 0.1762

试求解该系统的线性定常脉冲传递函数

0.35
( )

( 0.5)( 0.7)
G s

s s
=

+ +

其脉冲响应为 0.5 0.7(t) 1.75(e )t tg e− −= −
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−𝑔 0 = 𝑎1𝑔 1 + 𝑎2𝑔 2
−𝑔 1 = 𝑎1𝑔 2 + 𝑎2𝑔(3)

𝑥1 = 𝑒𝑠1𝑡, 𝑥2 = 𝑒𝑠2𝑡

𝐺 𝑠 =
1.75

𝑠 + 0.5
+

−1.75

𝑠 + 0.7



67

等式中         。因而有

2. 离散系统的脉冲传递函数

( ) ( ), 0,1,2...g i g i i=  =

1
1 0 1

1

1

( )
1

n

n

n

n

b b z b z
G z

a z a z

− −
−

− −

+ + +
=

+ + +

L

L

1 1 2( ) (0) (1) (2)G z g g z g z− − −= + + +L

设系统脉冲传递函数形式为：

根据脉冲传递函数的定义可以得到：

1
1 20 1

1

1

(0) (1) (2)
1

n

n

n

n

b b z b z
g g z g z

a z a z

− −
− −

− −

+ + +
= + + +

+ + +

L
L

L

𝑔 𝑡 = 𝑔 0 𝛿 𝑡 + 𝑔 1 𝛿 𝑡 − 1 + ⋯
 𝑡 = 𝑖时，𝛿 𝑡 − 𝑖 ≠ 0

⇒  ෍

𝑛

∞

𝑐𝑛𝑧−𝑛
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进一步得到:

 

1

1 1

0 1 1

1

( 1)

1

2

(0) (1)

( 1) ( 1 )

(2 ) (2 )

(0)

( ) ( )
n

ii

n

n

n n n

i

n

ii

i

n

g

b b z b z g g a g z

g n a g n i z z

z

n a g n i

g n a g n i

− − −

− − +

=

=

=

−

+ + + = + + + +

   + − +
   

 + +

+ + + −


+ +


−

 



L L

L L

0

1 1

2 2 1

1 -2 1

1     0    0    0     0 (0)

   1     0    0     0 (1)

      1     0    0 (2)

              

( )        1n n n n

b g

b a g

b a a g

g nb a a a a−

     
     
     
     =
     
     
        

L

L

L

LL L L

L

令上式两边z-i的同次项系数相等，可以得到：



69

1

1

(1)     (2)        ( )

(2)     (3)      ( 1)

                       

( )   ( 1

( 1)

( 2)

       

 ()    (2 -1) 2 )

n

n

g g g n

g g g n

g

a g n

a g n

g nan g n g n

−

− +   


 
 

+
 


  
− +   =

   
   

−


 

+    

L

L

L L

L

LL

Hankel矩阵

 

1

1 1

0 1 1

1

( 1)

1

2

(0) (1)

( 1) ( 1 )

(2 ) (2 )

(0)

( ) ( )
n

ii

n

n

n n n

i

n

ii

i

n

g

b b z b z g g a g z

g n a g n i z z

z

n a g n i

g n a g n i

− − −

− − +

=

=

=

−

+ + + = + + + +

   + − +
   

 + +

+ + + −


+ +


−

 



L L

L L

副对角线上的元素都相等的方阵
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例2：设采样间隔时间为0.05s，系统的脉冲响应序列g(k)如下表所示，求系

统的（三阶）离散传递函数。

t 0 0.05 0.1 0.15 0.20 0.25 0.3

k 0 1 2 3 4 5 6

g(k) 0 7.157 9.491 8.564 5.931 2.846 0.145

1
1 0 1

1

1

( )
1

n

n

n

n

b b z b z
G z

a z a z

− −
−

− −

+ + +
=

+ + +

L

L
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阶跃响应法
一种常用的非参数模型辨识方法

• 第一步： 测取过程的阶跃响应

• 第二步：由阶跃响应求过程的传递函数

• 常用方法

• 近似法，切线法、两点法、面积法，半对数法等

• 当阶跃曲线比较规则时，用近似法、半对数法、切线
法和两点法都能比较有效的求得传递函数

8



阶跃响应曲线的实验测定 
当对象的输入量做阶跃变化时，其输出量是随时间

而变化的曲线，则称为阶跃响应曲线。 

 

过程对象 
输入 x(t) 输出 y(t) 

(a)  过程对象 

把阶跃响应转化无因次形式

9



采用阶跃响应曲线的实验方法，必须注意以下事项：

②在输入阶跃信号前，对象必须处于平衡工况。

        当对象长时间处于较大扰动量作用下，被控量的变化

幅度可能超出实际生产所允许的范围。这时，就要把对象

输入信号改用矩形脉冲的形式，测出对象的矩形脉冲响应

曲线，如上图所示。当测到了对象的矩形脉冲响应曲线后，

就可以转换成阶跃响应曲线，其转换方法如下。

①阶跃信号不能太大，以免影响正常生产。但是阶跃信号也
不能太小，以防止对象特性的不真实性。在一般情况下，取
阶跃信号约为正常输入信号的5%～15%。

10



 

0 0 

0 0 

x(t) x(t) 

y(t) y(t) 

t t 

t t 

t0 t0 

t0 t0 

t1 

阶跃响应曲线 矩形脉冲响应曲线 

图：响应曲线 

11



对象输入矩形脉冲信号的幅值为  ，宽度为  。矩形
脉冲信号可以分解为两个方向相反、幅值相等的阶跃信号，
如下图所示。 

0x a

1 1( ) ( ) ( )x t x t x t a= − −
（1） 

假如对象是线性的，则对象输出信号的矩形脉
冲响应     由两个阶跃响应叠加而成。即 

*( )y t

*

*

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y t y t y t a

y t y t y t a

 = − −


= + −

（2） 

式中：        ——矩形脉冲响应曲线；
                   ——正阶跃响应曲线；
          ——负阶跃响应曲线。 

*( )y t

( )y t
( )y t a−

12



式（2）就是由矩形脉冲响应曲线    画出阶跃
响应曲线    的依据。 

*( )y t

( )y t
 

0 

y 

t a 2a 3a 4a 

y
*
(t) y1=y

*
1 

y1 

y2 

y3 

y1 y2 

y
*
2 

y
*
3 

阶跃响应曲线的分段作图法示意图 

14



近似法 

以一阶系统为例： 0 ( )
1

K
W s

Ts
=

+

当                时对的t就是时间常数T( ) 0.63y( )y t = 

15



切线法

可以按切线法得到 T

通过     这一点

作阶跃响应曲线的
切线，交稳态值的
渐近线        于
点A，则OA在时
间轴上的投影即为
时间常数  。 

0=t

)(y

T

18

 

0 t 

x(t) 

x0 

0 t 

y(t) 

y(∞) 

y(0) 

A 

T 

图 ： 求 取 一 阶 惯 性 环 节    的 切 线 法

图：求取一阶惯性环节   的切线法 T



• 两点法

在响应曲线上取两点      和      ，如上图

所示，联立求解得

1 1( , )A t y 2 2( , )B t y

21



• 为什么可以这样做？

输入一个单位阶跃信号

22

1
( ) ( )

(1 )

sK
y s G s e

s Ts s

−= =
+

1( ) ( ( )) 1
t

Ty t y s K e
−

−
−= = −（ ）

1

1 1
1 1 1 1

( )
( ) (1 ) ln(1 )

t

T
t y t

y t K e M M T t
T K





−

− −
= −  − = − =  − = −

2

2 2
2 2 2 2

( )
( ) (1 ) ln(1 )

t

T
t y t

y t K e M M T t
T K





−

− −
= −  − = − =  − = −
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阶跃响应无因次形式

25

面积法（1956年）

*( )h t



1

1 1

1

1 1

1
( )

1

m m

m m

n n

n n

b s b s b s
G s K

a s a s a s

−

−

−

−

+ + + +
=

+ + + +

0

y( )
K

u


=

定义
1

( )
( )

G s K
P s

=

1

1 1

1
11 1

1
( ) 1

1

n n
in n

im m
im m

a s a s a s
P s c s

b s b s b s

− 
−

−
=−

+ + + +
= = +

+ + + +

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拉式变换的终值定理

27



一阶面积

1c=

再令

𝑓 𝑡 = න
0

𝑡

𝑝(𝑠)𝑑𝑠

𝐿 𝑓′ 𝑡 = 𝑠𝐹 𝑠 − 𝑓(0)

28

1

1

1 c s+
1
s

*

1 ( )h t

0 0

0 0

( dt lim ( ) lim ( )

lim ( ( )) lim ( ( ))

t s

s s

p t f t sF s

L f t L p t



→ →

→ →

= =

= =

 ）
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*

1 ( )h t
*( )h t
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1

1

0

1

1

i

i
ii

i
i i

i

i

A s

M s

A s


−


=


=

=

=

+





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两边乘以s 11

0

1

1

i

i
ii

i
i i

i

i

A s

M s

A s




+=


=

=

=

+








1 0

2 1 1 0

3 2 1 1 2 0

2

1 1

0

i

i i i j j

j

A M

A M A M

A M A M A M

A M A M
−

− − −

=

=

= +

= + +

= +
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i

1 11
* *

0 0
1

( ) ( )
[1 h (t)] [1 h (t)]

( 1)! ( 1)!

i ki

i i k

k

t t
A dt A dt

i k

− −− 

−

=

− −
= − + −

− −
 



比较s的各次幂的系数，有

33

 i n当 时

0i ia b= =

i 1

1 i

iA s


=

+

2 1 2 2

1 2 1 1 2 1 21 (1 )(1 )n n m

n n ma s a s a s a s b s b s b s A s A s−

−+ + + + + = + + + + + + +

2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 11 1 ( ) ( )n n

n na s a s a s a s A b s A b b A s−

−+ + + + + = + + + + + +
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1n mA − +

2n mA − +

na
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