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连续系统离散化原理

➢ 问题：数字计算机在数值及时间上的离散性

被仿真系统数值及时间上的连续性

➢ 连续系统的仿真，从本质上：对原连续系统从时间、数值两个方

面对原系统进行离散化并选择合适的数值计算方法来近似积分运

算

➢ 离散模型≈原连续模型？



连续系统离散化原理

1.相似原理

设系统模型为： ，其中u(t) 为输入变量，y(t)为系统变

量；令仿真时间间隔为h，离散化后的输入变量为 ，系统变量

为 ，其中 表示 t=nh。

如果 , 且

即 , 

（对所有 n=0,1,2,…），则可认为两模型等价。
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连续系统离散化原理

2.对仿真建模方法三个基本要求

（1）稳定性：若原连续系统是稳定的，则离散化后得到的仿真模型也应

是稳定的。

（2）准确性：有不同的准确性评价准则，最基本的准则是：

绝对误差准则：

相对误差准则：

其中规定精度的误差量。
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 （3）快速性：若第 n 步计算对应的系统时间间隔为 计算

机由计算需要的时间为 Tn，若 Tn=hn 称为实时仿真，Tnhn 称为超实时

仿真, Tnhn 称为亚实时仿真，对应于离线仿真
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连续系统离散化原理
3.数值积分法
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（1） 数值积分法原理

(1)

考虑如下的具有初值的单变量一阶常微分方程

对(1)的微分方程两边在时间段[tk,tk+1]求积分，得
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连续系统离散化原理
通常假设离散时间点 t0,t1,…，tn 是等距离的，从而定义步长h为

kk tth −= +1 (3)

(2)式的右端存在一个积分项 Qk， 
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数值积分的目的就是用数值计算的方法计算出该积分项 Qk 的值，

从而构造一个迭代式

(4)

kkk Qyy +=+ 1 (5)

因为已知 y0，那么就可以迭代计

算出 y1,y2,…

根据积分的定义，右图所示曲线下的

灰色区域的面积就是 Qk

数值积分方法的不同就在于Qk的计算方法不同。



连续系统离散化原理

（2）欧拉法(Euler)

欧拉法是用矩形面积近似

表示一个步长区间内的积分面
积，即

),( kkk ytfhQ =

带入到(5)式，得到

这相当于将整个曲线 f(t,y) 所夹的面积分为多个宽度为h的矩形

显然，h越小，计算的面积越准确，但计算量越大。
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连续系统离散化原理
已知初始时刻t0时的初值y0，

就可以迭代计算出任意时刻的y
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如此进行的计算，得到一系列离散时间点的y的值yk，而系统(1)的

解析解为连续函数y(t)，因而数值积分实际上是相当于用离散序列yk来

表示表示连续函数y(t)，相当于连续信号的采样。由采样定理可知，只

要步长h足够小，则数值积分解可近似表示连续解。



连续系统离散化原理
欧拉法比较简单，但计算误差也是比较大的，只有当步长比较小

时，计算误差才会比较小。实际上，欧拉法相当于对解析解 y(t) 在 tk

处近似展开，然后取 tk+1 处的值，即
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舍去二次项，即得到欧拉法的公式

所以，欧拉法的截断误差是 )( 2hO

在时间范围 [t0,tf] 内总共需要计算的步数是

因而累计截断误差是
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tt
m

f 0−
=

)()( 2 hOhOm =



仿真误差包括：

1) 截断误差：由算法精度引起的误差，通常步长越小，

截断误差越小；

2) 舍入误差：由计算机精度（有限位数）产生的误差，

通常步长越小，计算次数越多，舍入误差越

大。



连续系统离散化原理

因而，欧拉法是一种一阶方法

，精度比较低。右图表示了局部截

断误差和全局截断误差的关系

计算的总误差是截断误差和舍

入误差的和。为了减少截断误差，

需要将步长取得比较小。但如果步

长取得比较小，那么在既定的仿真

时间内需要计算的步数就会增多，

计算步数的增多会导致舍入误差累

积增大。需要在保证精度的情况下

选择合适的步长。因为舍入误差一

般较小，所以主要考虑的是截断误

差的问题



连续系统离散化原理

欧拉法具备以下特点：

1）欧拉法实际上是采用折线代替了实际曲线，也称之为折线法。

2）欧拉法计算简单，容易实现。由前一点值仅一步递推就可以求

出后一点值，所以称为单步法。

3）欧拉法计算只要给定初始值，即可开始进行递推运算，不需要

其它信息，因此它属于自启动模式。

4）欧拉法是一种近似的处理，存在计算误差，所以系统的计算精

度较低。



（3）梯形法

 ),(),( 112
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(8)式在计算Qk时用到yk+1，但是yk+1是未知的，因而(8)式需要进行迭代

计算。一种简单的迭代是用欧拉法迭代一次，构成预估－校正法。

梯形法的思想是用梯形面积近似表示

一个步长区间内的积分面积，即

(8)
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(9)是预报公式， (10)是校正公式

连续系统离散化原理



连续系统离散化原理
梯形法具备以下特点：

1）采用梯形代替欧拉法的矩形来计算积分面积，其计算精度要

高于欧拉法。

2）采用预报—校正公式，每求一个 ，计算量要比欧拉法多

一倍。因此计算速度较慢。

3）梯形公式中的右端函数含有未知数，不能直接计算左端的变

量值，这是一种隐式处理，要利用迭代法求解。即梯形法不

能自启动，要靠多步法来实现计算。

ky
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龙格-库塔法
二阶龙格－库塔法

设 ，在 tk+1 附近泰勒展开，保留 h2 项htt kk +=+ 1
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上式截断误差是 )( 3hO



将 K1,K2 表达式带入 yk+1 表达式，得到

( ) 
( )

k

k

ty

f

t

f

kkk

ty

f

t

f

kk

kkkk

hKbabaythfaay

hKbbytfha

ythfayy

2

1221221

1212

11

),()(

),(

),(

















+

++++=

++

++=

(14)

将 K2 在 tk,yk 处展开，保留到 h 项，得

hKb
y

f
b

t

f
ytfK

kt

kk 











+




+ 1212 ),(

k
ttd t

d y

y

f

t

f

kkkk hhytfyy =







+ +++= 2

2
1

1 )(),( (11)

注意，在(11)式中， 1

0
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=将(14)与(11)式比较，可得
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3.2



将(14)与(11)式比较，可得

2
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假定a1=a2, 得到一组解
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得到二阶龙格－库塔公式（RK2）

RK2法与预估－校正法计算量相当
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龙格－库塔法特点：

(1) 计算yk+1时只用到yk，所以是单步法。

(2) 不要求h固定，可以改变步长。但在一步计算时，h需保持不变。

(3) 精度取决于步长和方法阶次。为达到相同精度，4阶龙格库塔法比2

阶龙格库塔法步长大10倍，而计算量仅大1倍。因而多采用4阶龙格

库塔法。
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算法 展开项保留阶次 截断误差级别

欧拉法 h O(h2)

预估－校正法 h2 O(h3)

RK2法 h2 O(h3)

RK4法 h4 O(h5)

几种方法都是进行泰勒级数展开取近似项得到的，欧

拉法实际就是一阶龙格库塔法。

龙格-库塔法



龙格库塔法的一般形式
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关于数值积分法的几点讨论：

(1) 单步法和多步法：数值积分的特点是渐进式迭代。当从tk推进到

tk+1时，只需要用tk时刻的数据，就称为单步法。如欧拉法和龙格

库塔法。反之，需要用到tk以及过去时刻 tk-1,tk-2, …的数据，就称

为多步法。

龙格-库塔法

（2）显示和隐式：计算xk+1 时，若公式右端数据均已知，就称为显示法

， 否则就称为隐式法。显示法如欧拉法，龙格库塔法，隐式法如

梯形法，预估－校正法。



【例3.2.1】对微分方程 ，用欧拉法，RK4法计算

t=0.4时的y，设t=0时，y(0)=1，取步长h=0.1
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（2）欧拉法
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(3)RK4法
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时间t 解析解 欧拉法 RK4

t=0 1 1 1

t=0.1 0.8187 0.8 0.8187

t=0.2 0.6703 0.64 0.6703

t=0.3 0.5488 0.512 0.5488

t=0.4 0.4493 0.4096 0.4493

欧拉法与解析解存在较
大误差

RK4与解析解的结果重合

龙格-库塔法



3.2.3 龙格－库塔法的误差估计与步长控制

在保证精度的情况下，选取尽量大的步长，减少计算量。

步长控制可改变算法稳定性、精度和速度。

步长控制需要局部误差估计和步长控制策略。
类似于反馈控制

每积分一步，都设法估计出本步的计算误差εk，然后判断是否

满足允许误差E，据此选择相应的步长控制策略，调整步长。



1. 龙格－库塔法的误差估计

方法：找另一个低阶的龙格－库塔公式，两个公式计算结果之
差作为估计的误差。

高阶方法：龙格－库塔－默森(Merson)法【4阶5级公式】

)4( 54161 KKKyy h
kk +++=+

(17)

其中： ),(1 kk ytfK =

),( 1332 KytfK h
k

h
k ++=

) )(,( 21633 KKytfK h
k

h
k +++=

) )3(,( 31824 KKytfK h
k

h
k +++=

) )34(,( 34125 KKKyhtfK h
kk −+++=

(18)

（1）RKM4法



低阶方法：另一个3阶4级公式
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估计当前步误差为:
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注：采用yk计算，对计算结果不存储，只用于本步的误差估计
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低阶方法：

)2 5 5(ˆ
212 5 61 KKyy h
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误差为:
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（3）其他方法

RKF4－5法：5阶精度4阶误差估计，比RKM4法精确，但计
算量大。

RKS4法：4阶精度3阶误差估计，计算量比RKM4稍微少一点



2. 步长控制:

定义局部误差：
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由此定义可知：yk较大时为相对误差，yk较小时为绝对误差。

（1）加倍－减半法

(21)

设定误差上限εmax和误差下限εmin

加倍－减半法步长控制策略为：
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应用减半步长重算该步

（2）最优步长法：算法存在一定缺陷，需要求偏导数，易出现振荡



线性多步法

利用一个多项式去匹配变量的若干值和它们的导数值
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预报公式

由 和 来预报

取
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写成矩阵形式
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缺点：每次计算得到的d向量中的各元素只需要
其他的计算是多余的

0 1,d d
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例：试用 推导预报 公式1 1 2, ,n k n k n ky y y+ − + − + − n ky +

解：由于给出了三个条件

故用二阶多项式近似，且知
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前面讨论的多步法预报公式是显示公式，未包含 n ky +

在高精度仿真时，对该预报值进行校正，即先预报得到

，然后再用此值推出 n ky +n ky +

校正公式

由 和 及 来预报1 1, , ,n n n ky y y+ + − 1 1, , ,n n n ky y y+ + − n ky +n ky +
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矩阵形式：



引入 ( )2 0 1 0 0Te =

c 1
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例：首先用已知值 预估1 2 3, ,n k n k n ky y y+ − + − + − n ky +

然后用 ，推导 的校正公式1 2, ,n k n k n ky y y+ + − + − n ky +

解：预估公式的矩阵表达式
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校正公式矩阵表达式
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预报公式和校正公式可以统一为如下表达式

当 时，显示预报0 0a = n ky +

当 时，显示预报0 0b = n ky +

当 时，称为隐式校正公式0 0, 0a b 

典型的Adams公式

1

0

k

n k n k j n k j

j

y y h b y+ + − + −

=

= + 
显示公式
隐式公式

0 0b =

0 0b 




+

=
1

),(
k

k

t

t
k d tytfQkkk Qyy +=+ 1

一般地，利用插值原理所建立的一系列数值积分方法也可以导出解
微分方程的一系列计算公式。运用插值方法的关键在于选取合适的
插值节点。假设已构造出f(t,y(t))的插值多项式Pr(t),则
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利用插值原理计算数值积分


