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1)摆杆绕其中心的转动方程为

2)摆杆重心的水平运动可能描述为

3)摆杆中心在垂直方向上的运动可描述为

4)小车水平方向运动可描述为
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倒立摆建模仿真及控制问题





采用牛顿动力学方法可建立单级倒立摆系统的微

分方程如下：

   倒立摆的平衡是使倒立摆的摆杆垂直于水平方
向倒立，可近似处理得:
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即摆杆的角度和角速度以及小车的位移和速度四

个状态变量，忽略摩擦力，则系统的状态方程为： 
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将上式写成向量和矩阵的形式，就成为线性系统的
状态方程： 

这里设：
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什么是LQR?

• LQ（linear quadratic）问题——对于线性系

统的控制器设计问题，如果其性能指标是状态

变量和(或)控制变量的二次型函数的积分，则

这种动态系统的最优化问题称为线性系统二次

型性能指标的最优控制问题（即LQ问题），简

称为线性二次型最优控制问题或线性二次问题。 



• LQR (linear quadratic regulator)即线性二次

型调节器 ,其对象是现代控制理论中以状态空间

形式给出的线性系统 ,而目标函数为对象状态和

控制输入的二次型函数。

• LQR最优设计是指设计出的状态反馈控制器 K要

使二次型目标函数J 取最小值,而 K由权矩阵Q 

与 R 唯一决定,故此 Q、 R 的选择尤为重要。 



LQR控制

线性二次型是指系统的状态方程是线性的，指标函数是状
态变量和控制变量的二次型。考虑线性系统的状态方程
为：

• 找一状态反馈控制律：
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使得二次型性能指标最小化：

其中，x(t)为系统的状态变量；   、   为起始
时间与终止时间；S为终态约束矩阵；Q为运动约
束矩阵；R为约束控制矩阵。其中Q、R决定了系
统误差与控制能量消耗之间的相对重要性。
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为使J最小，由最小值原理得到最优控制为：

      则

式中，矩阵 P 为微分Riccatti方程 

的解。

对于最优反馈系数矩阵，使用Matlab中专门的求解工具
lqr()来求取。 

[K,P]=lqr(A,B,Q,R)
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用Matlab求解lqr(A, B, Q, R)可以求出最优反馈系
数矩阵的值。lqr函数需要选择两个参数R和Q，这两
个参数是用来平衡输入量和状态量的权重。其中，    
代表摆杆角度的权重，而     是小车位置的权重。
这里选择： 

 通过matlab求得：

K = [-82.4246 -10.7034 -10.0000 -11.8512]
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系统仿真



系统仿真框图



MATLAB仿真结果

倒立摆摆角（θ）            小车位移（x）



结论

• 从图中可以看出,在给定外界干扰后,小车能迅速
调整,使整个系统在很短的时间（ 5 s ）内恢复
平衡，达到了较好的控制效果。

• 实验证明,设计的LQR控制器能够对直线一级倒立
摆系统进行有效的实时控制。
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