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一、正确解答下列各题（10分） 

1、图示机构，杆 CD长为 2l，两端各有质量为 m的 C球和 D球, CD杆与转轴
AB 铰接于各自的中点，质量不计。当转轴 AB 转动时，杆 CD 的转角 φ 就发生

变化。设ω = 0时，ϕ ϕ= 0，且盘簧中无力矩。盘簧产生的力矩M与转角 φ的关

系为 ( )M k ϕ ϕ= − 0 ，k为盘簧刚度。试求角速度 ω与转角 φ之间的关系（5分）。 

【解】角速度为 ω时，C球 D球有相应的相同的法向加速度 2sinl  ，虚加惯性

力
2sinml  (均水平方向背离转轴)，系统受力如图。 0

( )M k     ，利用达朗

贝尔原理，对垂直于转轴的 y轴取矩： 
20 2 sin cos 0

y
M M ml l       

得到：
0

2

( )

sin 2

k

ml

 







  

2、图示圆环以初始角速度 ω0绕铅直轴 AC自由转动。此圆环半径为 R，对轴的

转动惯量为 J。在圆环中的点 A有一质量为 m的小球，现由于微小的干扰小球离

开点 A。圆环中的摩擦忽略不计，求小球到达圆环内任意位置（由 θ角表示）时，

圆环的角速度（5分）。                                                       

                                                                      

【解】 1 0z z
L J   ，

2
2

( sin )
z z

L J m r     

此过程对 z轴动量矩守恒，Lz1=Lz2, 故
0

2 2sin
z

z

J

J mr







   
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二、计算题（20分） 

不计图示平面结构中各构件自重，尺寸 a，均布载荷 q，力偶矩M qa= 2 ，水平集中

力F qa= 均为已知。求 A、C、E 处的约束力。 

 

解：1.研究 AB杆 

BM =∑ 0  

=A B
MF F qa
a

= =  

2.研究 BD杆（或 ABD 杆） 

DM =∑ 0  

C
qaF a − =

2

0
2

， =C
qaF
2

 

3. 研究整体 

xF =∑ 0 

    A ExF F F+ − = 0， ExF = 0 

yF =∑ 0  

C EyF F qa+ − = 0， =Ey
qaF
2

 

EM =∑ 0 

+E C
qaM M F a F a− ⋅ + − ⋅ =

23
2 2 0

2
 

=E
qaM

2

2
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三、计算题（20分） 

     图示平面机构中， 杆 AD 可沿套筒 O 滑动，杆 AE 和杆 AB 通过铰链 A 和杆 AD
相连。圆柱体 B 半径为 r，在半径为 rR 2= 的圆弧槽内作纯滚动。图示瞬时圆柱体位

于圆弧槽的最低点，其角速度为 ω1，角加速度为 α1， AB r=
3

3
2

，求图示瞬时杆 AE

的速度和加速度，杆 AD 的角速度和角加速度。  

 

解：杆 AB做瞬时平移 

=A B AEv v r vω= =1 ， ABω = 0 

t n t
A B B ABa a a a= + +
   

  

cos cos30 + sin30t n
A B Ba a a=30    

代入： =t
Ba rα1 ， =n

Ba rω2
1  

A AEa a r + rα ω= = 2
1 1

3

3
 

取铰链 A 为动点，套筒 O 为动系 

+A e rv v v=
  

 

cose Av v rω= = 1

3
30

2


， sinr Av v rω= = 1

1
30

2


 

e
AD

v
r

ω ω= = 1

2 3

3 3
 

t n
A e e r Ca a a a a= + + +
    

 

cos t
A e Ca a a= −30    cos +t

e C Aa a a r rα ω
 

= + = +  
 

2
1 1

3 1 3
30

2 2 3
  

+t
AD ea

r
α α ω

 
= = +  

 

2
1 1

2 3 1 2 3

3 3 3 9
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四、计算题（20分） 

图示传动机构中，均质杆 OD 质量为 m，长为 4r，在力偶 M 作用下绕 O 轴作定轴转

动，并通过套筒 A 和连杆 AB 带动圆柱体 B 沿水平面作纯滚动。均质圆柱体 B 质量也为

m，半径为 r。连杆 AB 和套筒的质量忽略不计，与滑道及 AD 杆之间的摩擦也忽略不计，

滑道的高度为 h r= 2 。系统初始静止，此时
πθ =
3
。试求当系统运动到

πθ =
2
时圆柱体 B

的角速度和角加速度，以及圆柱体与水平面之间的摩擦力。 

 

解： 取系统整体为研究对象，理想约束。 

初始静止，T =0 0  

当系统运动到 θ角时，动能 

O OD BT J mvω= +2 21 3

2 4
 

以滑块 A为动点，OD 杆为动系 

B a e rv v v v= = +
   

， 
sin sin sin

e OD OD
B

v h rv ω ω
θ θ θ

= = =
2 2

2
 

= + sinO OD B BT J mv mvω θ = +  
 

2 2 2 41 3 3 2

2 4 4 3
 

( ) ( )sin sinW M mgrθ θ θ θ= − − −0 02  

T T W− =0 ， 
( ) ( )sin sin

sin
B

M mgr
v

m

θ θ θ θ

θ

− − −
=

 + 
 

2 0 0

4

2

3 2

4 3

 

代入
πθ =
2
，

πθ =0
3
，  

( )
B

M mgr
v

m

π − −
=2

2
4 2 3

3
3

，
( )

B
B

M mgrv
r r m

π
ω

− −
= =

2
4 2 31 3
3

 

( ) ( )sin sin

sin
B

M mgr
v

m

θ θ θ θ

θ

− − −
=

 + 
 

2 0 0

4

2

3 2

4 3

 

( ) ( )sin sincos sin cos
sin sin

B
B

M mgrdv M mgr d dv
dt dt dtm m

θ θ θ θθ θ θθ θ
θ θ

− − −−
= − ⋅

   + +      

30 0

2
4 4

22 8
2

3 2 33 2
4 3 4 3
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代入
πθ =
2
， = B

OD
d v
dt r
θ ω=

2
， B

B
dv a
dt

=  

得 

B
Ma
mr

=
3

17
， =B

B
a M
r mr

α =
2

3

17
 

 

取圆柱体 B为研究对象 

B B sJ F rα = ⋅  

 

=s
MF
r

3

34
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六、计算题（15分） 

图示机构在主动力 F1、F2作用下处于平衡。已知 AH l= , lHD =
3
，h l= 2 , 不计

杆重，试用虚位移原理求平衡时 F1和 F2之间应满足的关系（用其他方法做不给分，工科试

验班同学不做此题）。 

  

解：研究整体，理想约束。列虚功方程 

H GF r F rδ δ− =1 2 0  

由运动学关系 

Hr lδ δθ=  

而 DCB构件做平面运动，瞬心在 C点，故 

DCB AD AD
AD
DC

ω ω ω= =
4

3
 

G DCB

AD

r h lδ ω
δθ ω

= =
8

3
 

代入虚功方程 

F lF l δθ − = 
 

2
1

8
0

3
 

由δθ 的任意性 

=F lF l − 2
1

8
0

3
，  F F= 2

8

3
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七、计算题（15分） 

如图，均质圆柱体 A 半径为 R，质量为 m1，沿倾角为 30o的斜面作纯滚动。在其质

心 A 上用铰链悬连了一单摆。单摆杆 AB 长为 b，质量忽略不计。摆锤 B 质量为 m2。试

采用 xA和 θ 为广义坐标，给出系统的运动微分方程（工科试验班答此题，其他专业同学不做

此题）。 

 

解：取系统整体为研究对象，理想约束，自由度=2 

取 xA和 θ为广义坐标， 

sin( )B Ax x b θ= − −30 , cos( )By b θ= −30  

cos( )B Ax x bθ θ= − −30

  ， sin( )By bθ θ= − −30

  

cos( )B B B A Av x y x b b xθ θ θ= + = + − −2 2 2 2 2 2 2 30 

     

( )

=

cos

A B A

A

T x m v m m x m b

m b x

θ

θ θ

 = + + + 
 

− −

2 2 2 2 2
2 1 2 2

2

3 1 3 1 1

4 2 4 2 2

30



 





 

取 O 点为重力势能零点 

( ) sin cosAV m m gx m gb θ= − + −1 2 230  

( ) ( )

=

cos sin cos

A B A

A A

L T V s m v m m x m b

m b x m m gx m gb

θ

θ θ θ

 = − = + + + 
 

− − + + +

2 2 2 2 2
2 1 2 2

2 1 2 2

3 1 3 1 1

4 2 4 2 2

30 30 



 





 

A A

d L L
dt x x
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
0



   

( ) ( ) ( )cos sin sin =0Am m x m b m b m m gθ θ θ θ + − − + − − + 
 

2
1 2 2 2 1 2

3
30 30 30

2
  

 

  

d L L
dt θθ

∂ ∂  − =  ∂∂ 
0



 

( ) ( )cos sin sinA Am b m x m x m gθ θ θ θ θ− − + − + =2 2 2 230 30 0 

 

   
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一、简答题（10分） 

图示均质杆 AB长为 l ，质量为 m，固连在均质圆盘 O上，形成一个

刚体。圆盘 O质量为 2m，半径为 l/2，绕 O轴作定轴转动。试求： 

（1） 刚体绕 O轴的转动惯量（5分）。 

（2） 当杆 AB处于图示水平位置瞬时，圆盘绕 O轴转动的角速度为 ω，角加速

度为 α，给出此时刚体惯性力系向 O点简化的结果，并在图上标明（5分）。 

 

解：1. 转动惯量 

O
l l lJ J J m ml m

ml

   = + = + + +   
   

=

2 2

2
1 2

2

1

2 12 2 4

43

48

                                         

 
2. 惯性力系简化 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t
IR

n
IR

IR

F ml

F ml

M ml

α

ω

α

=

=

=

2

2

3

4

3

4

43

48 t
IRF

n
IRF

IRM
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二、计算题（20分） 

图示平面组合结构由杆 AH，CH，CI，CD，BD，EG组成。已知：q = 300 kN / m， 

M = 120 kN·m，L = 2 m，各杆件自重不计，A、H、B在同一水平线上，试求支座 A处的

约束力及杆 CH的内力。 

 

解：1. 取整体为研究对象 
 

BM =∑ 0，  

Ay
qLM F L− − − ⋅ =

2

3 0
2

 

kNAy
M qLF
L

= − − = −120
3 6

  

2. 取 AH杆为研究对象 

IM =∑ 0  

CH AyF L F L⋅ − ⋅ =
2

0
2

 

xF =∑ 0  

Ax CHF F− ⋅ =
2

0
2

 

kNCH Ay
MF F qL
L

= = − − = −
2 2

2 120 2
3 6

 

  

 

也可由 AH杆满足三力平衡汇交定理，得到 FA的方向，直接得到 

 

 

 

 

kNAx CH

M qL
F F

L
= ⋅ = − − = −

2
120

2 3 6

kN( ) AF −= 120 左斜下45度方向2
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三、计算题（20分） 

图示平面机构，杆 OA以匀角速度 ω绕 O轴作定轴转动，AB杆 A端与 OA杆铰接，

B端通过套筒 B带动 CD杆作定轴转动， BE杆同时绕 E轴做定轴转动。已知 2AB h , 

OA= BE=h，在图示瞬时 OA杆和 BE杆均处于铅直位置，θ=60o，求该瞬时 CD杆的角速

度（15分）和角加速度（5分）。 

 

解：1. 求 CD杆角速度 
AB杆作瞬时平移                  

A Bv v hω= = ， ABω = 0 , BEω ω=  

取套筒 B为动点，CD杆为动系 

B e rv v v= +
r r r

 

cos o
e Bv v hω= =

3
30

2
， sin o

r Bv v hω= =
1

30
2
， e

CD
v
BC

ω ω= =
3

4
,  

2. 求 CD杆角加速度 
t n t
B B A BAa a a a+ = +

r r r r
 

cos sin cost o n o o
B B Aa a a− =45 45 45  

t n
B A Ba a a hω= + = 22  

t n t n
B B e e r Ca a a a a a+ = + + +

r r r r r r
 

cos sint o n o t
B B e Ca a a a− = −30 30  

cos sint t o n o
e B B Ca a a a h h hω ω ω ω= − + = − ⋅ + ⋅2 23 1 3 1

30 30 2 2
2 2 4 2

 

( )t
ea hω= + 21

3
4

 

( )
( )

t
e

CD

ha
BC h

ω
α ω

+
= = = +

2

2

1
3 3 34
2 2 8

3
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四、计算题（15分）        

曲柄 OA质量为 m，在力偶Ｍ作用下绕轴 O转动，并借助连杆 AB驱动半径为 r的轮 

子在半径为 R 的圆弧槽中作无滑动的滚动。设 OA=AB=R=2r，轮 B 的质量也为 m，AB

杆的质量忽略不计，在图示位置系统从静止开始运动，求该瞬时轮 B的角加速度。 

             
解： 1.研究 OA杆 

O OA ABJ M F rα = − ⋅2  

2. 研究轮 B 
t
B AB sma F F= −  

B B sJ F rα = ⋅  

3. 运动学补充方程 
t
B Ba rα=  

t n t
B B A BAa a a a= = +

r r r r
 

沿水平方向投影 
t
B A OAa a rα= = 2  

结果: 

B
M

mr
α =

2

3

11
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五、计算题 (20分) 

均质圆柱体 A和 B的质量均为 m，半径均为 r，一绳缠在绕固定轴 O转动的圆柱体

A上，绳的一端系在刚度系数为 k的弹簧上，另一端绕过圆柱体 B，系在墙壁上。如图所

示。设各圆柱体与绳子之间无滑动，轴承 O处摩擦不计，系统初始静止，此时弹簧为原

长。设弹簧刚度系数足够小，求： 

（1）圆柱体 B质心下落距离 h时的加速度（10分）， 

（2）此时轴承 O处的约束力（10分）。 
 

解：1. 研究整体，理想约束 

T =1 0， O O B B BT J mv Jω ω= + +2 2 2
2

1 1 1

2 2 2
 

B Bv rω= ， O Bω ω= 2  

BT mv= 2
2

7

4
 

W mgh kh= − 2
12 2  

T T W− =2 1 12， ( )Bv mgh kh
m

= −2 24
2

7
， 

2. 研究圆柱体 O 

( )O O T kJ F F rα = − ⋅  

Ox kF F− = 0  

Oy TF F− = 0  

B
O

a
r

α =
2

， kF kh= 2  

Ox kF F kh= = 2  

( )Oy TF F mg kh= = +
2

3
7

 

 

B
kha g
m

 = − 
 

2 4

7
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六、计算题（15分, 修《理论力学 B》的同学答此题） 

在图示机构中，曲柄 OA长为 r，其上作用有外加力偶M。求系统在图示位置平衡时，

力 P与M之间的关系。 

 

解：研究整体，理想约束 
    列虚功方程                                

CM P rδθ δ− = 0  

cos coso o
A Bv v=30 60  

cos o
B Cv v=30  

A A B

C C C B C

v v v
r v rv rv v r

δθ ω
δ

= = = ⋅ =
2

3  

( )M rP δθ− =
3

0
2

 

M rP=
3

2
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七、计算题（15分, 修《理论力学 A》的同学答此题） 

均质圆盘半径为 r，质量为 m，可绕 O轴转动。在圆盘边缘 A 点处用铰链连接了一

个单摆，如图所示。已知杆 AB 长为 l r= ，质量忽略不计，摆锤 B 质量为 m。令 φ 角为

OA连线与铅垂线的夹角，θ角为杆 AB与铅垂线的夹角。取 φ、θ为广义坐标，试建立系

统的拉格朗日方程。 

 

解： 研究整个系统，理想约束，N=2， 

取 φ、θ为广义坐标 

( )O B BT J m x yϕ= + +& & &2 2 21 1

2 2
 

(sin sin )Bx r ϕ θ= + ， (cos cos )By r ϕ θ= +  

( cos cos )Bx r ϕ ϕ θ θ= + &&&   

( sin sin )By r ϕ ϕ θ θ= − + &&&  

cos( )T mr ϕ θ ϕθ ϕ θ = + + −  
& && &2 2 23 1

4 2  

取 y=0为重力势能零点， (cos cos )BV mgy mgr ϕ θ= − = − +  

cos( ) (cos cos )L T V mr mgrϕ θ ϕθ ϕ θ ϕ θ = − = + + − + +  
& && &2 2 23 1

4 2  

d L L
dt ϕ ϕ

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ &

0， 
d L L
dt θθ

∂ ∂  − =  ∂∂ & 0  

cos( ) sin( ) sing
r

ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ+ − + − + =&& &&& 23
0

2
 

 cos( ) sin( ) sing
r

ϕ ϕ θ θ ϕ ϕ θ θ− + − − + =&&&& & 2 0
















































































































































































































