
1.(1)⾸先可以直接写出矩阵的⼆次型矩阵

使⽤初等⾏变换可以得到它的上三⻆矩阵

显然矩阵的秩

(2)⾸先可以直接写出矩阵的⼆次型矩阵

使⽤初等⾏变换可以得到它的上三⻆矩阵

2.(1)配⽅得到⼀组标准型（不唯⼀）

得到变换矩阵



(2)配⽅得到⼀组标准型（不唯⼀）

得到变换矩阵

或者可以通过假设



3.不唯⼀，举个例⼦

标准型为

合同变换矩阵为

4.计算过程略，可以参照以前作业答案给出的矩阵特征值和特征向量的求法以及正交化过程。
这⾥直接给结果
标准型

对应的正交变换矩阵为



5.(1)该⼆次型写成矩阵形式，通过其顺序主⼦式判断是否正定

正定

(2) 该⼆次型写成矩阵形式，通过其顺序主⼦式判断是否正定

是正定⼆次型



6.(1)写出⼆次型的矩阵形式

(2)通过配⽅将⼆次型化为标准型

当 为满秩矩阵时，可以得到⼆次型矩阵与单位阵 合同（这是正定⼆次型的充要条件）。

那么只需满⾜

7.(1) 正定则存在正交矩阵 使得 , 其中特征值

。 ， 其中对⻆阵元素 。 正

定。

(2) ， 其中对⻆阵元素 。 正定。



(3)

其中对⻆阵元素 。 正定

8.正定矩阵，存在正交矩阵 使得 。其中特征值

9.

充分性：显然对任意 维列向量 有 ，当且仅当 时等号成

⽴。因为 ， 为列满秩矩阵， 不存在⾮零解。对任意 维⾮零列向量 有

。 正定

必要性： 正定则对任意 维⾮零列向量 有 。假设

则必然存在 维⾮零列向量 使得 ，与 ⽭盾，因此

10.使⽤配⽅法得到

对应的标准型和⼆次型 。之后参照第9题结论即可。

11.⼆次型矩阵为

经过正交变化得到的对⻆阵上的元素 为三个特征值，分别带⼊特征⽅程 得到

12.(1)



(2)根据题设，对于任意⾮零⽮量 有

不妨设 ，则可以得到对于任意⾮零 都有 。正定。

13.(1)⼆次型矩阵的秩

当 时 。

(2)通过正交变换将⼆次型化为标准型（也就是求特征值） 。这是典型的

平⾯上内的椭圆⽅程，三维空间对应椭圆柱⾯。

14.(1)圆，圆柱⾯



(2)抛物线，抛物柱⾯

(3)直线，平⾯

(4)两条直线交点，两平⾯交线



15.曲线消去 得到

16.yz平⾯上的投影为抛物线 与直线 围成的图形

xz平⾯上的投影为抛物线 与直线 围成的图形

xy平⾯上的投影为圆

17.平⾯⽅程代⼊球⾯⽅程得到

投影⽅程为



18.这题答案对⼆次曲⾯的命名是参考的wikipedia的总结
（ https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%8C%E6%AC%A1%E6%9B%B2%E9%9D%
A2）
(1)双叶双曲⾯（抛物线绕Z轴旋转后沿着x⽅向放⼤）

(2)圆锥

(3)椭圆锥⾯（圆锥⾯沿着x⽅向放⼤）



(4)双曲抛物⾯/⻢鞍⾯。（ 的曲⾯经过绕z轴转 并且 时的特殊

形式）

(5)圆抛物⾯



19.写出直线⽅程

绕z旋转得到

20.这题判断过程⽐较简单，略。只给图
(1)



(2)

(3)



(4)

21. B C B D C

22.
(1)
1)F 全不为零→不全为零



2)F 反例：半正定矩阵
3)F 5.(2)就是反例
4)T 正交变换到对⻆矩阵就可以证明
(2)
1)T 这是正定矩阵的定义
2)T 正交变换到对⻆矩阵就可以轻易证明
3)T 充要条件（Sylvester 准则）
4)T 利⽤第9.题的结论可以直接证明
(3)
1)T 标准型不唯⼀
2)F 不能这么说，反例可以参看2.题
3)F 不唯⼀
4)F 不考虑顺序的情况下，特征值是唯⼀的，对应的标准型也是唯⼀的。
(4)
1)F 不⼀定，合同未必相似

2)T 等价只要求存在两个可逆⽅阵使得 。取 即可

3)T 取值的任意性可以证明

4)T 由于合同关系具有传递性，所以 与 合同。 与 合同是 正定的充要条件。

lenovo
题中仅限制A为实矩阵，未说明A是实对称矩阵。前3条只有在A是实对称矩阵的情况下才可使用。


