
1.特征方程    3det 0 2 0A E      解得特征值 1 2 3 2     。通过求齐次线性

方程组的基础解系确定特征向量

  1 2

1 0
2 0 0 , 1

0 0
A E x  

   
          
   
   

特征向量为

1 2

1 0
0 1
0 0

x k k
   
       
   
   

2. 特征方程      2det 0 1 10 0A E        解得特征值 1 2 31, 10     。通过

求齐次线性方程组的基础解系确定特征向量(不唯一)

  1 2

2 0
1 0 0 , 1

1 1
A E x p p

   
          
   
   

，   3

1
10 0 2

2
A E x p

 
      
  

将特征向量进行标准正交化得到变换矩阵(不唯一)

2 5 2 5 1
5 15 3

5 20
3 3

5 4 5 2
5 15 3

T

 
  

 
 

  
 
 
  
 

3．矩阵与一个对角矩阵相似，则对角矩阵元素为其特征值，因此通过特征方程可以确定 x
的值

 det 5 0A E  并且    det 5 0 20 5 80A E x      据此确定唯一解 1x  。据此再

次利用特征方程  det 0 1A yE y     。

4.



11 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 1 1

1 1 0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1 0 1 2
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

A

A


     
          
          

      
              
           

2

2

1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1
0 1 0
0 0 1

n

nA
         

                   
                

 
   
 
 

5.(1)          , det det 1 2 1A B E A E B            相似

(2) 1 2 31, 2, 1     

(3)    det det 2A B  

(4)     2tr A tr B 

6.存在不为零的向量 x使得 Ax x
1 2 2

1

1 1

0,1

m m m m

m m

m m m

A x A x A x x
A A
x A x x

  

 


 



 

    



  
 




7. A可逆，则有 0 

 

* * * * 1 *

det 0

det 0

det 0
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8.

 
,AX X AY Y

A X Y X Y
 

 
 

   



反证法：假设 X Y 是 A的特征向量，则应有特征值 使得 X Y X Y      改写该

等式得到     0X Y       ，考虑到题设   ，因此存在不全为零的系数   

和    使得     0X Y       。这说明 ,X Y 线性相关。与题设中要求

,X Y   线性无关 显然矛盾。

9.(1)根据题设，显然存在  1,1, ,1 Tx   使得    1,1, ,1 1,1, ,1T TA k Ax kx    。符

合特征值、特征向量定义，证毕
(2)

 

1

1

1

1

1

1 1,2, ,

22 3 3 1,2, ,
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10. 1BA A ABA 取 P A 符合相似矩阵定义 1BA P ABP

11.(1)由题可知存在可逆矩阵 P 使得  1 1, 1, 2P AP diag     。因此可以得到

   1 1 3 2 3 25 5 4, 6, 12BP BP P A A P diag            

由此我们得到 B 的相似对角阵为 B ，根据相似矩阵性质的简单推论可以得出该对角阵元素

是矩阵 B 的特征值，即 1 2 34, 6, 12        。

(2)  * 1 1 * 11A A A A A A A       其中 2A     ，则 1 * 1A A A    .

      11 1 * 1 1 1 1 11,1,
2

P A A P P A P P AP diag
                 

 
因此三个特征

值分别为 1 2 3
11, 1,
2

      



(3)  det 288BB     ,
1 * 1 1det 1,1,

2 2
A A diag           

12. 因为三个特征向量线性无关，同时 2  是二重特征值，因此其对应特征方程的基础

解系维数应为 2，即

   2 2 2 1n r E A r E A     

 
1 1 1 1 1 1

2 2 0 2 1
3 3 3 0 0 0

r E A r x y r x x y
    

               
      

解得 2, 2x y   。因此得到 A矩阵

1 1 1
2 4 2
3 3 5

A
 

   
   

之后按照前面 1 的方法求特征值和特征向量，用特征值组成对角矩阵，并且将对应的特征向
量组成矩阵即可得到 P .即可得到答案，答案不唯一。过程略。这里给其中一组标准正交化
以后的解

2 2 14
2 2 14

2 140
2 7

2 3 140
2 14

P

 
 
 
 

   
 
 
  
 

13.(1)

2 1 2 1 1
5 3 1 3
1 2 1 0

A a a
b b

 
  



       
             
             

(2)特征多项式    3
2 1 2

det 5 3 3 1
1 0 2

E A x


 


 
      


。 1  对应基础解系维数

 
3 1 2 1 1 0

3 3 5 2 3 3 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0

r E A r r
     
               
   
   

则其几何重数为1 3 。因此无法通过相似变换化为对角阵。（PS: A的 Jordan 标准型是



1 1 0
0 1 1
0 0 1

J
 
   
  

，它无法进一步被化为对角阵）。或者用比较简单的说法就是 n 阶矩阵

能被对角化的充要条件是由 n 个线性无关的特征向量。

14.(1) ,A B 相似等价于存在可逆矩阵 P使得 1A P BP 。

1 1 1E B P P E B P EP P BP E A           

(2)不唯一，最简单的例子

1 0
0 1

A  
  
 

1 1
0 1

B  
  
 

(3) ,A B 是 实 对 称 矩 阵 必 然 存 在 正 交 矩 阵 ,P Q 使 得

 1
1 1 2, , , nP AP diag        ,  1

2 1 2, , , nQ BQ diag        .因为 ,A B 特征多

项式相等，所以可以知道 1 2  。进一步考虑到 1 2,A B   则 A B 。

15. A 是实对称矩阵必然存在正交矩阵 P 使得  1
1 2, , , nP AP diag        所以

   r A r  为 非 零 特 征 值 个 数 。 1 2 1 1 2P A P P APP AP     ， 所 以

       2 2r A r r r A    

16.（1）直接用 9.题结论，可知 1 2  是其中一个特征值，其对应特征向量为  1 1,1,1 T  ，

并且由于  2 1R E A  得知 2 3 2    其几何重数与代数重数均为二。对角矩阵为

2
2

2

 
    
  

根据要求构造两个互相正交并且与 1 正交的特征向量  2 1, 1,0 T    3 1,1, 2 T   组成正

交矩阵  1 2 3

1 1 1
, , 1 1 1

1 0 2
P   

 
    
  

，其逆矩阵为 1

1 1 1
3 3 3
1 1 0
2 2
1 1 1
6 6 3

P

 
 
 
   
 
  
 



 
 

     

     

     

1

1 1 1
3 3 311 1 1
1 12 1 1 1 1 0
2 2

1 0 2 1 1 1 1
6 6 3

2 , 2
1 2 1 1 1 11 1 1 1 2 23 3 3 3 3 3

3 3 31 1 1 2 1 12 1 1 1
3 3 3 3 3 3 2
1 1 1 1 1 21 1 1
3 3 3 3 3 3

mm m m
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m

m m m
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m

m m m
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 1,2,2 1 2 , 2 1
3 3 3
2 2 1
3 3 3

k
n k




 
 

         
  
     



17.(1) 24 (2)

2

2 1
A


 (3) , 0, 0, , 0n  (4) 4

18.(1)D (2)B (3)C (4)B (5)D (6)C (7)B

19.(1)

1)T 1 0m m mx Ax A x      ，该方程无法找到的非零解。可以证明

2)F 反例

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 
 

3)F 显然
4)T 单 位 正 交 矩 阵 特 征 值 只 能 是 1 1or 。 证 明 思 路

2 , , , ,T T T TAx x x A Ax A x x x x x Ax Ax x A Ax x x             注

意这里特征向量必定非零，因此 1 

(2)

1)T 11AX X X A X


   ,考虑到可逆矩阵特征值不为零，X 符合特征向量定义。

2)T 1 1 1A AX X X AX
 

   

3)T 1 1 1 1P APP X P AX P X    



4)F 这个结论不能直接得到

(3)

1)F 反例
1 1
0 1
 
 
 

2)T 充要条件
3)F 反例见 16.题。
4)F 允许出现 A,B 相似然而都不能对角化的情况

(4)
1)F 没有必然联系
2)F 反例在 14.题第二问
3)F 没有必然联系
4)T 特征值互异可得特征向量线性无关，特征向量线性无关是能被相似对角化的充要条件，
对角化以后的证明可以参考 14.题第三问


