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第四章

1.向量组线性相关与线性无关 （7个结果）

（2011-B）．设向量组 线性无关，则向量组

线性相关的充要条件是 .

（2008）设 阶矩阵 的非零互异特征值为 对应的特征向量分别为

又有齐次线性方程组 的一个基础解系为 试问:当

时,向量组 是否线性无关,证明你的结论.

（2007） 设实矩阵 ， ， 是 的列向量组.

实向量 是齐次线性方程组 的基础解系.试证：向量组

线性无关.

2.向量组的极大无关组，秩，线性表示

（2012A）已知向量组

，则该向量组的极大无关组是【 】

A） （B）

（C） （D） .

3.向量组等价的判定

（2011-A）设向量组（I） 线性无关，且可由向量组（II） 线

性表示.证明：（1）向量组（II） 线性无关；（2）向量组（I）与（II）等价

（2005）已知列向量组 线性无关，且 可由列向量组 线性表示，

试证明：存在 使得向量组 与向量组 等价。

4.向量空间（基 维数 坐标）；欧式空间（内积，正交）

（2013）已知 是 的规范正交基，则

在该组基下的坐标为 .

第五章



1.方程组解的存在性、唯一性；

（2012A）．设 是 矩阵，且 ，对于方程组 ，下列结论正确的是

（A）当 时，有解； （B）当 时，有唯一解；

（C）当 时，有唯一解； （D）当 时，有无穷多解.

（06级）若 为 4阶方阵，且 R（A）=3，则方程组 的基础解系含【 】个线性无

关的解向量.

（08级）设 为 阶矩阵, 为 维列向量,若 则对于下列方程组必有

必有无穷多解; 必有唯一解;

只有零解; 必有非零解.

2.解的性质,解的结构

（03级）若 为 4阶方阵，其秩为 3， 都是非齐次线性方程组 的解向量，

并且 求 的通解。

3.求解

（ 03级）已知 ，列向量组 线性无关，则方程

的解为

第六章

1.概念题：特征值和特征向量的定义、性质，相似的性质

（ 2013） 设 3 阶 矩 阵 与 相 似 ， 则

.

（2013）已知 ，则

（2011-B）设 为3阶矩阵，且 ，则 .

（2011-A）若 3阶矩阵 均不可逆，则 .



（2011-B）已知 与 相似，则 .

（08级）1.若 阶矩阵 的元素都是 1，则 的非零特征值是________.

2.设 是 3阶方阵， 是 中元素 aij的代数余子式， 的特征值是 2，-2，1，则

的值为

(A)1; (B)-1; (C)2; (D)-2.

（07级）若矩阵 满足 ，则 的特征值只能是【 】

（06级）1．若 阶方阵 的特征值为 ，且 与 相似,则行列式 【 】

2．设 是 4维非零列向量, ，则在 的特征值中,至少有 【 】

（A） 个 ； （B） 个 ； （C） 个 ； （D） 个 .

3.设 是 阶矩阵, 是 的特征多项式.证明:矩阵

可逆的充分必要条件为 的特征值都不是 的特征值.

（05级）1.若 是方阵 的一个特征向量，则 ， 是

的全部特征值.

2.

(A) . (B) .

(C) . (D) .

（03级）1.已知 是 阶矩阵 的特征值，则 .

2.

2.相似对角化的条件、方法

（2012B）如果矩阵 可以相似对角化，求出 x、y、z的值.

（2011-B)设 为 阶矩阵，满足

（1）证明： ；



（2）证明： 可相似对角化.

3.实对称阵的性质及正交相似对角花

（2010） 设 3阶实对称矩阵 A的各行元素之和都为 3，向量 是

线性方程组 的两个解.

（1）求 A的特征值与全部的特征向量;

（2）求正交阵 P和对角阵 ，使 ;

（3）求 A.

第七章

（2016级）．设 是线性空间 的一个线性变换， 关于 的基底 的

矩阵为 .则 关于 的基底 的矩阵为

第八章

1.实二次型化标准型

（综合练习 100题选择题）13．设 是 阶方阵，满足：对任意 都

有 ，下列结论中正确的是.

（A）若秩 秩 ，则 ； （B）若 ，则 ；

（C）若 ，则 ； （D）若 ，则 .

（2013级）．设 为三阶实对称阵，且满足 ，二次型 的正负惯性指数

都是 1，则 .

（2012级 A）．设实二次型 的秩为 5，正惯性指数为 4，则其规

范形为 .

（2009）已知 ，方程组 有无穷多解，求

（1）常数 的值；

（2）求正交阵 ，使 为对角阵；

（3）写出正交变换，将二次型 化为标准形；

（4） 在三维几何空间中表示何种曲面.



2.正定实二次型的判定

（2012-B）实二次型 正定，则 的取值范围是

（A） ； （B） ；

（C） ； （D）

（2011-B)设 是 阶正定矩阵，证明： 也是正定矩阵.

（综合百题）23．设 是 实矩阵， ，则下列结论中错误的是（D）.

（A）线性方程组 只有零解 正定；（B） ；

（C） 的特征值大于等于 ； （D） 正定.

（2009）实二次型 正定的充要条

件是 【 】

（A） ； （B） ；

（C） ； （D） .

3.曲面、曲线，二次曲面的名称

（ 2012-A） 在 空 间 直 角 坐 标 系 中 方 程 的 图 形

是 .

（2012-B）曲线 ，绕 z轴旋转一周所形成的旋转曲面方程为 .

4.曲线往坐标面投影

（04级）曲线 在 坐标面上的投影曲线是 .

（ 16级 ） 母 线 平 行 于 轴 ， 且 通 过 曲 线 的 柱 面 方 程

为 .

%%%%

问题。 矩阵的等价 相似 合同

（2011-B）设矩阵 ，则 与 之间



（A）相似，但不合同； （B）等价，但不相似；

（C）相似合同，但不等价； （D）等价、相似且合同.

（ 2009）设 ,

则有

（A） 与 等价、相似且合同； （B） 与 等价、相似且合同；

（C） 与 等价、相似且合同； （D） 与 等价、相似且合同.

（2008）设 ,则

A，B，C中 与 D既相似又合同的矩阵为___________.

（2006）设 则 与 【 】

（A） 与 相似且合同； （B） 与 相似且合同；

（C） 与 相似且合同； （D） 与 相似但不合同.

（2016）矩阵 中，哪两个相似？哪两个

合同？为什么？

综合练习 100题

二、选择题

13．设 是 阶方阵，满足：对任意 都有 ，下列结

论中正确的是（D）.

（A）若秩 秩 ，则 ； （B）若 ，则 ；

（C）若 ，则 ； （D）若 ，则 .



21．设 ， ，则 与 （A）.

（A）合同且相似； （B）合同但不相似；

（C）不合同但相似； （D）不合同且不相似.

23．设 是 实矩阵， ，则下列结论中错误的是（D）.

（A）线性方程组 只有零解 正定；（B） ；

（C） 的特征值大于等于 ； （D） 正定.

30． 设 矩 阵 的 秩 是 ， 则 直 线 与 直 线

（A）.

（A）相交于一点； （B）重合； （C）平行但不重合； （D）异面.
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哈尔滨工业大学《代数与几何》期末试题 

 

（此卷满分 50 分） 

    注：本试卷中 ( )R A 、 A 、
*A 分别表示 A 的秩， A 的转置矩阵、 A 的伴随矩阵； E

表示单位矩阵. 

一、填空题（每小题 2 分，共 10 分） 

    1．若4 阶方阵 A 的特征值为0,1,2,3，且 A 与 B 相似,则行列式
2| | B E       . 

    2．过点 ( 1,2,3) ，垂直于直线
4 5 6

x y z
  且平行于平面7 8 9 10 0x y z    的直线

方程为                        . 

    3．设 1 2 3, ,   是3维欧氏空间的标准正交基，则模 1 2 32 2           . 

    4．若 A 为 4 阶方阵，且 R（A）=3，则方程组 0 A X 的基础解系含     个线性无

关的解向量. 

    5． yOz 坐标面上的抛物线

2

0

z y

x

 



绕 y 轴旋转一周，所生成的旋转曲面的方程为 

. 

二、选择题（每小题 2 分，共 10 分） 

    1．设 A 是 nm 矩阵，则线性方程组 AX = b 有解的充分条件是          【   】 

   （A） ( )R mA ；                 （B） A 的行向量组线性相关； 

   （C） ( )R nA ；                  （D） A 的列向量组线性相关. 

    2．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , )f x x x tx tx tx x x x x x x     （ 正定的充要条件为 【   】 

   （A） 1t  ；     （B） 0t  ；     （C） 1t   ；     （D）
1

2
t  . 

    3．设
4 6 2 4 1

4 ,  2 6 , 4 1 .
8 4 8

     
       
     
     

A B C  则 A 与 B            【   】 

   （A） A 与C 相似且合同；          （B） A 与 B 相似且合同； 

   （C） B 与C 相似且合同；          （D） B 与C 相似但不合同. 

    4．设 ,  是 4 维非零列向量,
TA E  ，则在 A 的特征值中,至少有  【   】 

   （A）1个1；     （B）2 个1；     （C）3个1；     （D）4 个1. 

    5．设 1 2 3 4, , ,    是 3 维向量，则下列命题正确的为                    【   】 

   （A）如果 1 2,  线性相关, 3 4,  线性相关，则 1 3 2 4,     线性相关； 
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   （B）如果 1 2 3, ,   线性无关,则 1 4 2 4 3 4, ,        线性无关； 

   （C）如果 4 不能由 1 2 3, ,   线性表示,则 1 2 3, ,   线性相关； 

   （D）如果 3 不能由 1 2,  线性表示,则 1 2 3, ,   线性无关. 

三、（本题 5 分） 

    求过点 (3,1, 2) 且过直线
4 3

5 2 1

x y z 
  的平面方程. 

四、（本题 5 分） 

    设向量组： 1 2 3 4 5

1 0 1 1 1

0 1 1 2 1
,  ,  ,  ,

1 1 0 2

2 2 3 6 3

a

a

         
         
             
         
         

         

     . 

求：（1）a 为何值时，该向量组的秩等于3 . 

   （2）求该向量组的一个极大无关组. 

   （3）用所求的极大无关组表示其余向量. 

五、（本题 5 分） 

    当 a 等于何值时，方程组

1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

1,

,

.

ax x x

x ax x a

x x ax a

   
    
   

 无解，有唯一解，有无穷多解？当有

无穷多解时，写出通解. 

六、（本题 5 分） 

    已知实二次型
2 2( , , ) 3 3 2 4 4f x y z x y xy xz yz     ， 

    1．写出 f 的矩阵； 

    2．求正交变换 X PY ，将 f 化为标准形，并写出所用的正交矩阵 P ； 

    3．方程 ( , , ) 1f x y z  表示空间直角坐标系中何种二次曲面.  

七、（本题 5 分） 

设 n 阶矩阵 A 正定， X 是任意 n 维非零列向量. 证明：秩 T 1
0

A X

X

 
  

 
n . 

 

 

八、（本题 5 分） 

    设 A B， 是 n 阶矩阵， ( ) | |E B  f 是 B 的特征多项式. 证明:矩阵 ( )f A 可逆的充

分必要条件为 B 的特征值都不是 A 的特征值. 
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哈尔滨工业大学《代数与几何》期末试题答案 

 

一、填空题 

1、100 .  2、
2

1 3
2

y
x z


   


.  3、3 .  4、3 .  5、 2 2y x z  . 

二、选择题 

1、A.    2、D.    3、B.    4、C.    5、C. 

三、解：因为 5 2 1 8 9 22

1 4 2

   


i j k

n i j k  

所以                  8( 3) 9( 1) 22( 2) 0x y z       

故所求的平面方程为         8 9 22 59 0x y z    . 

四、 解：因为 

1 2 3 4

1 0 1 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 2 1 0 1 1 2 1
( )

1 1 0 2 0 0 3 0 1

2 2 3 6 3 0 0 0 3 0

a a

a a

   

    
   
    
    
   

    

 

3

1 0 1 1 0

0 1 1 2 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

a

 
 
 
 
 
 

 

所以（1） 3a  时该向量组的秩等于3 ; 

    （2） 1 2 5,  ,     为向量组的一个极大无关组; 

    （3） 3 1 2 4 1 2,  2          . 

五、解：因为 2

1 1

1 1 ( 2)( 1)

1 1

a

a a a

a

 
     
 

A  

所以（1）当 2a  且 1a   时，此方程组有唯一解； 

    （2）当 2a  时， ( ) 2 ( ) 3R R  A A  ，此方程组无解； 

    （3）当 1a   时，

1 1 1 1 1 1 1 1

( ) 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

      
          
       

A   

        ( ) ( ) 1 3R R  A A ，此方程组有无穷多解； 
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        1 2 1 2

1 1 1

0 1 0 , ( ,

0 0 1

k k k k

       
            
     
     

X 为任意常数 ) . 

六、解：1． f 的矩阵为  

3 1 2

1 3 2

2 2 0

 
   
  

A . 

2．（1） 2

3 1 2

1 3 2 ( 4) ( 2)

2 2


   



  
      


E A . 

知 A 特征值为4, 4, 2 . 

   （2）对 4 ，解 (4 )  0E A X . 得 A 的属于特征值4 的特征向量为 

1 2

1 1
1 , 1
0 1

   
     
   
   

  ，标准正交化得： 1 2

11

32
1 1

,
2 3

0 1

3

  
  
  
      
  
        

P P . 

对 2   ，解 ( 2 )   0E A X . 得 A 的属于特征值 2 的特征向量为 

3

1
1
2

 
 
 
 

 ，标准正交化得： 3

1

6
1

6
2

6

  
 
   
 
  
 

P . 

   （3）令  1 2 3

1 11

3 62
1 1 1

2 3 6
0 1 2

3 6

  
 
    
 
  
 

P P P P  为正交阵. 

则正交变换 X = PY 使二次型 f 化为标准形
2 2 2
1 1 14 4 2  f x y z . 

3．方程 ( , , ) 1f x y z  ，即 2 2 2
1 1 14 4 2 1x y z   , 

表示空间直角坐标系中的旋转单叶双曲面. 

七、 证：因为 T 1 T T 10

E A X A X

X A E X X A X 

    
          

0

0
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又因为 A 正定，所以
1A 也正定，则 

T 1
T 0

0

A X
A X A X

X
  


 

故秩 T 1
0

A X

X

 
  

 
n . 

八、证法 1：设 ( 1 ~ )i i n  是矩阵 B 的特征值，则 

1
( ) | | ( )

n

i
i

f    


    E B  

1
( ) ( )

n

i
i

f 


  A A E  

1
| ( ) | | |

n

i
i

f 


  A A E  

所以 

( )f A 可逆 | ( ) | 0 | | 0 , 1 ~i if i n       A E A 都不是 A 的特征值. 

证法 2：必要性 

   设 ( 1 ~ )i i n 是方阵 B 的特征值, 设 ( 1 ~ )i i n 是方阵 A 的特征值.  

反证法  如果存在一个 B 的特征值也是 A 的特征值, 不妨设 1 1  . 

而 ( )( 1 ~ )if i n 又是 ( )f A 的特征值.则 

1 2 1 1

1 1

| ( ) | ( ) ( ) ( )

.

n n

n

f f f f     

  

    

   

A E B E B E B

E B E B E B

 


 

所以 

( )f A 可逆 1 1 0n      E B E B E B ,而与 1 0  E B 矛盾. 

故 ( )f A 可逆一定有 B 的特征值都不是 A 的特征值. 

充分性 

反证法   如果 ( )f A 不可逆,则由 

1 2 1 1| ( ) | ( ) ( ) ( )n nf f f f         A E B E B E B  , 

知, 右端至少存在一个行列式等于零, 不妨设为 1 0  E B . 

即说明方阵 A 的特征值中至少有一个也是 B 的特征值. 

所以, 如果方阵 B 的特征值都不是 A 的特征值.则矩阵 ( )f A 可逆. 

 

 

 



 

 

线性代数模拟试题 

一填空题

 

1. 

2.求球面 x2 +y2 +z2=9 与平面 x+z=1 的交线在 xOy 平面上的投影的方程         

3.设 A 是 mXs 阶矩阵，B 为 sXn 阶矩阵，则方程组 BX=0 与 ABX=0 同解的充

分必要条件是 r（A）=          

4. 空间直角坐标系中，过点（3，-2，1），且与平面 2x+2y-3z=1,平面 x+3y+z=-1

都平行的直线方程是 

5. 

 

二．选择题 

1. 设 A,B 为 n 阶矩阵，记 r（X）为 X 的秩，（XY）表示分块矩阵， 则 ( )  

A. R（A  AB）=R(A)   B. R(A  BA)=R(A) 

C. R(A  B)  =max{R(A），R(B）}  D. R(A  B)  = ( )T TR A B  

2.设四阶矩阵  ijA a 不可逆， 12a 的代数余子式 12 1 2 3 40, , , ,A     为矩阵 A的列

向量组. *A 为 A的伴随矩阵.则方程组 *A x  0的通解为（    ）. 

A. 1 1 2 2 3 3x k k k     ，其中 1 2 3,k k k 为任意常数 

B. 1 1 2 2 3 4x k k k     ，其中 1 2 3,k k k 为任意常数 

C. 1 1 2 3 3 4x k k k     ，其中， 1 2 3,k k k ，后为任意常数. 

1 2 已知 ， 是线性空间V的基， 是V的一个线性变换，

1 1 1 2 2 1 2= - , =V A      若 （ ） ， （ ）= 则 关于 的基 的矩阵  

a 0 1 1

0 1 1

1 1 0

1 1 0

a

a

a










求行列式            

         

         



 

 

D.
1 2 2 3 3 4x k k k     ，其中

1 2 3,k k k 为任意常数 

3.已知直线与直线                                            相交于一

点，法向量              则（     ） 

 

A. 1a 可由 2 3,a a 线性表示    B. 2a 可由 1 3,a a 线性表示 

C. 3a 可由 1 2,a a 线性表示    D. 1 2 3, ,a a a 线性无关 

4.设 A 昰三阶实对称正定矩阵，P 是三阶可逆矩阵，            则（  ） 

A. 1E B         B. 1E B     C.B 是正定矩阵   D.B 不是正定矩阵 

5， 0TA AX 设 是三阶实对称阵，若对任意的列向量都有X 则有（    ） 

A.                     B.                 C.            D 无法确定 

三．解答题 

1 

 

 

 

2. 直角坐标系 O-XYZ 中三个平面 

问 k 取何值时三个平面交于一条直线，交于一点，交于一条直线时请求出直线的参数方程。 

 

 

3.设三维线性空间    中的一组基为 

 

 

 （1） 

1B P AP  

=0A  0A   0A   

 1 2 4 3

1 2 4 3
= ,

2 4 8 6

3 6 12 9

a

a
A

a

   
 
  

 
   
 

  

设

 

2020 aA 求使得 的最小正整数  

1 2) 1,k x y z     ：（
 2 ( 2) 3 2,x k y z    ：  

3R  
1 2 3= - = = -  （1，0,1） （1，2,2） （2，2,1） 

 

1 1 2 3 2 1 3 3 1 2 3, , 2y x x y x y x x       且有 x x x

 

1 2 3 1 2 3)x x  向量 在基 下的坐标为（x  
1 2 3 1 2 3)Ty y  在另一组基 下的坐标为（y  

1 2 3 1 2 33 2 ,          求 在基 下的坐标  

, 1,2,3.

i

i i

i

a

a b i

c

 
 

 
 
  

 

2

3 : =k -1x y kz    

 

3 3 3
2

2 2 2

2
:
x a y b c

L
a b c

  
 

 

2 2 2
1

1 1 1

2
:
x a y b c

L
a b c

  
 

 



 

 

（2）
求基

1 2 3  
 

4.已知二次型 

 

 

（1） 

(2) 求正交矩阵 Q 使得 

(3) 求 A 

 

 

5. n 阶可逆实对称方阵 A 有 n 个不同的特征值记为           对应特征向量为 

，且ξ1是单位向量。 

（1）求 

（2）证明 

（3）若 

求所有的 C 使得 BP=PC 

                                           

 

 

 

基础学部百思堂 

2020 年 1 月 6 日 

( )= ( , , ) ,T Tf xyz X AX X x y z A其中 是三阶实对称阵， 

( )=1f xyz 表示的几何图形与曲线  

2 22 1
{ x

0

x y

z

 


绕 轴旋转所得图形相同  

 

TQ AQ为对角阵  

1 2... n  

 

1 2... n    

1 1 1

TB A    的特征值  

2 n, .....B B B  线性相关  

n 2 n-1= , ... ) ,B B B B X X   （ 已知， 
2 n-1

1

, ... ),
n

i

i

p B B B    


 （  

( )=1f xyz 表示何种几何图形  

2A各列的元素之和为  



 

 

线性代数模拟题解析 

1. 选自 2020 考研数学一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. {𝑥
2 + 𝑦2 + (1 − 𝑥)2 = 9

𝑧 = 0
 

3. R(A)=s   BX=0 与 AB=0 同解说明两者系数矩阵的秩是相同的，即 R(B)=R(AB)，充要条件

是 A 为一个列满秩矩阵，即 R(A)=s 

4. 两个平面的法向量易知，做数量积得所求直线的方向向量，又已知直线上一点。直线可

求。
𝑥−3

11
=

𝑦+2

−5
=

𝑧−1

4
 

5. 选自 2017 级期末填空 5 题，与本题相同做法的还有 2016 级填空 10，2018 级填空 5 

           1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
- = - = = - =

0 -1 0 -1
A           

   
      

   
（ ， ）（ ， ）

 

二选择题 

1 选自 2018 数学一 

答案 A  对于 A 选项有 

 

所 以 A 正 确 B 错 误   C 举 反 例

1 0 0 0
,

0 0 0 1
A B

   
    
    ,D 选 项 取 反 例

1 0 0 0
,

0 0 1 0
A B

   
    
     

2.         选自 2020 数学二 

 
𝑎12的代数余子式不为零说明  

𝑎21 𝑎23 𝑎24

𝑎31 𝑎33 𝑎34

𝑎41 𝑎43 𝑎44

 不为零，即 

𝑎21

𝑎31

𝑎41

 ， 

𝑎23

𝑎33

𝑎43

 ， 

𝑎24

𝑎34

𝑎44

 

⇒ 

答案 c 

 

 

 

R（A  AB）=R(A(E  B)),而且（E B）为行满秩矩阵，则 R（A  AB）=R（A） 



 

 

 
𝑎3-a2 𝑏3-b2 𝑐3-c2
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎1 𝑏1 𝑐1

 = 0 ⇒  
𝑎3 𝑏3 𝑐3
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎1 𝑏1 𝑐1

  

 

 

3 答案 c 选自 2020 数学一 与本题相同做法的有：综合 100 题选择 30 题 

  

列向量𝛼1𝛼2𝛼4线性无关，又𝐴不可逆 ⇒ 𝑅(𝐴) = 3 ⇒ 

它的基础解系应有三个

· 𝛼1𝛼2𝛼4  

𝑅(𝐴∗) = 1 

𝐿1𝐿2相交于一点

⇒ 

设𝑠1
→

= （𝑎1，𝑏1，𝑐1），s2
→

= （a2，b2，c2），s3
→

= （𝑎3-a2，𝑏3-b2，𝑐3-c2）

 
𝑠1
→

，s2
→

，s3
→

共面，𝑠1
→

，s2
→

线性无关， 

⇒ 𝛼3 可由𝛼1，𝛼2 线性表示 

4. 选自 2017 级选择 4 题 

  𝐸 + 𝐵 =  𝐸 + 𝑃−1𝐴𝑃 =  𝐸 + 𝐴 由于𝐴为正定矩阵 

⇒ 𝐴可相似对角化，且其特征值全 · 大于零， 

⇒  𝐸 + 𝐴 =  𝐸 + 𝑄−1𝑋𝑄 =  𝐸 + 𝑋 其中𝑋为𝐴的特征值组成的对角阵 

那么其值必然大于 1，选择 A 排除 B 

CD 选项我们不能确定其是否为实对称阵所以不能判定 

由于𝐴为实对称阵必然可相似对角化，设𝐵为其特征值组成的对角阵 ⇒ 𝑋𝑇𝑃𝑇𝐵𝑃𝑋

= 𝑂 ⇒ (𝑃𝑋)𝑇𝐵𝑃𝑋 = 0 ⇒ 

取𝑃𝑋 = （10. . .𝑂)得𝜆1 = 0 那么 𝐴 = 0 必然成立！ 

 

5.答案 A 

 



 

 

三、A=aE+[

1 −2 4
−1 2 −4
2 −4 8

−3
3

−6
3 −6 12 −9

]=aE+[

1
−1
2
3

] (1 −2 4 −3) 

    𝐴 =|𝑎𝐸 + [

1
−1
2
3

] (1 −2 4 −3)| 

=𝑎3 |𝑎𝐸 + (1 −2 4 −3) [

1
−1
2
3

]| 

=𝑎3 𝑎𝐸 + 2𝐸 =𝑎3(𝑎 + 2) 

a=6 时， 𝐴 =1728 < 2020，a=7 时， 𝐴 =2401 > 2020 

所以 a=7 

四、系数矩阵 A=[
𝑘 − 2 1 1

1 𝑘 − 2 3
1 −1 𝑘

]=(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2) 

             𝑋 = [
𝑥
𝑦
𝑧
]            𝛽 = [

−1
2

𝑘2 − 1
] 

① 若 𝐴 ≠ 0，𝑘 ≠ 1且𝑘 ≠ 2,则方程𝐴𝑋 = 𝛽有唯一解，三个平面

交于一点 

② 若 𝐴 = 0，𝑘 = 1或𝑘 = 2  

   𝑘 = 1时，增广矩阵 B=[
−1 1 1 −1
1 −1 3 2
1 −1 1 0

]  

→ [

−1 1 1 −1
0 0 4 1

0 0 0 −
3

2

]  𝑅(𝐴) = 2 < 3 = 𝑅(𝐵)  所以联立方程

组无解，有由于𝑘 = 1时三个平面互不平行，所以三个平面两两相交，

且不交与一条直线 

 𝑘 = 2时，增广矩阵 B=[
0 1 1 −1
1 0 3 2
1 −1 2 3

] 



 

 

→ [
0 1 1 −1
1 0 3 2
0 0 0 0

]  𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵) = 2，故方程组有无穷多解， 

𝐴𝑋 = 0的基础解系为[
3
1

−1
] ，𝐴𝑋 = 𝛽的一个特解为[

−1
2
0

]，方程组的通

解为[
𝑥
𝑦
𝑧
]=[

−1
2
0

]+t[
3
1

−1
],故直线参数方程为{

𝑥 = −1 + 3𝑡
𝑦 = 2 + 𝑡
𝑧 = −𝑡

 

五、(1) [
2
0
5
] (2)  𝛽1 = [

0
4
0
]  𝛽2 = [

3
−2
0

]  𝛽3 = [
1
4

−1
] 

六、(1)旋转后的曲面方程为2𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 = 1，所以𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1表

示双叶双曲面 

(2) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1表示的曲面与2𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 = 1形状相同，所

以存在正交矩阵𝑃使得𝑃−1𝐴𝑃=[
2

−1
−1

],所以2， − 1， − 1为 A

的特征值。A 的各列元素之和为 2，而𝐴 = 𝐴𝑇,所以𝐴的各行元素之和

为 2，则 A[
1
1
1
]=2。特征值-1 的代数重数为 2，设-1 对应的特征向量为

[

𝑥1

𝑥2

𝑥3

],则(1 1 1) [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

]=𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3=0，该方程基础解系为𝜉2=[
1

−1
0

]，

𝜉3 = [
1
0

−1
]。正交化得𝛽2 = [

1
−1
0

]，𝛽3 =
(𝛽2  ,𝜉3)

(𝛽2  ,𝛽2)
𝜉3 − 𝛽2 

=[

−
1

2

−
1

2

1

]。单位化得𝑄1 =

[
 
 
 
 

1

√3
1

√3
1

√3]
 
 
 
 

，𝑄2 = [

1

√2

−
1

√2

0

]，𝑄3 =

[
 
 
 
 −

1

√6

−
1

√6
2

√6 ]
 
 
 
 

 

所以𝑄 =

[
 
 
 
 

1

√3
1

√3
1

√3

1

√2

−
1

√2

0

−
1

√6

−
1

√6
2

√6 ]
 
 
 
 

 



 

 

 (3) 𝑄−1𝐴𝑄 = [
2

−1
−1

]，所以𝐴 = 𝑄 [
2

−1
−1

]𝑄−1 

 =[
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] 

七、(1)  𝑖 ≠ 1时，𝐵𝜉𝑖 = 𝐴𝜉𝑖 − 𝜆1𝜉1𝜉1
𝑇𝜉𝑖=𝜆𝑖𝜉𝑖 − 𝜆1𝜉1(𝜉1

𝑇 , 𝜉𝑖)=𝜆𝑖𝜉𝑖 

 𝑖 = 1时，𝐵𝜉1 = 𝐴𝜉1 − 𝜆1𝜉1𝜉1
𝑇𝜉1=𝜆1𝜉1 − 𝜆1𝜉1(𝜉1

𝑇 , 𝜉1)=0  

所以 B 得特征值为0, 𝜆2, 𝜆3, ⋯⋯ , 𝜆𝑛,对应得特征向量分别为 

 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, ⋯⋯ , 𝜉𝑛 

         (2)  𝐵 = 0 ∙ 𝜆2 ∙ 𝜆3 ∙ ⋯⋯ ∙ 𝜆𝑛=0 

则 (𝐵𝛼 𝐵2𝛼 𝐵3𝛼 ⋯⋯ 𝐵𝑛𝛼) =  𝐵  (𝛼 𝐵𝛼 𝐵2𝛼 ⋯⋯ 𝐵𝑛−1𝛼)  

=0，所以𝐵𝛼, 𝐵2𝛼, 𝐵3𝛼,⋯⋯ ,𝐵𝑛𝛼 线性相关 

 (3) 经验证𝐶 = [
0(𝑛−1)×1 01×1

𝐸𝑛−1 𝑋
]，满足题意，下面证明 C 唯一 

     𝑃 = (𝛼 𝐵𝛼 𝐵2𝛼 ⋯⋯ , 𝐵𝑛−1𝛼)  

=  ∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

 ∑ 𝜆𝑖𝜉𝑖

𝑛

𝑖=2

 ∑𝜆𝑖
2𝜉𝑖

𝑛

𝑖=2

 ⋯⋯ ∑𝜆𝑖
𝑛−1𝜉𝑖

𝑛

𝑖=2

  

             = (𝜉1 𝜉2 𝜉3  ⋯⋯ 𝜉𝑛)

[
 
 
 
 
1 0 0   ⋯     0   
1 𝜆2 𝜆3

2 ⋯     𝜆2
2

1
⋮
1

𝜆3

⋮
𝜆𝑛

𝜆3
3 ⋯ 𝜆𝑛

3

⋮ ⋱ ⋮
𝜆3

𝑛 …   𝜆𝑛
𝑛−1]

 
 
 
 

 

=∏ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=2 ∏ (𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)2≤𝑖<𝑗≤𝑛  

A 可逆，所以∏ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=2 ≠ 0，𝜆𝑖互不相同，所以∏ (𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)2≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≠ 0 

所以 P 可逆，𝛼, 𝐵𝛼, 𝐵2𝛼, ⋯⋯ ,𝐵𝑛−1𝛼，线性无关，所以满足题意得 C

唯一，所以所有满足 BP=PC 的矩阵 C 为[
0(𝑛−1)×1 01×1

𝐸𝑛−1 𝑋
] 

P.S.本题改编自书后 260 页综合百题第九题 
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哈尔滨工业大学 2021 年线性代数期末试题 
一、 填空题（每小题 2 分，共 10 分） 

1.若𝛽1，𝛽2，𝛽3线性无关，且𝑎𝛽1 − 𝛽2，𝑏𝛽2 − 𝛽3，𝑐𝛽3 − 𝛽1线性相关，则a，b，c应满足的

关系式 

2.设α，β为三维列向量，𝛽𝑇为β的转置，若矩阵α𝛽𝑇相似于[
5 0 0
0 0 0
0 0 0

]则𝛽𝑇α = _ 

3.设𝛼1 = (1 2 −1   0)𝑇，𝛼2 = (1 1 0   2)𝑇，𝛼3 = (2 1 1   𝑎)𝑇若由𝛼1，𝛼2，𝛼3生成

的向量空间的维数为 2，则a = 

4.若二次曲面的方程𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑧2 + 2axy + 2xz + 2yz = 4,经正交变换化为𝑦1
2 + 4𝑧1

2 = 4

则 a= 

5.设 A=(𝑎𝑖𝑗)是 3 阶非零矩阵，|𝐴|为 A 的行列式，𝐴𝑖𝑗为𝑎𝑖𝑗的代数余子式，若𝑎𝑖𝑗 + 𝐴𝑖𝑗 =

0（𝑖，𝑗 = 1,2,3）则|𝐴| = 

二、选择题（每小题 2 分，共 10 分） 

1.已知R(𝐴) = 𝑟，则R(𝐴𝐴𝑇)=（   ） 

A   r   B   0   C   1   D   r-1 

2.设 A 为 n 阶非零矩阵，E 为 n 阶单位矩阵，若𝐴3=0 则（   ） 

A  E-A 不可逆，E+A 不可逆           B  E-A 不可逆，E+A 可逆 

C  E-A 可逆，E+A 可逆               D  E-A 可逆，E+A 不可逆 

3.设 A 为 3 阶实对称矩阵，如果二次曲面方程(𝑥 𝑦 𝑧)𝐴 (
𝑥
𝑦
𝑧

) = 1在正交变换下的标准图形

的双叶双曲线，则 A 的正特征值的个数为（   ） 

A   0    B   1   C   2   D   3    

4.已知𝐴1 = [
1 1 1
1 1 1
1 1 1

]，𝐴2 = [
1 0 1
0 0 0
1 0 1

]，𝐴3 = [
0 1 0
0 3 0
0 1 0

]则（   ） 

A     𝐴1，𝐴2相似也合同         B 𝐴1，𝐴2 相似  𝐴1，𝐴3合同 

C 𝐴3 𝐴2合同𝐴1，𝐴2合同        D  𝐴1，𝐴3相似 𝐴1，𝐴2合同 

5.设 A 为 3 阶矩阵，P(𝛼1 𝛼2 𝛼3)为可逆矩阵，使得𝑃−1𝐴𝑃 = [
0 0 0
0 1 0
0 0 2

]则A(𝛼1+𝛼2+𝛼3)=

（   ） 

A        𝛼1+𝛼2       B       𝛼2+2𝛼3       C        𝛼2+𝛼3         D              𝛼1+2𝛼3 

三、（5 分）设A = [
5 2
1 0

]，B = [
1 3
4 1

]求[
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

]的行列式 
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四、（10 分）已知方程组（I）{
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑏𝑥3 = 0

𝑥1+(𝑏 − 2)𝑥2+𝑥3 = 0
与(𝐼𝐼) {

𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑎𝑥3 = 0

同解求参数 a，

b 及方程组(𝐼)的全部解。 

 

 

 

 

 

 

 

五、（5 分）试求由
𝜋1：2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0

𝜋2: 3𝑥 + 2𝑦 − 6𝑧 − 1 = 0
   所构成的二面角的角平分面方程（注意有两个） 

 

 

 

 

 

 

 

 

六、（10 分）已知二次型f(𝑥 𝑦 𝑧) = 𝑋𝑇𝐴𝑋,其中 X=(𝑥 𝑦 𝑧)𝑇,A 是三阶实对称矩阵 tr（A）

=1，𝛾1 = (1 0 0)𝑇，𝛾2 = (0 1 −1)𝑇对应于（E-A）X=0 的基础解系 

   （1）求正交矩阵 P 使得𝑃−1𝐴𝑃为对角矩阵并将f(𝑥 𝑦 𝑧)化成标准型。 

   （2）求矩阵 A 以及𝐴2𝑛 

   （3）判断f(𝑥 𝑦 𝑧) = 1在空间直角坐标系中表示何种几何图形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、（10 分）设𝑎𝑖 = (𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛)𝑇(𝑖 = 1,2,3 ⋯ 𝑟  𝑟 < 𝑛)是 n 维实向量，且𝑎1，𝑎2，

⋯，𝑎𝑟线性无关已知β = (𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛)𝑇是线性方程组{

𝑎11𝑥1+𝑎12𝑥2+ ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1+𝑎22𝑥2+ ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

⋮
𝑎𝑟1𝑥1+𝑎𝑟2𝑥2+ ⋯ + 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 0

的

非零解向量， 

试判断向量组𝑎1，𝑎2，⋯，𝑎𝑟，β的线性相关性。 
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线性代数与空间解析几何（期末） 试  题 
 

题号 一 二 三 四 五 六 七 总分 

分数 
        

注意事项： 

1. 本卷满分 60 分； 

2. 请在答题卡上用黑笔答题，用 2B 铅笔涂学号，本卷答题无效； 

3. 本卷共三大页，请勿缺损，否则按作弊处理； 

4. 本卷除装订线外任何地方均可做演算用，考试结束后与答题卡

一起上交； 

5. 本试卷为模拟试题，难度远大于期末考试，请大家自行体会. 

一、填空题（每题 2 分，共 20 分） 

1. =

−−

−−

−−

abcd

badc

cdab

dcba

                     . 

2.设 A、B 为三阶矩阵|A|=3，|B|=|A-1+B|=2,则|A+B-1|=          . 

3.方程 0106662265 222 =+−+−+−−++ zyxyzxzxyzyx 所表示 

的在空间直角坐标系下的图形是               . 

4.设 A=
















110

101

001

，则 A100=              . 

5.过点 M1(0,0,1)和 M2(3,0,0)且与平面 y+z-1=0 成 45°的平面方程为 

                            . 
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6.方程组















=−

=−

=−

=−

=−

515

454

343

232

121

axx

axx

axx

axx

axx

有解的充要条件是                   . 

7.设 α为三维实列向量，且 A=E+kααT为正定矩阵，则 k 的取值范围为 

             . 

8.A 是 R3上的一个线性变换，已知 A 在自然基下的矩阵为

















−

−

211

301

620

，

则 A 在基 η1=ε1，η2=ε1-ε2，η2=ε1+ε2+ε3下的矩阵为                   . 

9. 设 A 是 n 阶实对称矩阵，λi(i=1,2,...,n)是 A 的 n 个互不相同的特征值，

ξ1 是 A 对应于特征值 λ1的一个特征向量，则矩阵 B=A-λ1ξ1ξ
T

1 的特征值为 

                  . 

10. 设 s ,,1  为线性方程组AX=O 的一个基础解系， 22111  tt += ，

12132212 ,,  tttt ss +=+=  ，其中 21 , tt 为实数，若 s ,,, 21 

也为 AX=O 的一个基础解系，则 21 , tt 满足的条件是                  . 

 二、（7 分）A= 





















−

−

−

7600

0540

0032

0001

,B=(E+A)-1(E-A)，求(E+B)-1. 

 

 

 

 

三、（7 分）求过点 P(2,1,0)且与直线
2

25

23

5

−

+
==

− zyx
垂直相交的直线. 
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四、（7 分）已知方程组









=++

=++

=++

04

02

0

3

2

21

321

321

xaxx

axxx

xxx

与 12 321 −=++ axxx 有

公共解，试求a 的值及公共解. 

 

 

 

 

五、（7 分）设三维线性空间 P3 上的一组基为 α1=(1,-2,1)T, α2=(0,1,1)T, 

α3=(3,2,1)T，向量 ξ在基 α1, α2, α3 下的坐标为 x1,x2,x3. ξ在 P3上另一组基

β1, β2, β3 下的坐标为 y1,y2,y3 且有 y1=x1-x2-x3，y2=-x1+x2，y3=x1+2x3，求

基 β1, β2, β3. 

 

 

 

 

 

六、（7 分）设实二次型 .2322 2

332

2

23121

2

1 xxxxxxxxxf +++++=  

（1）求正交变换 X=PY 化 f 为标准型； 

（2）判定 ),,( 321 xxxf = 表示空间中何种几何曲面. 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、（5 分）证明：可逆实方阵必可表示为一正定矩阵与一正交矩阵的积. 
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答案 

一、填空题 

1.
 

22222 )( dcba +++
         2.3               3.双叶双曲面 

4.

 
















1050

1150

001

           

5.
 

0=y 或
 

018186 =−++ zyx

 

6.

 

0
5

1

=
=i

ia        7.
 

1−k        
8.

 
















−−

201

012

631

            

9.0，λ2，λ3，...，λn      10.

 

.
;,12

;,2

21

21





−+=

=

ttns

ttns
 

二、





















−

−

−

4300

0320

0021

0001

          

三、
311131

1

120

2 zyx
=

−
=

−

 

四、a=1 时公共解为 11

3

2

1

,

1

0

1

kk

x

x

x















−

=
















为任意常数； 

a=2 时公共解为 22

3

2

1

,

1

1

0

kk

x

x

x

















−

=
















为任意常数. 

五、β1=(-1,-4,3)T, β2=(-4,-3,-1)T, β3=(3,4,2)T 

六、
2

3

2

2 4,

6

6

3

3

2

2

3

6

3

3
0

6

6

3

3

2

2

yyfP +=

























−

−=

      椭圆柱面 

七、略 
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            注意事项：   哈工大资源分享站 QQ2842305604 

1. 本卷满分 60分； 

2. 请在答题卡上用黑笔答题，用 2B铅笔涂学号,本卷答题无效； 

3. 本卷共八页,请勿缺损,否则按作弊处理； 

4. 本卷除装订线外任何地方均可做演算用，考试结束后与答题卡一起上交. 

试卷中的字母E 表示单位矩阵， A
表示矩阵的伴随矩阵； 

(A)E 表示矩阵 A的秩，
1A−
表示可逆矩阵 A的逆矩阵. 

一、填空题（每题 2 分，共 5 小题，满分 10 分） 

1.行列式

0 1 1

0 1 1

1 1 0

1 1 0

a

a

a

a

−

−

−

−

=__________________ 

2.设三阶方阵 A满足 | | | 2 | | 3 | 0A E A E A E+ = + = + = ，则 | 4 |A E+  

=_____________________ 

3.曲线
0

:
3

y
L

z x

=


=
绕 z轴旋转所成的旋转曲面方程为_________________ 

4.设为 3R 的线性变换，它使
1 1 1 0 1 2

0 0 , 1 2 , 1 1

2 3 0 1 1 4

− −           
           

 =  =  =
           
           
           

，则
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在基
1 2 3

1 0 3

0 , 1 , 1

2 1 0

  

−     
     

= = = −
     
     
     

下的矩阵为____________. 

5.已知二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 4 4 2f x x x x x x x x= + + + 正定，则满足的条件为 

_______________________. 

二、选择题（每题 2 分，共 5 小题，满分 10 分）  哈工大资源分享站 QQ2842305604 

1.若矩阵A经过初等变换化成矩阵B，则（ ） 

  A 存在矩阵P，使得PA B=  

B 存在矩阵P，使得BP A=  

C 存在矩阵P，使得PB A=  

D 方程组 0Ax = 与同解 0Bx =  

2.已知直线 2 2 2
1

1 1 1

:
x a y b z c

L
a b c

− − −
= = 与 3 3 3

2

2 2 2

:
x a y b z c

L
a b c

− − −
= = 相交与

一点，令

i

i i

i

a

b

c



 
 

=  
 
 

 , 1,2,3i = 则（ ） 

A 
1 可由

2 3,  线性表示 

B 
2 可由

1 3,  线性表示 

C 
3 可由

1 2,  线性表示 

D 
1 2 3, ,   线性无关 

3.设 4 阶矩阵 ( )ijA a= 不可逆，
12a 的代数余子式为

12 0,A  1 2 3 4, , ,    为矩阵

A的列向量组，A为 A的伴随矩阵，则 0A x = 的通解为（ ） 

A 
1 1 2 2 3 3x k k k  = + +  

B 
1 1 2 2 3 4x k k k  = + +  

C 
1 1 2 3 3 4x k k k  = + +  
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线
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…
…
…
…
…
… 

D 
1 2 2 3 3 4x k k k  = + +  

4.设A为 3 阶方阵，
1 2,  为属于特征值 1的线性无关的特征向

量，
3 为 A的属于特征值-1的特征向量，若存在可逆矩阵P，使

得
1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

P AP−

 
 

= −
 
 
 

，则P为（  ）  

A ( )1 3 2 3, ,   + −  

B ( )1 2 2 3, ,   + −  

C ( )1 3 3 2, ,   + −  

D ( )1 2 3 2, ,   + −  

5.设矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= − −
 
 − − 

，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

B

 
 

=
 
 
 

，则矩阵 ,A B（  ） 

A 合同且相似 

B 合同但不相似 

C 不合同但相似 

D 既不合同也不相似 

 哈工大资源分享站 QQ2842305604 
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三、（5 分）.设
' ' '

1 2 3(1,2,1) , (2,3,3) , (3,7,1) ;  = = =  

' ' '

1 2 3(3,1,4) , (5,2,1) , (1,1, 6) .  = = = −  

（1）验证
1 2 3, ,   ；

1 2 3, ,   都是
3R 的基; 

（2）求由前一个基到后一个基的过渡矩阵； 

（3）求由向量(0, 2,3)− 在这两个基下的坐标。 

四、（8 分）讨论当参数 ,a b取何值时，下面的方程组无解？有唯一解？有无穷多个解？并在有

无穷多个解时，写出方程组的通解. 

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0

2 2 1

( 3) 2

3 2 1

x x x x

x x x

x a x x b

x x x ax

+ + + =


+ + =

− + − − =
 + + + = −

 

五、（10 分）设二次型
2 2

1 2 1 1 2 2( ) 4 4f x ,x x x x x= − + 经正交变换
1 1

2 2

x y
Q

x y

   
=   

   
化为二次

型
2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 4g y y ay y y by= + + ，其中a b . 

（I）求 ,a b的值 

（II）求正交变换矩阵Q  

六、（10 分）设 A为 2阶矩阵， ( , )P A = ，其中是非零向量且不是 A的特征向量 

（I）证明P为可逆矩阵 

（II）若
2 6 0A A  + − = ，求

1P AP−
，并判断 A是否相似于对角矩阵. 

七、（7 分）证明题 

（1）设 A为m n 实矩阵，求证： ( ) ( )Tr A A r A= . 

（2）设 A为三阶方阵，向量
1 2,  为 A的分别属于特征值的 1,1− 的特征向量，而

3 满足

3 2 3A  = + ，求证：向量组
1 2 3, ,   线性无关. 

  哈工大资源分享站 QQ2842305604 
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B 0
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*

*

3
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*
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3
§ ·
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哈尔滨工业大学 2019 级期末考试模

拟试题 （线性代数与空间解析几何） 
          (本卷满分 60 分，共七大题) 

注：本试卷中，𝐴∗，𝐴𝑇 , 𝑅(𝐴), 𝑡𝑟(𝐴)分别表示矩阵𝐴的伴随矩阵，转置矩阵，秩和

迹，𝐸表示单位矩阵. 

一、填空题（每小题 2分，共 10分） 

1.若 n阶矩阵 A、B满足 A+AB=3E，则 A+BA=     . 

2.在空间直角坐标系中，方程5𝑥2 − 3𝑦2 − 𝑧2 + 2019 = 0表示的几何图形是    . 

3.已知存在可逆矩阵 P，使得𝑃−1𝐴𝑃 = (

3 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

)，则 R（A+E）+tr(A+E)=     . 

4.已知 是线性空间 V的一组基，A 是 V的一个线性变换，若 A（  ）=  

+ ，A（2 + ）= ，则 A 关于 V 的基 ， 的矩阵 A=          . 

5.已知矩阵 A=(
2 0
0 3
4 1

)，B=(
2  − 2
0       3
4  − 3

)，且 A=BC，则𝐶5 =         . 

二、选择题（每小题 2分，共 10分） 

1. 圆{
𝑥2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 3√3)

2
= 100

𝑦 + √3𝑧 = 0
}的半径是（ ） 

（A）3           （B）6              （C）8            （D）10 

2.设𝑨为 2阶矩阵，𝛂1, 𝛂2为线性无关的 2维列向量，𝑨𝛂1 = 𝟎，𝑨𝛂2 = 2𝛂1 + 𝛂2，则

𝑨的非零特征值为（ ） 

（A）1           （B）-1             （C）2            （D）-2 

3.设 是 4 阶矩阵， 为 的伴随矩阵，若 是方程组

的一个基础解系，则 基础解系可为（  ） 

（A）       （B）       （C）      （D）   

4.设 A、B均是 n阶实方阵，下列说法正确的是（ ） 

（A）AB=0，R（A）>0，则 B=0 

（B）若 A=B+𝐵𝑇,B正定，则 A正定 

（C）若 A、B的伴随矩阵相等，则 A=B 

（D）若齐次线性方程 AX=0 只有零解，则方程 AX=β有唯一解 

31 ， 31 ，

21 ， 31 ，
21 ， 21 ， 31 ，

21 ，

 4321 ,,,      0,1,0,1

0x 0x

31 ， 21 ， 321  ，， 432  ，，



 

 

5.矩阵 H=(
1 2 2
2 1 2
2 2 1

)，I=(
−1  0  0
0 − 1  0
0    0    5

),T=(
1    0    0
0    2    0
0   0 − 3

),则（ ） 

（A）H、I相似不合同                       （B）H、I合同不相似 

（C）I、T合同不相似                       （D）I、T既不相似也不合同 

三、（5 分） 

设
1 0 1

,
1 0 1

a
A B

b

   
    
   

，当 ,a b为何值时，存在矩阵C 使得 AC CA B  ，并求所有

矩阵C 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、(7 分)已知向量组 不能由向量组 

线性表出。 

（1）求 ； 

（2）将 由 线性表出。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     1 2 31,0,1 , 0,1,1 , 1,3,5
T T T

    

     1 2 31, ,1 , 1,2,3 , 1,3,5
T T T

a    

a

1 2 3, ,   1 2 3, ,  



 

 

 

五、（10分）求 a为何值时，空间直角坐标系 O-xyz中三个平面π：ax+z=1;δ：

x+ay=a;θ：ay+z=1 没有公共点？交于一点？交与一条直线时，求该直线的参数

方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

六、（10分）已知 A 是 3阶是实对称阵，ξ=(2,2,2)𝑇是 A的属于特征值 1的特征

向量，且二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑋𝑇𝐴𝑋经正交变换𝑋 = 𝑃𝑌可以化为𝑦1
2 − 2𝑦2

2 − 2𝑦3
2. 

（1）在空间直角坐标系中，方程𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 1表示何种几何图形 

（2）求出一个满足条件的正交变换矩阵𝑃，并求矩阵 A. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

七、（8 分）设 A 为 3 阶矩阵，|A|=0,𝛼, 𝛽为线性无关的 n 维列向量，满足

𝐴𝛼 = 𝛽，𝐴𝛽 = 𝛼 ,   

（1）试求|(𝐴 + 2𝐸)∗| 

（2）试证𝑅(𝐴2𝑘) = 𝑡𝑟(𝐴2),其中 k为非零自然数. 

（七题附加题） 

（3）试给出相似变换矩阵 P，使得 A 相似对角化。（提示：可引入𝛼, 𝛽之外的 n

维列向量）。 
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哈尔滨工业大学 2019 级期末考试模

拟试题 （线性代数与空间解析几何） 
          (本卷满分 60 分，共七大题) 

注：本试卷中，𝐴∗，𝐴𝑇 , 𝑅(𝐴), 𝑡𝑟(𝐴)分别表示矩阵𝐴的伴随矩阵，转置矩阵，秩和

迹，𝐸表示单位矩阵. 

一、填空题（每小题 2分，共 10分） 

1.若 n阶矩阵 A、B满足 A+AB=3E，则 A+BA= 3E    . 

2.在空间直角坐标系中，方程5𝑥2 − 3𝑦2 − 𝑧2 + 2019 = 0表示的几何图形是  单

叶双曲面  . 

3.已知存在可逆矩阵 P，使得𝑃−1𝐴𝑃 = (

3 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

)，则 R（A+E）+tr(A+E)=  14   . 

4.已知 是线性空间 V的一组基，A 是 V的一个线性变换，若 A（  ）=  

+ ，A（2 + ）= ，则 A 关于 V 的基 ， 的矩阵 A=   (
1 − 2
1 − 1

)       . 

5.已知矩阵 A=(
2 0
0 3
4 1

)，B=(
2  − 2
0       3
4  − 3

)，且 A=BC，则𝐶5 =   (
1 5
0 1

)     . 

二、选择题（每小题 2分，共 10分） 

1. 圆{
𝑥2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 3√3)

2
= 100

𝑦 + √3𝑧 = 0
}的半径是（C ） 

（A）3           （B）6              （C）8            （D）10 

2.设𝑨为 2阶矩阵，𝛂1, 𝛂2为线性无关的 2维列向量，𝑨𝛂1 = 𝟎，𝑨𝛂2 = 2𝛂1 + 𝛂2，则

𝑨的非零特征值为（A ） 

（A）1           （B）-1             （C）2            （D）-2 

3.设 是 4 阶矩阵， 为 的伴随矩阵，若 是方程组

的一个基础解系，则 基础解系可为（ D ） 

（A）       （B）       （C）      （D）   

4.设 A、B均是 n阶实方阵，下列说法正确的是（ B） 

（A）AB=0，R（A）>0，则 B=0 

（B）若 A=B+𝐵𝑇,B正定，则 A正定 

（C）若 A、B的伴随矩阵相等，则 A=B 

31 ， 31 ，

21 ， 31 ，
21 ， 21 ， 31 ，

21 ，

 4321 ,,,      0,1,0,1

0x 0x

31 ， 21 ， 321  ，， 432  ，，



 

 

（D）若齐次线性方程 AX=0 只有零解，则方程 AX=β有唯一解 

5.矩阵 H=(
1 2 2
2 1 2
2 2 1

)，I=(
−1  0  0
0 − 1  0
0    0    5

),T=(
1    0    0
0    2    0
0   0 − 3

),则（D ） 

（A）H、I相似不合同                       （B）H、I合同不相似 

（C）I、T合同不相似                       （D）I、T既不相似也不合同 

三、（7 分） 

设
1 0 1

,
1 0 1

a
A B

b

   
    
   

，当 ,a b为何值时，存在矩阵C 使得 AC CA B  ，并求所有

矩阵C 。 

由题意可知矩阵C为 2阶矩阵，故可设
1 2

3 4

x x
C

x x

 
  
 

，则由 AC CA B  可得线性方程组： 

       

2 3

1 2 4

1 3 4

2 3

0

1

1

x ax

ax x ax

x x x

x ax b

  

   


  
  

    （1） 

0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1 0 1 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 1 1 1

0 1 0 1

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

a

a a a a a a

a a

a b a b a b

a a

a

b a

         
     
   
      
        
     

       

  
 

  
 
 

  

 

由于方程组（1）有解，故有1 0, 1 0a b a     ，即 1, 0,a b   从而有 

0 1 0 0 1 0 1 1 1

1 0 1 0 1 1 0 0

1 0 1 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

a

a a

a b

     
   

   
    
   

   

，故有

1 1 2

2 1

1 2

3 1

4 2

1

, .

x k k

x k
k k

x k

x k

  


 



 

其中 、 任意  

从而有
1 2 1

1 2

1k k k
C

k k

   
  
 

 

 

四、(5 分)已知向量组 不能由向量组 

线性表出。 

     1 2 31,0,1 , 0,1,1 , 1,3,5
T T T

    

     1 2 31, ,1 , 1,2,3 , 1,3,5
T T T

a    



 

 

（1）求 ； 

（2）将 由 线性表出。 

① 由于 不能由 表示 

       可知 ，解得  

       ②本题等价于求三阶矩阵 使得  

可知  

计算可得  

因此  

五、（10分）求 a为何值时，空间直角坐标系 O-xyz中三个平面π：ax+z=1;δ：

x+ay=a;θ：ay+z=1 没有公共点？交于一点？交与一条直线时，求该直线的参数

方程. 

a

1 2 3, ,   1 2 3, ,  

321 ,,  321 ,, 

05

31

421

311

321  a

a

 5a

C    1 2 3 1 2 3, , , , C     

   

1

1

1 2 3 1 2 3

1 0 1 1 1 3

, , , , 0 1 3 1 2 4

1 1 5 1 3 5

C      





   
   

 
   
   
   

2 1 5

4 2 10

1 0 2

C

 
 

  
   

 321   




















201

1024

512

321 



 

 

 

 

 

六、（10分）已知 A 是 3阶是实对称阵，ξ=(2,2,2)𝑇是 A的属于特征值 1的特征

向量，且二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑋𝑇𝐴𝑋经正交变换𝑋 = 𝑃𝑌可以化为𝑦1
2 − 2𝑦2

2 − 2𝑦3
2. 

（1）在空间直角坐标系中，方程𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 1表示何种几何图形 

（2）求出一个满足条件的正交变换矩阵𝑃，并求矩阵 A. 



 

 

 
 

 

 

 



 

 

七、（8 分）设 A 为 3 阶矩阵，|A|=0,𝛼, 𝛽为线性无关的 n 维列向量，满足

𝐴𝛼 = 𝛽，𝐴𝛽 = 𝛼 ,   

（1）试求|(𝐴 + 2𝐸)∗| 

（2）试证𝑅(𝐴2𝑘) = 𝑡𝑟(𝐴2),其中 k为非零自然数. 

（七题附加题） 

（3）试给出相似变换矩阵 P，使得 A 相似对角化。（提示：可引入𝛼, 𝛽之外的 n

维列向量）。 

 

 



 

 

 

 

















材料学院 2018级线性代数期末模拟试题

（此卷满分 60分，共 120分钟）

注：本试卷中，E表示单位矩阵，A*，AT,R(A),tr（A）分别表示矩阵

A的伴随矩阵，A的转置矩阵，A的秩和 A的迹.

一、 填空题（每小题 2分，共 20分）

1． 行列式 =_________________|
1 3 0 5
0 a 0 2
1 2 b 3
0 0 0 c

|
2． 已知向量组β1= ，β2= ，β3= 与向量组α1= ，α2= ，(01

-1
) (

a
2
1
) (b1

0
) (12

-3
) (30

1
)

α3= 具有相同的秩，且β3可由α1，α2，α3线性表示，则 a的(96
-7
)

值为______________

3． 已知空间直角坐标系中三点 A（1，0，-1），B（1，-2，0），C(1,1,1),

则以 A,B,C及坐标原点为顶点的四面体的体积为___________

4． 已知 A为 3阶方阵，R（A）=2,则 R（（A*）*）=____________

5． 设三阶矩阵A,B相似， =(λ-1)(λ+1) ,则 =_____________| | (λ-2) |-A-1|

6． 已知（ ，0， ）T，（0，1，0）T，（ ,0,- )T是 R3的规
1

2

1

2

1

2

1

2

范正交基，则α=（1，2，3）T在该组基下的坐标下的坐标是

_______

7． 设 A为 3阶方阵，其特征值为 3，-1，2，则 =_______| |

8． 设α，β是n维列向量， α=0,则α 的特征值为________β
T

β
T

9． 圆 的半径为__________{+ + -12x+4y-6z+24=0x
2
y
2
z
2

2x+2y+z+1=0



10． 已知 A= 则 R(A)=____[
1 -1 0 0 0 1
0 1 -1 0 0 1
0 0 1 -1 0 1
0 0 0 1 -1 1
-1 0 0 0 1 a

]
二（ 7分）设列向量组 ⋯ 与列向量组 ⋯⋯ 满足β

1
β
2

βr α
1
α
2

αs

( ⋯ )=( ⋯⋯ )K其中 K为 sXr矩阵，且 ⋯⋯ 线性无关，β
1
β
2
βr α

1
α
2

αs α
1
α
2

αs

证明 ⋯ 线性无关的条件是 R（K）=rβ
1
β
2
βr

三（7分）设三阶实对称阵 A的特征值为-1，1，1，ξ=（0，1，1）

T为对应于-1的特征向量，求 An

四（7分）设 A是 mXn阶实矩阵，且存在自然数 k使(ATA)k=0,试证



A=0

五（7分）设向量组 ， ， ⋯⋯ （m>1）线性相关，且α
1

α
2

α
3

αm

β= + + ⋯⋯+ ，证明：向量β- ，β- ，⋯⋯β- 线性无α
1

α
2

α
3

αm α
1

α
2

αm

关。



六（7分）设 ，试求：

（1） 的特征值和特征向量 （2）正交矩阵 使 为对角阵

七（5分）设有齐次线性方程组 AX=β（β≠0）的系数矩阵的秩为 r，

， ⋯ ， 是它的 n-r+1个线性无关的解向量，证明：它的任η
1

η
2
ηn-r η

n-r+1

意一个解向量都可以表示为 X=k1 + +⋯+η
1

k
2
η
2

k
n-r+1

η
n-r+1

其中 k1+k2+k3⋯+kn-r+1=1



材料学院 2018级线性代数期末模拟试题

（此卷满分 60分，共 120分钟）

注：本试卷中，E表示单位矩阵，A*，AT,R(A),tr（A）分别表示矩阵

A的伴随矩阵，A的转置矩阵，A的秩和 A的迹.

一． 填空题（每题 2分，共 5题）

1多项式 中的常数项为 。

2已知 是 的特征值， 是 的伴随阵，则 的特征值

= 。

3 设 三 阶 方 阵 满 足 且 ， 则

。

4已知线性方程组 无解， 则

__________

5设 为 2018阶矩阵，且满足 ，则 。

二选择题（每题 2分，共五题）

6.设 为 阶矩阵， 是 阶非奇异阵， ，若 ，则

（ ）

（A） （B） （C） （D） 与 的关系依 而定

7如果满足（ ）条件，则矩阵 与矩阵 相似。

（A） = （B） 与 有相同的特征多项式

（C） （D） 阶矩阵 与 有相同的特征值且 个特征值各不相

同



8．假设 是 3阶方阵，特征值分别为 0，1，2，则 [ ]

（A）矩阵 的秩 （B）行列式

（C）行列式 （D）矩阵 的特征值分别为

9.设有两个平面方程

与 ：a1x+b1y+c1z+d1=0π
1

π
2

：a2x+b2y+c2z+d2=0π
2

如果 R =2,则一定有（）(a1 b
1

c
1

a
2

b
2

c
2
)

A 与 平行 B 与 垂直π
1

π
2

π
1

π
2

C 与 重合 D 与 相交π
1

π
2

π
1

π
2

10.设 A= ,B= 则 A与 B的关系是（）(1 1
1 1) (1 0

1 0)
A相似但不合同 B合同但不相似

C等价但不相似 D相似但不等价

三（5分）设矩阵 ， ，且满足关系式 ，

求： ， ．

四（10分）线性方程组

讨论当 为何值时，方程组有解，当方程组有解时，用其导出组的基础解系

表示方程组的全部解。



五（10分）在 P[x]2中，设有两组基（1）1，x，x2；（2）1，1+x，（1+x）2

（1） 求（1）到（2）的过渡矩阵

（2） 求由基底（1）经过渡矩阵 P= 得到的新基(1 -1 2
0 1 -1
0 0 1

)

六（10分）设向量组

（1）求它的一个极大无关组和秩，并将其余向量由极大无关组线性表示。

（2）求向量组的一个正交向量组。

七（5分） 设 是 阶正交矩阵，且 ，证明：
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