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~~~. ������þþþ|||µµµ

α1=


1

0

1

2

, α2=


0

1

1

2

, α3=


−1

1

0

a−3

, α4=


1

2

a

6

, α5=


1

1

2

3

.
(1) a���ÛÛÛ������,TTT���þþþ|||���������uuu 3.

(2) ¦¦¦TTT���þþþ|||���������444���ÃÃÃ'''|||.

(3) ^̂̂¤¤¤¦¦¦444���ÃÃÃ'''|||LLL«««ÙÙÙ§§§���þþþ.

). A=(α1, α2, α3, α4, α5)=


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

1 1 0 a 2

2 2 a−3 6 3



  

r4−2r1
r3−r1−−−→


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

0 1 1 a−1 1

0 2 a−1 4 1


r4−2r2
r3−r2−−−→


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

0 0 0 a−3 0

0 0 a−3 0 −1



  

r3↔r4−−−→


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

0 0 a−3 0 −1

0 0 0 a−3 0

, r(A)=

{
3, a=3

4, a 6=3

  ∴ a=3�, r(α1, α2, α3, α4, α5)=3.
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A
1−−→


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0

 −r3−−→


1 0 −1 1 1

0 1 1 2 1

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


r1−r3
r2−r3−−−→


1 0 −1 1 0

0 1 1 2 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


  4�Ã'|: α1, α2, α5 (Ø��)

  α3=−α1+α2, α4=α1+2α2 �

~~~. ������þþþ||| α1=(1, 3, 2, 0)T , α2=(7, 0, 14, 3)T , α3=(2, −1, 0, 1)T ,
α4=(5, 1, 6, 2)T , α5=(2, −1, 4, 1)T .

(1) ¦¦¦���þþþ|||������¶¶¶

(2) ¦¦¦���þþþ|||���������444���ÃÃÃ'''|||.

(3) ^̂̂¤¤¤¦¦¦444���ÃÃÃ'''|||LLL«««ÙÙÙ§§§���þþþ.

). A=(α1, α2, α3, α4, α5)=


1 7 2 5 2

3 0 −1 1 −1

2 14 0 6 4

0 3 1 2 1



  

r3−2r1
r2−3r1−−−→


1 7 2 5 2

0 −21 −7 −14 −7

0 0 −4 −4 0

0 3 1 2 1


− 1

7 r2

− 1
4 r3−−−→


1 7 2 5 2

0 3 1 2 1

0 0 1 1 0

0 3 1 2 1



  

r4−r2−−−→


1 7 2 5 2

0 3 1 2 1

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0


r1−2r3
r2−r3−−−→


1 7 0 3 2

0 3 0 1 1

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

 r1−2r2−−−−→


1 1 0 1 0

0 3 0 1 1

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0


  r(α1, α2, α3, α4, α5)=3

  4�Ã'|: α1, α3, α5 (Ø��)

  α2=α1+3α5, α4=α1+α3+α5 �
2

~~~. ���þþþ||| α1=(1, 1, 1, 1)′, α2=(1, 2, 3, 4)′, α3=(1, 4, 9, 16)′,
α4=(1, 3, 7, 13)′. ¦¦¦���þþþ|||������999������444���ÃÃÃ'''|||, ¿¿¿^̂̂444���ÃÃÃ'''
|||LLL«««TTT|||¥¥¥ÙÙÙ{{{���þþþ.
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). A=(α1, α2, α3, α4)
1−−→


1 1 1 1

0 1 3 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 1−−→


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 1

0 0 0 0

.

  r(α1, α2, α3, α4)=3.

  4�Ã'|: α1, α2, α3 (Ø��)

α4=α1−α2+α3
3

0.2 OOO���KKK: ���ëëëêêê������àààggg���555���§§§|||

~~~. ���§§§|||


ax1+x2+x3=1

x1+bx2+x3=−1

x1+2bx2+x3=2

, ��� a, b ���ÛÛÛ������kkk������)))ºººkkkÃÃÃ

¡¡¡õõõ)))ºººÃÃÃ)))ºººeeekkkÃÃÃ¡¡¡õõõ))),���ÑÑÑÙÙÙÏÏÏ))).

). { 1: |A|=

∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1

1 b 1

1 2b 1

∣∣∣∣∣∣∣
r3−r2
r1−r2=====

∣∣∣∣∣∣∣
a−1 1−b 0

1 b 1

0 b 0

∣∣∣∣∣∣∣=−b(a−1)

a 6=1, b 6=0�, r(A)=r(A, β)=3, ��).

b=0�, (A, β)=

 a 1 1 1

1 0 1 −1

1 0 1 2

 r1↔r2−−−→

 1 0 1 −1

a 1 1 1

1 0 1 2

 r2−ar1
r3−r1−−−−→

 1 0 1 −1

0 1 1−a 1+a

0 0 0 3


  r(A)=2, r(A, β)=3, Ã).

a=1�, (A, β)=

 1 1 1 1

1 b 1 −1

1 2b 1 2

 r3−r2
r2−r1−−−→

 1 1 1 1

0 b−1 0 −2

0 b 0 3

 r2−r3−−−→

 1 1 1 1

0 −1 0 −5

0 b 0 3


r1+r2
−r2−−−→

 1 0 1 −4

0 1 0 5

0 0 0 3−5b


  a=1, b 6= 3

5
�, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã).

  a=1, b=
3

5
�, r(A)=r(A, β)=2<3, Ã¡õ).
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AX=0�Ó)�§|:

{
x1=−x3
x2=0

, Ä:)X: ξ=

−1

0

1

.

AX=β�Ó)�§|:

{
x1=−4−x3
x2=5

, A): η∗=

−4

5

0



AX=β�Ï): X=η∗+kξ=

−4

5

0

+k

−1

0

1

. �

{ 2: (A, β)=

 a 1 1 1

1 b 1 −1

1 2b 1 2

 r1↔r2−−−→

 1 b 1 −1

a 1 1 1

1 2b 1 2

 r3−r1
r2−ar1−−−−→

 1 b 1 −1

0 1−ab 1−a 1+a

0 b 0 3


r1−r3
r2+ar3−−−−→

 1 0 1 −4

0 1 1−a 1+4a

0 b 0 3

 r3−br2−−−−→

 1 0 1 −4

0 1 1−a 1+4a

0 0 −b(1−a) 3−b(1+4a)


a 6=1, b 6=0�, r(A)=r(A, β)=3, ��).

b=0�, (A, β)
1−−→

 1 0 1 −4

0 1 1−a 1+4a

0 0 0 3

, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã).

a=1, b 6=3

5
�, (A, β)

1−−→

 1 0 1 −4

0 1 0 5

0 0 0 3−5b

, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã).

a=1, b=
3

5
, (A, β)

1−−→

 1 0 1 −4

0 1 0 5

0 0 0 0

, r(A)=r(A, β)=2<3,Ã¡õ).

AX=0�Ó)�§|:

{
x1=−x3
x2=0

, Ä:)X: ξ=

−1

0

1

.

AX=β�Ó)�§|:

{
x1=−4−x3
x2=5

, A): η∗=

−4

5

0


AX=β�Ï): X=η∗+kξ. �
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~~~. ��� A=

 λ+1 1 1

0 λ 0

1 1 λ+1

, b=

 a

2

1

, ®®®������555���§§§||| AX=b���

333üüü���ØØØÓÓÓ���))).

£££1¤¤¤¦¦¦ λ, a.

£££2¤¤¤¦¦¦���§§§||| AX=b���ÏÏÏ))).

). AX=bkü�ØÓ�), KkÃ¡õ).

  |A|=

∣∣∣∣∣∣∣
λ+1 1 1

0 λ 0

1 1 λ+1

∣∣∣∣∣∣∣=λ2(λ+2)

λ 6=0, λ 6=−2�, r(A)=r(A, β)=3, ��)(�ï)

λ=0�, r(A)=1, r(A, β)=2, Ã)(�ï)

λ=−2�, (A, β)
1−−→

 1 0 −1 2

0 1 0 −1

0 0 0 a+3


  λ=−2, a 6=−3�, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã)(�ï)

  λ=−2, a=−3�, r(A)=r(A, β)=2<3, Ã¡õ)(�3)

AX=0�Ó)�§|:

{
x1=x3

x2=0
, Ä:)X: ξ=

 1

0

1

.

AX=β�Ó)�§|:

{
x1=2+x3

x2=−1
, A): η∗=

 2

−1

0


AX=β�Ï): X=η∗+kξ. �

4

~~~. ®®®������555���§§§|||


x1 −x3=1

x1+ax2+x3=b

x1 +x2 =1

, ���a, b ���ÛÛÛ������, ���§§§|||

£££1¤¤¤ÃÃÃ)))¶¶¶£££2¤¤¤kkk������)))¶¶¶£££3¤¤¤kkkÃÃÃ¡¡¡õõõ))). ¿¿¿333ÃÃÃ¡¡¡õõõ)))���
¦¦¦ÙÙÙÏÏÏ))).
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). |A|=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 a 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣=a−2

a 6=2�, r(A)=r(A, β)=3, ��)

a=2�, (A, β)
1−−→

 1 0 −1 1

0 1 1 0

0 0 0 b−1


  a=2, b 6=1�, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã)

  a=2, b=1�, r(A)=r(A, β)=2<3, Ã¡õ)

AX=0�Ó)�§|:

{
x1=x3

x2=−x3
, Ä:)X: ξ=

 1

−1

1

.

AX=β�Ó)�§|:

{
x1=1+x3

x2=−x3
, A): η∗=

 1

0

0


AX=β�Ï): X=η∗+kξ. �

~~~. ��� a ���uuuÛÛÛ������, ���§§§|||


ax1−x2−x3=1

−x1+ax2−x3=−a
−x1−x2+ax3=a2

ÃÃÃ))), kkk������

))),kkkÃÃÃ¡¡¡õõõ)))ººº���kkkÃÃÃ¡¡¡)))���,���ÑÑÑÏÏÏ))).

). |A|=

∣∣∣∣∣∣∣
a −1 −1

−1 a −1

−1 −1 a

∣∣∣∣∣∣∣=(a−2)(a+1)2

a 6=2, � a 6=−1�, r(A)=r(A, β)=3, ��)

a=2�, r(A)=2, r(A, β)=3,Ã)

a=−1�, r(A)=r(A, β)=1<3, Ã¡õ)

  (A, β)
1−−→

 1 1 1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0


AX=0�Ó)�§|: x1=−x2−x3,

6



  Ä:)X: ξ1=

−1

1

0

, ξ2=

−1

0

1

.

AX=β�Ó)�§|: x1=−1−x2−x3, A): η∗=

−1

0

0


AX=β�Ï): X=η∗+k1ξ1+k2ξ2. �

~~~. ��� a���uuuÛÛÛ������,���§§§|||


x1+x2+ax3=a

x1+ax2+x3=1

ax1+x2+x3=a

ÃÃÃ))),kkk������))),kkk

ÃÃÃ¡¡¡õõõ)))ººº���kkkÃÃÃ¡¡¡õõõ)))���,���ÑÑÑÏÏÏ))).

). |A|=

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 a 1

a 1 1

∣∣∣∣∣∣∣=−(a+2)(a−1)2

  a 6=1, a 6=−2�, ��).

  a=−2�, r(A)=2, r(A, β)=3, Ã).

  a=1�, r(A)=r(A, β)=1<3, Ã¡õ).

  (A, β)=

 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

−−→
 1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

, Ó)�§|: x1=1−x2−x3.

  AX=0�Ä:)X: ξ1=

−1

1

0

, ξ2=

−1

0

1

.

  AX=β�A): η∗=

 1

0

0

.

  AX=β�Ï): X=η∗+k1ξ1+k2ξ2. �

~~~. ¦¦¦)))eee������555���§§§|||µµµ


x1+x2+x3+x4=1

(2+a)x1+2x2+2x3+2x4=2

3x1+(3+a)x2+3x3+3x4=3

4x1+4x2+(4+a)x3+4x4=4

7



). |A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

2+a 2 2 2

3 3+a 3 3

4 4 4+a 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−a3

  a 6=0�, r(A)=r(A, β)=3, ��).

  a=0�, r(A)=r(A, β)=1<3, Ã¡õ).

  (A, β)=


1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

 1−−→


1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


  AX=0�Ó)�§|: x1=−x2−x3−x4.

  Ä:)X: ξ1=


−1

1

0

0

, ξ2=


−1

0

1

0

, ξ3=


−1

0

0

1

.

  AX=β�Ó)�§|: x1=1−x2−x3−x4. A): η∗=


1

0

0

0

.

  AX=β�Ï): X=η∗+k1ξ1+k2ξ2+k3ξ3. �
5

~~~. ��� 3���¢¢¢���


 A=(aij)3×3, a11=−1, A′=A∗ ,���þþþ β=(1, 0, 0)′.
¦¦¦���555���§§§||| AX=β ���))).

). ∵ A′=

−1 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

=A∗=

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

,

  ∴ Aij=aij, i,j=1,2,3.

K |A|=a11A11+a12A12+a13A13=(−1)2+a212+a213>0.

  � AX=β k��): X=A−1β.

  ∵ AA∗=|A|E=AA′, �1�ª� |A|3=|A|2.
  ∴ |A|=0 (�ï), ½ |A|=1.

  ∴ AA′=E. ∴ A−1=A′, � a12=a13=0.

8



  Ïd, X=A′β=

−1 a21 a31

0 a22 a32

0 a23 a33


 1

0

0

=

−1

0

0

. �

~~~. ���A=

 3 9 7

1 1 2

2 14 6

, B=

−1 1 3

0 0 3

−2 2 1

, ´́́ÄÄÄ���333X,¦¦¦���AX=B.

eee���333, ¦¦¦ X; eeeØØØ���333, `̀̀²²²nnnddd.

). -X=(X1, X2, X3), B=(β1, β2, β3), �y: AXi=βi, i=1,2,3´
Äk).

  (A, B)=

 3 9 7 −1 1 3

1 1 2 0 0 3

2 14 6 −2 2 1

 r1↔r2−−−→

 1 1 2 0 0 3

3 9 7 −1 1 3

2 14 6 −2 2 1


r2−3r1
r3−2r1−−−→

 1 1 2 0 0 3

0 6 1 −1 1 −6

0 12 2 −2 2 −5

 r3−2r2−−−−→

 1 1 2 0 0 3

0 6 1 −1 1 −6

0 0 0 0 0 7


  ∵ r(A) 6=r(A, β3), ∴ AX3=β3Ã), ∴ X Ø�3. �

6

~~~. ��� A ´́́ 3×5���111÷÷÷���¢¢¢ÝÝÝ


,eee α1, α2, α3 ��� AX=b������555
ÃÃÃ'''���)))���þþþ.yyy²²²µµµα1−α2, α2−α3 ´́́ AX=0���ÄÄÄ:::)))XXX.

). A´ 3×5�1÷�¢Ý
, ∴ r(A)=3.

  ∴ AX=0�)�m�ê =5−r(A)=2.

  ∵ A(α1−α2)=Aα1−Aα2=b−b=0,

A(α2−α3)=Aα2−Aα3=b−b=0.

  ∴ α1−α2, α2−α3´ AX=0�).

  (α1−α2, α2−α3)=(α1, α2, α3)

 1 0

−1 1

0 −1


B=PC

  ∵ α1, α2, α3�5Ã', ∴ r(B)=r(C)=2.

  ∴ α1−α2, α2−α3�5Ã', ´ AX=0�Ä:)X. �
7

9



0.3 OOO���KKK: ¢¢¢ééé¡¡¡


.���qqqééé���zzz

~~~. ��� 4���¢¢¢ééé¡¡¡ÝÝÝ


A������111���������ÚÚÚ��� 1,���þþþα=(1,−1, 0, 0)T ,
β=(0, 0, 1, −1)T , γ=(0, 1, −1, 0)T ´́́���§§§||| AX=0���nnn���))).

£££1¤¤¤¦¦¦ A���AAA���������AAA������þþþ.

£££2¤¤¤¦¦¦������ÝÝÝ


 P ÚÚÚééé���ÝÝÝ


 B ,¦¦¦��� P TAP=B.

). (1) ∵ A


1

1

1

1

=1·


1

1

1

1

 ∴ λ1=1, ξ1=


1

1

1

1



  ∴ (α, β, γ)=


1 0 0

−1 0 1

0 1 −1

0 −1 0

−−→


1 0 0

0 0 1

0 1 −1

0 0 −1


  ∴ r(α, β, γ)=3.

  ∵ (0E−A)X=0k α, β, γù 3��5Ã'�)�þ.

  ∴ λ2=0 (3­�)

  ∴ A�A�� λ1=1, λ2=0 (3­�)

  ^��A��z�{, ò ξ1, α, β, γz�IO���þ|.

  ��z: β1=ξ1=


1

1

1

1



      β2=α− (α,β1)

(β1,β1)
β1=


1

−1

0

0



      β3=β− (β,β1)

(β1,β1)
β1−

(β,β2)

(β2,β2)
β2=


0

0

1

−1


      β4=γ− (γ,β1)

(β1,β1)
β1−

(γ,β2)

(β2,β2)
β2−

(γ,β3)

(β3,β3)
β3
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      =


0

1

−1

0

+
1

2


1

−1

0

0

+
1

2


0

0

1

−1

=
1

2


1

1

−1

−1


~~~. ��� 3 ���¢¢¢ééé¡¡¡


 A ���zzz���������������ÚÚÚÑÑÑ´́́ 3, ��� r(A)=1. ¦¦¦
������������ÝÝÝ


 P ,¦¦¦ P−1AP ���ééé���ÝÝÝ


.

). ∵ A′

 1

1

1

=A

 1

1

1

=3

 1

1

1

. ∴ λ1=3, ξ1=

 1

1

1

.

ü z ξ1, � P1=


1√
3

1√
3

1√
3

.

  ∵ r(A)=1, ∴ |A|=0, 0´ A�A��.

  (0E−A)X=0�)�m�ê =3−r(A)=3−1=2.

  ∵ A����ê­ê >AÛ­ê 2, ∴ λ=0´ 2­�.

  �X=(x1, x2, x3)
′�A�� 0éA�A��þ.

  Ï�¢é¡
�ØÓA��éA�A��þ��,

  ∴ ξ1⊥X. ∴ x1+x2+x3=0, i.e. ∴ x1=−x2−x3.
- x2=1, x3=0; x2=0, x3=1, �

ξ2=

−1

1

0

, ξ3=

−1

0

1


  ^��A��z�{ò ξ2, ξ3IO��z, �

P2=


− 1√

2
1√
2
0

, P3=


− 1√

6

− 1√
6

2√
6


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  ��
 P=(P1, P2, P3)=



1√
3
− 1√

2
− 1√

6

1√
3

1√
2
− 1√

6

1√
3

0
2√
6



    P−1AP=

 3

0

0

.

~~~. ��� A ´́́ 3 ���¢¢¢ééé¡¡¡ÝÝÝ


, r(A)=2 , ���÷÷÷vvv AB=2B, ÙÙÙ¥¥¥

B=

 1 0

0 2

−1 −2

 ,¦¦¦������ÝÝÝ


 QÚÚÚééé���ÝÝÝ


 Λ,¦¦¦��� QTAQ=Λ.

). - B=(ξ1, ξ2), K AB=(Aξ1,Aξ2)=2B=(2ξ1,2ξ2)

  ∴ Aξ1=2ξ1, Aξ2=2ξ2

  ∴ λ1,2=2 (2­�) A��þ ξ1=

 1

0

−1

, ξ2=

 0

2

−2

.

Schimidt��z: ò ξ1, ξ2z����þ|.

  β1=ξ1=

 1

0

−1

, β2=ξ2−
(ξ2, β1)

(β1, β1)
β1=

−1

2

−1


  ∵ r(A)=2, ∴ |A|=0. ∴ λ3=0.

� ξ3=(x1, x2, x3)´éAu λ3�A��þ, K (ξ1, ξ3)=0, (ξ2, ξ3)=0.

  ∴

{
x1−x3=0

2x2−2x3=0
∴

{
x1=x3

x2=x3
∴ ξ3=

 1

1

1



ü z: γ1=
β1
|β1|

=


1√
2

0

− 1√
2

, γ2=
β2
|β2|

=


− 1√

6
2√
6

− 1√
6

, γ3=
ξ3
|ξ3|

=


1√
3
1√
3
1√
3


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��Ý
 Q=


1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

− 1√
2
− 1√

6
1√
3

, Λ=

 2

2

0


8

1 Chap 8 ���½½½




1.1 OOO���KKK:������CCC���{{{.zzzIIIOOO///

~~~. ®®®������ggg...

f(x1, x2, x3)=x21+x22+x23+4x1x2+4x1x3+4x2x3

(1) ^̂̂������CCC���zzz���ggg... f(x1, x2, x3) ���IIIOOO///, ¿¿¿¦¦¦¤¤¤������������
CCC���.

(2) ���§§§ f(x1, x2, x3)=1LLL«««ÛÛÛ«««���ggg­­­¡¡¡.

). A=

 1 2 2

2 1 2

2 2 1



|λE−A|=

∣∣∣∣∣∣∣
λ−1 −2 −2

−2 λ−1 −2

−2 −2 λ−1

∣∣∣∣∣∣∣ c1+c2+c3=======

∣∣∣∣∣∣∣
λ−5 −2 −2

λ−5 λ−1 −2

λ−5 −2 λ−1

∣∣∣∣∣∣∣
==(λ−5)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2

1 λ−1 −2

1 −2 λ−1

∣∣∣∣∣∣∣
r3−r1
r2−r1=====(λ−5)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2

0 λ+1 0

0 0 λ+1

∣∣∣∣∣∣∣=(λ−5)(λ+1)2.

λ1=5, λ2,3=−1 (2­�)

  λ1=5�, ) (5E−A)X=0.

  5E−A=

 4 −2 −2

−2 4 −2

−2 −2 4

 r2↔r3−−−→

−2 −2 4

−2 4 −2

4 −2 −2

 − 1
2ri−−−→

 1 1 −2

1 −2 1

−2 1 1


r2−r1
r3+2r1−−−→

 1 1 −2

0 −3 3

0 3 −3

 r3+r2
− 1

3 r2−−−→

 1 1 −2

0 1 −1

0 0 0

 r1−r2−−−→

 1 0 −1

0 1 −1

0 0 0



∴

{
x1=x3

x2=x3
ξ1=

 1

1

1


  λ2,3=−1�, ) (−E−A)X=0.
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  −E−A=

−2 −2 −2

−2 −2 −2

−2 −2 −2

 1−−→

 1 1 1

0 0 0

0 0 0



∴ x1=−x2−x3 ξ2=

−1

1

0

, ξ3=

−1

0

1


ò ξ2, ξ3 Schimidt��z:

  β2=ξ2=

−1

1

0

,

  β3=ξ3−
(ξ3, β2)

(β2, β2)
β2=

−1

0

1

−1

2

−1

1

0

=

−
1
2

−1
2

1



ü z: γ1=
ξ1
|ξ1|

=


1√
3
1√
3
1√
3

, γ2=
β2
|β2|

=


− 1√

2
1√
2

0

, γ3=
β3
|β3|

=


− 1√

6

− 1√
6
2√
6



��Ý
 P=


1√
3
− 1√

2
− 1√

6
1√
3
− 1√

2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

, ��C�X=PY

  IO/: f=5y21−y22−y23
5y21−y22−y23=1 ^=V�V­¡

9

~~~. ���f=XTBX ,ÙÙÙ¥¥¥B=

 2 4 0

2 2 0

0 0 5

, X=(x1, x2, x3)
T

(1) ���ÑÑÑ���ggg... f ���ÝÝÝ


 A.

(2) ���^̂̂���������555CCC��� X=PY rrr���ggg... f zzz���IIIOOO///, ���¦¦¦���ÑÑÑ
¤¤¤¦¦¦���������CCC���.

(3) ���ÑÑÑ���§§§ f=1¤¤¤LLL«««������mmm­­­¡¡¡¶¶¶¡¡¡.

). (1) A=

 2 3 0

3 2 0

0 0 5


14



  (2) |λE−A|=

∣∣∣∣∣∣∣
λ−2 −3 0

−3 λ−2 0

0 0 λ−5

∣∣∣∣∣∣∣=(λ−5)2(λ+1).

λ1,2=5 (2­�), λ3=−1

  λ1,2=5�, (5E−A)X=0�Ó)�§|: x1=x2+0x3.

    Ä:)X: ξ1=

 1

1

0

, ξ2=

 0

0

1


  ∵ (ξ1, ξ2)=0, ∴ ξ1� ξ2��.

  λ3=−1�, (−E−A)X=0�Ó)�§|:

{
x1=−x2
x3=0

    Ä:)X: ξ3=

−1

1

0



ü z: γ1=
ξ1
|ξ1|

=


1√
2
1√
2

0

, γ2=
ξ2
|ξ2|

=

 0

0

1

, γ3=
ξ3
|ξ3|

=


− 1√

2
1√
2

0



��Ý
 P=


1√
2

0 − 1√
2

1√
2

0 1√
2

0 1 0

, ��C�X=PY

  IO/: f=5y21+5y22−y23
5y21+5y22−y23=1 ^=ü�V­¡

~~~. ®®®������ggg... f(x1, x2, x3)=x21−x22+ax23+4x1x2+4x2x3+4x1x3.
��� A ´́́TTT���ggg...���ÝÝÝ


,��� |A|=5,¦¦¦µµµ

(1) a������.

(2) ^̂̂������CCC���òòò���ggg...zzz���IIIOOO///,���ÑÑÑ������CCC���ÝÝÝ


 P .

). A=

 1 2 2

2 −1 2

2 2 a

 ∵ |A|=−5a+16=5 ∴ a=
11

5

10

~~~. ®®®������ggg... f(x1, x2, x3)=(1−a)x21+(1−a)x22+2x23+2(1+a)x1x2
��������� 2.
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(1) ¦¦¦ a.

(2) ¦¦¦���������555CCC��� X=PY ,rrr f zzz¤¤¤IIIOOO///.

). A=

 1−a 1+a 0

1+a 1−a 0

0 0 2

 ∵ r(A)=2, ∴ |A|=−8a=0 ∴ a=0 11

~~~. ®®®���¢¢¢���ggg... f(x, y, z)=−x2−y2−z2+2xy+2xz+2yz.

(1) ���ÑÑÑ f ���ÝÝÝ


 A.

(2) ÁÁÁ^̂̂������CCC���zzz f ���IIIOOO///,¿¿¿¦¦¦ÑÑÑ¤¤¤^̂̂���������CCC���ÝÝÝ


.

(3) ���§§§ f(x, y, z)=1LLL«««���mmm���������IIIXXX¥¥¥ÛÛÛ«««���ggg­­­¡¡¡.

). A=

−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1


~~~. ®®®���¢¢¢���ggg... f(x, y, z)=3x2+3y2+2xy+4xz−4yz.

(1) ���ÑÑÑ f ���ÝÝÝ


 A.

(2) ÁÁÁ^̂̂������CCC��� X=PY ,zzz f ���IIIOOO///,¿¿¿���ÑÑÑ¤¤¤^̂̂���������ÝÝÝ



P .

(3) ���§§§ f(x, y, z)=1LLL«««���mmm���������IIIXXX¥¥¥ÛÛÛ«««���ggg­­­¡¡¡.

). A=

 3 1 2

1 3 −2

2 −2 0


12

1.2 ������{{{.zzzIIIOOO///

~~~. ���ggg... f(x1, x2, x3)=2x21+x22−4x23−4x1x2−2x2x3 ���IIIOOO///´́́(
C ).

(A) 2y21+y22+3y23 (B) −2y21−y22−3y23

(C) 2y21−y22−3y23 (D) 2y21−y22

). ��{: f=2x21+x22−4x23−4x1x2−2x2x3

=2(x1−x2)2−x22−4x23−2x2x3

=2(x1−x2)2−(x2+x3)
2−3x23
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  -


y1=x1−x2
y2=x2+x3

y3=x3

IO/: 2y21−y22−3y23

~~~. ���ggg­­­¡¡¡ 2x2+2y2+z2+2xy=1���­­­¡¡¡¶¶¶¡¡¡´́́ ýýý¥¥¥¡¡¡ .

). ��{: f=2x2+2xy+2y2+z2

=2
(
x+

y

2

)2
−y

2

2
+2y2+z2

=2
(
x+

y

2

)2
+

3

2
y2+z2

=2u2+
3

2
v2+w2=1 ý¥¡

~~~. ���ggg­­­¡¡¡ x2+y2+2z2+2xy=1,KKKTTT­­­¡¡¡���¶¶¶¡¡¡��� ýýý���ÎÎÎ¡¡¡ .

). ��{: (x+y)2+2z2=1

u2+2v2=1 ý�Î¡ �

~~~!!!®®®������ggg... f(x1, x2, x3)=(1−a)x21+(1−a)x22+2x23+2(1+a)x1x2
��������� 2, ¦¦¦ a=( 0 ).

). A=

 1−a 1+a 0

1+a 1−a 0

0 0 2

 ∵ r(A)=2, ∴ |A|=0=−8a. ∴ a=0.

~~~. ®®®������ggg... f(x1, x2, x3)=5x21+5x22+Cx
2
3−2x1x2+6x1x3−6x2x3

��������� 2,KKK777kkk C= 3 ,���ddd���ggg...éééAAA���ÝÝÝ


���AAA������©©©
OOO��� 0§§§4§§§9 ,��� f(x1, x2, x3)=6���,§§§���LLLnnn������mmm���
­­­¡¡¡¶¶¶¡¡¡´́́ ýýý���ÎÎÎ¡¡¡ .

). A=

 5 −1 3

−1 5 −3

3 −3 C

 ∵ r(A)=2 ∴ C=3.

|λE−A|=

∣∣∣∣∣∣∣
λ−5 1 −3

1 λ−5 3

−3 3 λ−3

∣∣∣∣∣∣∣ r3+3r2=====

∣∣∣∣∣∣∣
λ−5 1 −3

1 λ−5 3

0 3λ−12 λ+6

∣∣∣∣∣∣∣
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r1+r2=====

∣∣∣∣∣∣∣
λ−4 λ−4 0

1 λ−5 3

0 3(λ−4) λ+6

∣∣∣∣∣∣∣=(λ−4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

1 λ−5 3

0 3(λ−4) λ+6

∣∣∣∣∣∣∣
r2−r1=====(λ−4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

0 λ−6 3

0 3(λ−4) λ+6

∣∣∣∣∣∣∣=(λ−4)λ(λ−9)=0 ∴ λ=0, 4, 9.

  IO/: f=4y21+9y22

4y21+9y22=6 ý�Î¡
13

1.3 ���ddd.���qqq.ÜÜÜÓÓÓ

~~~. ���äää: A, B ������ n���¢¢¢ééé¡¡¡


,äääkkk���ÓÓÓ���AAA������,KKK���öööQQQ
���qqqqqqÜÜÜÓÓÓ.( X )

). ¢é¡
 A, B A���ÓK�q, �qKÜÓ.

~~~. ���äää: A, B ������ n������


,äääkkk���ÓÓÓ���AAA������,


���ùùù n���AAA
���������üüüüüüpppÉÉÉ,KKK AÚÚÚ B ���½½½���qqq,���ØØØ���½½½ÜÜÜÓÓÓ.( X )

). ∵ A, Bäk�Ó�A��, � n�A��pØ�Ó,

  ∴ A, BÑ�±�qé�z, ��quÓ��é�
Λ,

  ∴ A, B�q.

  ∵ A, BØ�½Ñ´é¡
,

  ∴ A, BØ�½ÜÓ.

~~~. ��� A, B ÑÑÑ´́́ n���¢¢¢ééé¡¡¡���___ÝÝÝ


,KKK( D ).

(A) A��� B ���qqq (B) A��� B ÜÜÜÓÓÓ

(C) A2 ��� B2 ���qqq (D) A2 ��� B2 ÜÜÜÓÓÓ

). ¢é¡
 A, B�qKÜÓ, ∴ (A), (B)�.

  �¢é¡�_
 A�A��� λ1, λ2, ··· , λn, K A2 �A��

λ21, λ
2
2, ··· , λ2n��u 0.

  �¢é¡�_
 B �A��� µ1, µ2, ··· , µn, K A2 �A��

µ21, µ
2
2, ··· , µ2n��u 0.

  ∴ A2� B2ÜÓ. (D)é.
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~~~. A=

(
1 2

2 1

)
, KKK333¢¢¢êêê���þþþ��� AÜÜÜÓÓÓ���ÝÝÝ


��� ( A )

(A)

(
−2 1

1 −2

)
(B)

(
2 −1

−1 2

)
(C)

(
2 1

1 2

)
(D)

(
1 −2

−2 1

)

). (A), (B), (C), (D)þ�é¡
.

Ý
 A�A��: -1, 3

(A):A��: -1, -3 (B):A��: 1, 3

(C):A��: 1, 3 (D):A��: 3, -1
14

~~~. A=

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

, B=

 1

1

0

, KKK A��� B ( C ).

(A) ÜÜÜÓÓÓ������qqq (B) ØØØÜÜÜÓÓÓ������qqq

(C) ÜÜÜÓÓÓ���ØØØ���qqq (D) ØØØÜÜÜÓÓÓ���ØØØ���qqq

). |λE−A|=λ(λ−3)2, ∴ λ=0, 3, 3

  B�A�� 1, 1, 0

  ∵ A, BA��ØÓ, ∴ A, BØ�q.

  ¢é¡
 A, B��KA����êéA�Ó, ∴ A, BÜÓ.

~~~. A=

 0 1 0

1 0 0

0 0 1

��� B=

 1 0 0

0 0 −1

0 −1 0

 ���'''XXX´́́( D ).

(A) ���ddd


ØØØÜÜÜÓÓÓ (B) ÜÜÜÓÓÓ


ØØØ���qqq

(C) ���qqq


ØØØÜÜÜÓÓÓ (D) ÜÜÜÓÓÓ������qqq

). A�A�� 1, 1, -1; B�A�� 1, 1, -1

  ¢é¡
 A, BA���ÓK�q, �qKÜÓ.
15

~~~. A=

 4 0 0

0 4 0

0 0 8

, B=

 6 2 0

2 6 0

0 0 4

, C=

 4 1 0

0 4 1

0 0 8

. KKK( A ).

(A) AÜÜÜÓÓÓuuu B, A���qqquuu B (B) B ÜÜÜÓÓÓuuu C, B ���qqquuu C

(C) AÜÜÜÓÓÓuuu C, A���qqquuu C (D) AÜÜÜÓÓÓuuu B, B ���qqquuu C
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). A, Bé¡
, C�é¡
, �A, B� C ØÜÓ, ∴ (B), (C)�.

é¡
 A�A��: 4§4§8 é¡
 B�A��: 4§4§8

  ¢é¡
 A, BA���ÓK�q, �qKÜÓ.

~~~. A=

 4 0 0

0 4 0

0 0 8

, B=

 6 2 0

2 6 0

0 0 4

, C=

 4 1 0

0 4 1

0 0 8

, KKK ( B )

(A) A��� C ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ (B) A��� B ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ

(C) B ��� C ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ (D) B ��� C ØØØ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ

). é¡
 A, B��é¡
 C Ø�UÜÓ, ∴ (A), (C), (D)�.
16

~~~. A=


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, B=


4 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,KKK A��� B( A ).

(A) ÜÜÜÓÓÓ������qqq (B) ÜÜÜÓÓÓ���ØØØ���qqq

(C) ØØØÜÜÜÓÓÓ������qqq (D) ØØØÜÜÜÓÓÓ���ØØØ���qqq

). é¡
A�A��: 4§0§0§0 é¡
B�A��: 4§0§0§0

  ¢é¡
 A, BA���ÓK�q, �qKÜÓ.

~~~. A=

 2 1 0

1 2 0

0 0 −1

, B=

 2 0 0

0 1 0

0 0 −1

,KKK( B ).

(A) A��� B QQQÜÜÜÓÓÓqqq���qqq (B) A��� B ÜÜÜÓÓÓ���ØØØ���qqq

(C) A��� B ���qqq���ØØØÜÜÜÓÓÓ (D) A��� B QQQØØØ���qqqqqqØØØÜÜÜÓÓÓ

). é¡
 A�A��: 1§3§-1 é¡
 B�A��: 2§1§-1

  A, B�A��ØÓ, ∴ Ø�q.

  A, B��, KA����êéA�Ó, ∴ ÜÓ.
17

~~~. A=

 0 0 2

0 2 0

2 0 0

, B=

−2 1 0

1 2 0

0 0 2

, C=

 2 0 0

0 2 0

0 0 −2

. KKK777kkk( C ).
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(A) A��� B ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ (B) B ��� C ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ

(C) A��� C ���qqq���ÜÜÜÓÓÓ (D) ±±±þþþÑÑÑØØØ���(((

). A, B, C þ�é¡
.

  é�
 C �A��: 2§2§-2 é¡
 A�A��: 2§2§-2

  ¢é¡
 A, C A���ÓK�q, �qKÜÓ.

~~~. A=

 2 0 0

0 2 0

0 0 −3

, B=

 2 0 0

0 −2 2

0 2 1

, C=

 2 0 2

0 −2 4

0 1 1

, KKK (A)

(A) A��� B ���qqq§§§B���C���ddd (B) A��� B ÜÜÜÓÓÓ§§§A��� C ���qqq

(C) A��� C ÜÜÜÓÓÓ§§§B���C���ddd (D) A��� B ÜÜÜÓÓÓ§§§B ��� C ���qqq

). A, Bé¡
, C �é¡
, � A, B� C ØÜÓ, ∴ (C)�.

é¡
 A�A��: 2§2§-3 é¡
 B�A��: 2§2§-3

  ¢é¡
 A, BA���ÓK�q, �qKÜÓ.

|B| 6=0, |C| 6=0, ∴ r(B)=r(C), �d.

�eA, C�q,K C�A���´ 2§2§-3,� C�±�qé�z,

  ∴ B, C �q. l
À� (B), (C)Ñé, gñ.

  ∴ (A)é. 18

1.4 ���½½½




~~~. ��� n���������ÝÝÝ


 A ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK A= En .

). ∵ A´��
, ∴ AT =A−1.

  � A�A��� λ, K AT , A−1�A��� λÚ
1

λ
, � λ=

1

λ
.

  ∴ λ2=1

  ∵ A´�½
, ∴ A�A����u 0, ∴ λ=1 (n­�).

  ∴ A=En.

~~~. ��� A, B ���???¿¿¿üüü��� n������


,eee¡¡¡���½½½¤¤¤ááá���´́́( B ).

(A) |A+B|=|A|+|B| (B) |AB|=|BA|
(C) |A−1|=|A|−1 (D) eee A, B ���½½½,KKK AB ���½½½.
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). (A)�Ø, �~: A=E, B=E.

(B)�(, ∵ A, B�
, ∴ |AB|=|A|·|B|=|B|·|A|=|BA|.
(C)�Ø, ∵ A, BØ�½�_, �~: A=O, B=O.

(D)�Ø.

~~~. ���äää: A, B ������ n���¢¢¢���½½½


,KKK A+B, AB ���´́́.( ��� )

). A, B�½,K A+B�½, ABØ�½�½.

~~~. ���äää: A��� n���¢¢¢ééé¡¡¡


,��� AB+BTA���½½½,KKK A777������ÛÛÛ
ÉÉÉ


.( X )

). ∵ AB+BTA�½,

  ∴ ∀ X 6=0, XT (AB+BTA)X=XTABX+XTBTAX

=XTATBX+XTBTAX

=(AX,BX)+(AX,BX)

=2(AX,BX)>0

∴ (AX,BX)>0.

  b� A �ÛÉ
, K |A|=0, AX=0 k�"), = ∃ X 6=0,
s.t. AX=0, � ∀ X 6=0, (AX,BX)>0gñ.

  ∴ A��ÛÉ
.
19

~~~. A, B ÑÑÑ´́́ÓÓÓ������


,eee¡¡¡`̀̀{{{ØØØ���(((���´́́( D ).

(A) eee A, B ÑÑÑ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK A+B ´́́���½½½ÝÝÝ




(B) eee A, B ÑÑÑ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK A−1+B ´́́���½½½ÝÝÝ




(C) eee A, B ÑÑÑ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK A−1+B∗ ´́́���½½½ÝÝÝ




(D) eee A, B ÑÑÑ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK A∗B∗ ´́́���½½½ÝÝÝ




~~~. eee���(((ØØØ���(((���´́́( C ).

(A) eee A��� B þþþ��� n������___ÝÝÝ


,KKK A+B ���___

(B) eee A��� B þþþ��� n���������ÝÝÝ


,KKK A+B ������

(C) eee A��� B þþþ��� n������½½½ÝÝÝ


,KKK A+B ���½½½

(D) eee A��� B þþþ��� n���ééé¡¡¡ÝÝÝ


,KKK A+B ���ééé¡¡¡

20
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~~~. eee���(((ØØØ���ØØØ���´́́( C ).

(A) eee A��� B þþþ��� n������___ÝÝÝ


,KKK AB ���___

(B) eee A��� B þþþ��� n���������ÝÝÝ


,KKK AB ������

(C) eee A��� B þþþ��� n������½½½ÝÝÝ


,KKK AB ���½½½

(D) eee A��� B þþþ��� n���ééé¡¡¡ÝÝÝ


,��� A��� B ������,KKK AB ééé¡¡¡

). |AB|=|A|·|B| 6=0, ∴ AB�_. (A)�(.

(AB)TAB=BTATAB=E, ∴ AB��. (B)�(.

∵ A� Bþ�½, ∴ A� Bþé¡, = AT =A, BT =B.

(AB)T =BTAT =BA, ∴ AB�7�½. (C)�Ø.

(AB)T =BTAT =BA=AB, ∴ ABé¡. (D)�(.

~~~. ��� A, B ÑÑÑ´́́ n������


,eee���(((ØØØ���ØØØ���´́́( C ).

(A) eee A, B ÑÑÑ´́́���___ÝÝÝ


,KKK AB ���´́́���___ÝÝÝ


.

(B) eee A, B ÑÑÑ´́́������ÝÝÝ


,KKK AB ���´́́������ÝÝÝ


.

(C) eee A, B ÑÑÑ´́́���½½½ÝÝÝ


,KKK AB ���´́́���½½½ÝÝÝ


.

(D) eee A, B ÑÑÑ´́́������ÝÝÝ


,KKK A−1B−1 ���´́́������ÝÝÝ


.

~~~. eee n���ÝÝÝ


 A���½½½,KKKeee���(((ØØØØØØ���(((���´́́( A ).

(A) A���¤¤¤kkk��������������� (B) A−1 ���´́́���½½½ÝÝÝ




(C) |A|>0 (D) A���÷÷÷���ÝÝÝ




). A�½, K A−1�½.

  A�½, KA����u 0. ∴ |A|=λ1λ2 ···λn>0.

  A�½, K A�_, i.e. ÷�.
21

~~~. ®®®���¢¢¢ÝÝÝ


 B=(bij)3×3,KKK¢¢¢���ggg... f(x1, x2, x3)

=(b11x1+b12x2+b13x3)
2+(b21x1+b22x2+b23x3)

2+(b31x1+b32x2+b33x3)
2

÷÷÷vvv( A ).

(A) f(x1,x2,x3)���½½½ ⇔ |B| 6=0 (B) f(x1,x2,x3)ØØØ���½½½

(C) f(x1,x2,x3)���½½½ ⇔ B���½½½ (D) f(x1,x2,x3)���½½½
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). -

 y1

y2

y3

=

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 x1

x2

x3

 P: Y =BX.

  f=y21+y22+y23 �½ ⇐⇒ ∀ X 6=0, Y =BX 6=0

⇐⇒ |B| 6=0, i.e. BX=0�k"). �

~~~. ������ggg... f=x21+x
2
2+3x23+2tx1x2+2x1x3 ´́́���½½½���ggg...,KKK t���

������������´́́ −
√

2

3
<t<

√
2

3
.

). A=

 1 t 1

t 1 0

1 0 3

. ¹ëê t�^SÌfª:

P2=

∣∣∣∣∣ 1 t

t 1

∣∣∣∣∣ =1−t2 >0, P3=|A|=2−3t2 >0.

{
1−t2 >0

2−3t2 >0
⇒

−1<t<1

−
√

2

3
<t<

√
2

3

⇒ −
√

2

3
<t<

√
2

3
�, f �½.

~~~. ������ggg... f(x1,x2)=(x1+2x2)
2+(−x1+ax2)

2 ���½½½,KKK a���������

������´́́ a 6=−2 .

). f=x21+4x1x2+4x22+x21−2ax1x2+a2x22

=2x21+(4+a2)x22+2(2−a)x1x2

  A=

(
2 2−a

2−a 4+a2

)
. ¹ëê a�^SÌfª: |A|=(a+2)2>0

  ∴ a 6=−2�, f �½.
22

~~~. eee���ggg... f(x1,x2,x3)=2x21+x22+x23+2x1x2+tx2x3 ���½½½,KKK t÷÷÷
vvv −

√
2<t<

√
2 .

). A=

 2 1 0

1 1 t
2

0 t
2 1

. ^SÌfª: |A|=1− t
2

2
>0

  ∴ −
√

2<t<
√

2�, f �½.

~~~. ��� f=x21+2x22+ax23+2x1x2−2x1x3−2x2x3 ´́́���½½½���ggg..., KKK a
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���������������´́́ a>1 .

). A=

 1 1 −1

1 2 −1

−1 −1 a

. ^SÌfª: |A|=a−1>0

  ∴ a>1�, f �½.

~~~. ���ggg... f(x1,x2,x3)=tx21+tx22+tx23+x1x2+x1x3+x2x3 ���½½½���¿¿¿
���^̂̂������( D ).

(A) t>1 (B) t>0 (C) t>−1 (D) t>
1

2

). A=

 t 1
2

1
2

1
2 t

1
2

1
2

1
2 t

. ¹ëê t�^SÌfª:

P2=

∣∣∣∣∣ t 1
2

1
2 t

∣∣∣∣∣ =

(
t+

1

2

)(
t−1

2

)
>0, P3=|A|=(t+1)

(
t−1

2

)2

>0.


(
t+

1

2

)(
t−1

2

)
>0

(t+1)

(
t−1

2

)2

>0

⇒


t<−1

2
½ t>

1

2

t 6= 1

2
� t>−1

⇒ t>
1

2
�, f �½.

~~~. ��� A ´́́ 3 ���¢¢¢ééé¡¡¡ÝÝÝ


, λ1, λ2, λ3 ´́́ A ���nnn���AAA������, ���÷÷÷
vvv a>λ1>λ2>λ3>b, KKK��� µ ���ÛÛÛ������, A−µE ���½½½´́́���½½½ÝÝÝ


. (
A ).

(A) µ<b (B) µ>b (C) µ<a (D) µ>a

). A−µE �A��: λ1−µ, λ2−µ, λ3−µ
  A−µE �½, K λ1−µ>0, λ2−µ>0, λ3−µ>0

  ∴ µ<min{λ1, λ2, λ3}=λ3
  ∴ µ<b6λ3�, A−µE �½.

23

1.5 yyy²²²KKK:���½½½




~~~. ��� A��� n���¢¢¢ééé¡¡¡


, AB+BTA������½½½


,yyy²²²µµµA���___.

). ∵ AB+BTA�½,

  ∴ ∀ X 6=0, XT (AB+BTA)X=XTABX+XTBTAX

25



=XTATBX+XTBTAX

=(AX,BX)+(AX,BX)

=2(AX,BX)>0

∴ (AX,BX)>0.

  b� A Ø�_, K r(A)<n, AX=0 k�"), = ∃ X 6=0,
s.t. AX=0, � ∀ X 6=0, (AX,BX)>0gñ.

  ∴ A�_.

~~~. ��� A��� m���¢¢¢���½½½


, B ��� m×n���¢¢¢ÝÝÝ


,yyy²²²µµµBTAB ���
½½½���¿¿¿���^̂̂������ r(B)=n.

y. =⇒ ∵ BTAB�½,

    ∴ ∀ X 6=0, XTBTABX=(BX)TA(BX)>0.

    ∴ ∀ X 6=0, BX 6=0, = BX=0�k"), ∴ r(B)=n.

  ⇐= (BTAB)T =BTATB=BTAB ¢é¡


    ∵ r(B)=n, ∴ BX=0�k"), = ∀ X 6=0, BX 6=0.

    ∵ A�½, ∴ ∀ X 6=0, XTBTABX=(BX)TA(BX)>0,

    ∴ BTAB�½.

~~~. ®®®��� A, B ��� n���¢¢¢���½½½


,yyy²²²µµµBAB ���´́́���½½½


.

y. ∵ A, B�½, ∴ AT =A, BT =B.

  ∴ (BAB)T =BTATBT =BAB. ¢é¡


  ∵ B�½, ∴ B�_, r(B)=n, ∴ BX=0 �k").

  ∴ ∀ X 6=0, BX 6=0.

  ∵ A�½,

  ∴ ∀ X 6=0, XTBABX=XTBTABX=(BX)TA(BX)>0,

  ∴ BAB�½. �

~~~. ®®®��� A������÷÷÷������ m×n���¢¢¢ÝÝÝ


,yyy²²²µµµATA���½½½.

y. (ATA)T =ATA ¢é¡


  ∵ r(A)=n, ∴ AX=0�k"), = ∀ X 6=0, AX 6=0.

  ∀ X 6=0, XTATAX=(AX)TAX=(AX, AX)>0.

  ∴ ATA�½.
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~~~. A��� n������ééé¡¡¡¢¢¢ÝÝÝ


,yyy²²²µµµE−A2 ������½½½


.

y. ∵ A��é¡Ý
, ∴ AT =−A,

  ∴ (E−A2)T =E−(ATAT )=E−A2 ¢é¡


  ∀ X 6=0, XT (E−A2)X=XTX−XTA2X

=(X, X)+XTATAX

=(X, X)+(AX, AX)>0.

  ∴ E−A2�½.
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哈工大网盘计划简介 

1.项目初衷 

鉴于（1）哈工大各类 QQ 群内学习资料多且繁杂，而文件文字太多会导致文件被
tx 屏蔽或者降低 QQ 群信用星级；（2）校内诚信复印和纸张记忆垄断；（3）很多营销
号在卖资料且售价很高；（4）学长学姐的自编材料很好，还想分享给下一届；等问题，
网盘计划应运而生！哈尔滨工业大学网盘计划旨在将窝工的各类学习资料进行归类整
理，并且以网盘的形式发出来，历时一年，现已小成，扫描了上百份校内复印店试题文
档，归类整理了近 40 个 G 的学习资料给大家，已经花费上千元，现入不敷出，如果您
希望网盘计划继续运营下去的话，可通过以下方式进行捐赠。 

 

2.网盘计划成就（密码 1920） 

 

腾讯自动屏蔽以上链接，请用浏览器扫一扫 

 

https://hit.lanzoui.com/b00o97f5g
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