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一些其他线代题目 

V2.0  2022.5.24 更新 

1．已知向量组（Ⅰ） 1 2, ,..., s   可由向量组（Ⅱ） 1 2, ,..., t   线性表示。证明： 

（1）若 s＝t 且向量组（Ⅰ） 1 2, ,..., s   线性无关，则向量组（Ⅱ）线性无关； 

（2）若向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）具有相同的秩，证明：向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）等价。 

2．证明：n 个 n 维实列向量 1 2, ,..., n   线性无关的充分必要条件是 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

0.

T T T

n

T T T

n

T T T

n n n n

     

     

     

  

3．设矩阵 ,A B为 n 阶方阵，若 AX＝0 和 BX＝0 同解，则（     ） 

（A）
0

A B

B

 
 
 

X＝0 和
0

B A

A

 
 
 

X＝0 同解；  （B）
0A

E B

 
 
 

X＝0 仅有零解； 

（C）
0

AB B

A

 
 
 

X＝0 和
0

BA A

B

 
 
 

X＝0 同解； （D）
0

AB B

A

 
 
 

X＝0 仅有零解。 

4．（1）设 A 为 m×n 阶实列满秩阵，证明：ATA 正定。 

（2）设 A 为正定矩阵，证明：存在正定矩阵 B 使 A＝B2。 

（3）设 A 为 n 阶实可逆矩阵，证明：A 一定可以表为一个正交矩阵和一个正定矩阵的乘积。 

**且表示形式唯一？ 

5．设二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 8 2f x x x x x ax x x x x x x= − + + − + 在正交线性变换 X＝QY 下的标准

型为 21 2

2 2

1 yy + ，求 a 的值及一个正交矩阵 Q。 

6．已知 A 是 3 阶实对称阵， 1 (1,1,1)T = 是 A 的属于特征值－1 的特征向量，且二次型

1 2 3( , , ) Tf x x x X AX= 在正交变换 X＝PY 下化为 2 2 2

1 2 3y y y+ − 。 

（1）求出将 1 2 3( , , ) Tf x x x X AX= 化为 2 2 2

1 2 3y y y+ − 的一个正交变换矩阵； 

（2）求矩阵 A 和 An； 

（3）在空间直角坐标系中，方程 1 2 3( , , ) 1f x x x = 表示何种几何图形。 
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7．已知矩阵 A＝

0 1 1

2 3 0

0 0 0

− 
 

− 
 
 

。 

（1）证明 A 可被相似对角化，并求矩阵 P，使得 P -1AP 为对角矩阵； 

（2）设 3 阶矩阵 B＝ 1 2 3( )  ， ， 满足 B2＝BA，记 B100＝ 1 2 3( )  ， ， ，将 1 2 3  ， ， 分别表

示为 1 2 3  ， ， 的线性组合。 

8．设 3 阶矩阵 1 2 3( )A   = ， ， ， 1 2 3( )B   = ， ， 。若向量组 1 2 3  ， ， 可以用向量组

1 2 3  ， ， 线性表示，则（     ） 

（A） 0AX = 的解均为 0BX = 的解；   （B） 0TA X = 的解均为 0TB X = 的解； 

（C） 0BX = 的解均为 0AX = 的解；   （D） 0TB X = 的解均为 0TA X = 的解。 

9．若实矩阵 A＝

1 0 0

0 1

0 1

t

t

 
 
 
 
 

正定，则 t 的取值范围是__________________。 

10．设向量 (1, 1,0,1)T = − ，则 A＝ T 的非零特征值为__________。 

11．已知 A 为 n 阶正定矩阵， 为非零 n 维实列向量，则
0T

A
R





 
 
 

＝_____________。 

12．设 A 是 4 阶方阵，且 ( ) 3R A = ，则齐次线性方程组 * 0A X = （ *A 是 A 的伴随矩阵）的基础

解系所含解向量个数是（     ） 

（A）1；    （B）2；    （C）3；   （D）4 

13．下列说法正确的是（     ） 

（A）极大无关组唯一的向量组线性无关； 

（B）所含向量个数相同的两个线性无关向量组等价； 

（C）向量在基下的坐标向量属于该向量所在空间； 

（D）矩阵的秩与其行（列）向量组的秩相等。 

14．下列是方阵 A3×3可被相似对角化的充分非必要条件是（     ） 

（A）A3×3 有三个线性无关的特征向量；   （B）A3×3 有三个不同的特征值； 

（C）A3×3 有三个两两线性无关的特征向量； 

（D）A3×3 不同特征值对应的特征向量正交。 
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15. 设 n 阶矩阵 A＝
2

2

2 1

2

1

2

a

a a

a a

 
 
 
 
 
 

，现矩阵 A 满足 AX＝b，其中 X 1 2( , ,..., )T

nx x x= ，b

(1,0,...,0)T= . 

（1）求|A|； 

（2）a 为何值时，方程组有唯一解？求 x1. 

（3）a 为何值时，方程组有无穷多解？求通解. 

  



4 

 

部分参考解答 

（组编时间仓促，且编者水平有限，欢迎各位纠错及提供新的解法） 

1．已知向量组（Ⅰ） 1 2, ,..., s   可由向量组（Ⅱ） 1 2, ,..., t   线性表示。证明： 

（1）若 s＝t 且向量组（Ⅰ） 1 2, ,..., s   线性无关，则向量组（Ⅱ）线性无关； 

（2）若向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）具有相同的秩，证明：向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）等价。 

1.【解】（1） 1 2 1 2, ( , ,..., ), ( , ,..., )n ns t n A B     = = = = ，由向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线

性表示，则存在非零矩阵 P， ( ),( )A BP R A R B= ，则 ( )R B n= ，即向量组（Ⅱ）线性无关。 

（2）设两个向量组的秩为 r，则向量组（Ⅱ）的极大无关组
1 2
, ,...,

rk k k   ；向量组（Ⅰ）的极

大无关组
1 2
, ,...,

rt t t   。由向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示，则向量组（Ⅰ）可由

1 2
, ,...,

rk k k   线性表示，自然向量组（Ⅰ）的极大无关组
1 2
, ,...,

rt t t   也可由
1 2
, ,...,

rk k k   线性

表示，设
1 2 1 21 1( , ,..., ), ( , ,..., )

r rt t t k k kA B    = = ， 1 1 1( ( ) )) (R P R P rA B P R A  == ，所以，则  

P可逆，所以 1

1 1B A P−= ，
1 2
, ,...,

rk k k   可由
1 2
, ,...,

rt t t   线性表示，所以向量组（Ⅱ）可由

1 2
, ,...,

rt t t   线性表示，即向量组（Ⅱ）可由向量组（Ⅰ）线性表示，故向量组（Ⅰ）和（Ⅱ）

等价。 

2．证明：n 个 n 维实列向量 1 2, ,..., n   线性无关的充分必要条件是 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

0.

T T T

n

T T T

n

T T T

n n n n

     

     

     

  

【见疑难解答第 3 章 10 题】【类似题作业里也有，可对照】 

3．[2021 数一]设矩阵 ,A B为 n 阶方阵，若 AX＝0 和 BX＝0 同解，则（  A  ） 

（A）
0

A B

B

 
 
 

X＝0 和
0

B A

A

 
 
 

X＝0 同解；  （B）
0A

E B

 
 
 

X＝0 仅有零解； 

（C）
0

AB B

A

 
 
 

X＝0 和
0

BA A

B

 
 
 

X＝0 同解； （D）
0

AB B

A

 
 
 

X＝0 仅有零解。 
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4．（1）设 A 为 m×n 阶实列满秩阵，证明：ATA 正定。 

【证】对于任一非零列向量 X ，得 T TX A AX = ( )TAX AX = ( , )AX AX ，下证 AX＝0 当且仅当 X 为零向

量：充分性是显然的，下证必要性。 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0R A R X n R AX R X R X+ − =   = 。因此，对

于任意非零列向量 X， ( , ) 0T TX A AX AX AX=  ，所以
TA A正定。 

（2）设 A 为正定矩阵，证明：存在正定矩阵 B 使 A＝B2。【见疑难解答第四章 36 题】 

（3）设 A 为 n 阶实可逆矩阵，证明：A 一定可以表为一个正交矩阵和一个正定矩阵的乘积。

【见疑难解答第四章 37 题】 

**且表示形式唯一？【见资料《正定矩阵的算术平方根》】 

5．设二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 8 2f x x x x x ax x x x x x x= − + + − + 在正交线性变换 X＝QY 下的标准

型为 21 2

2 2

1 yy + ，求 a 的值及一个正交矩阵 Q。【见疑难解答 2017 年数一 21 题】 

6．已知 A 是 3 阶实对称阵， 1 (1,1,1)T = 是 A 的属于特征值－1 的特征向量，且二次型

1 2 3( , , ) Tf x x x X AX= 在正交变换 X＝PY 下化为 2 2 2

1 2 3y y y+ − 。 

（1）求出将 1 2 3( , , ) Tf x x x X AX= 化为 2 2 2

1 2 3y y y+ − 的一个正交变换矩阵； 

（2）求矩阵 A 和 An； 

（3）在空间直角坐标系中，方程 1 2 3( , , ) 1f x x x = 表示何种几何图形。 

【见习题指导 2015 年期末卷第六大题，题目稍有改动但答案相同】 

7．[2016 数一，21 改编，答案也可参考疑难解答] 已知矩阵 A＝

0 1 1

2 3 0

0 0 0

− 
 

− 
 
 

。 

（1）证明 A 可被相似对角化，并求矩阵 P，使得 P -1AP 为对角矩阵； 

（2）设 3 阶矩阵 B＝ 1 2 3( )  ， ， 满足 B2＝BA，记 B100＝ 1 2 3( )  ， ， ，将 1 2 3  ， ， 分别表

示为 1 2 3  ， ， 的线性组合。 

7.【解】（1）

1 1

| 2 3 0 ( 1)( 2) 0

0 0 0

| AE



   

− 
 

= − + = + + = 
 
 

− ，得 A 的特征值： 1 0 = ， 2 31 2 = − = −， 。

A 有三个互不相同的特征值，所以 A 可被相似对角化。对 1 0 = ，解得特征向量为 1 (3, 2, 2)T = ；对 2 1 = − ，

解得特征向量为 2 (1,1,0)T = ；对 3 2 = − ，解得特征向量为 2 (1, 2,0)T = 。所求矩阵 P 为 
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3 1 1

2 1 2

2 0 0

 
 
 
 
 

，P-1

1
0 0

2

2 1 2

1
1 1

2

 
 
 

= − − 
 
− 
 

，且
1P AP− = ，其中

0

1

2

 
 

 = − 
 − 

。 

（2）在
2B BA= 两边同时右乘 A ，得

2 2B A BA= ，而
2 3B A BBA B= = ，即

3 2B BA= 。反复操作即可

得：
100 99B BA= 。由

1P AP− = ，所以
1A P P−=  ，

99 1 1 1 99 1...A P P P P P P P P− − − −=    =  ＝ 

P 1

99

0

1

2

P−

 
 

− 
 − 

＝

99 99 98

100 100 99

2 2 1 2 2 2

2 2 1 2 2 2

0 0 0

 − + − −
 
− + − − 
 
 

，所以
99 100

1 1 2( 2 2 ) ( 2 2 )  = − + + − + ， 

99 100

2 1 2(1 2 ) (1 2 )  = − + − ，
98 99

3 1 2(2 2 ) (2 2 )  = − + − 。 

[注意] 1. 本题判定矩阵可被相似对角化，用的是“A 有 n 个互不相同的特征值”；但若 A 的特征值有重

根，也不一定能说明 A 不能被相似对角化：若 A 有 n 个线性无关的特征向量，仍可说明 A 可被相似对角

化；2. 矩阵可以被相似对角化，不代表矩阵可以被正交相似对角化！(因此本题设问为 P -1AP 而非 PTAP) 

8．[2020 数一]设 3 阶矩阵 1 2 3( )A   = ， ， ， 1 2 3( )B   = ， ， 。若向量组 1 2 3  ， ， 可以用

向量组 1 2 3  ， ， 线性表示，则（  D  ） 

（A） 0AX = 的解均为 0BX = 的解；   （B） 0TA X = 的解均为 0TB X = 的解； 

（C） 0BX = 的解均为 0AX = 的解；   （D） 0TB X = 的解均为 0TA X = 的解。 

8.【析】向量组 1 2 3  ， ， 可以用向量组 1 2 3  ， ， 线性表示，则

1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

k k k

k k k

k k k

   

   

   

= + +


= + +
 = + +

(表示系数

不全为 0)，也即 A BP= ，其中 P 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

k k k

k k k

k k k

 
 

=  
 
 

，则 ( )T T T TA BP P B= = 。方程组 0TB X = 的每个

解 i 均满足 0T

iB  = ，上式两边同时左乘
TP ，得 0T T

iP B  = ，也即 0T

iA  = ，可知 i 是 0TA X = 的解。 

9．(习题指导 2016哈工大期末卷第 2题)若实矩阵A＝

1 0 0

0 1

0 1

t

t

 
 
 
 
 

正定，则 t的取值范围是 ( 1,1)− 。 
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10．(习题指导 2018 哈工大期末卷 3 题)设向量 (1, 1,0,1)T = − ，则 A＝ T 的非零特征值为 

   3   。 

【析】 2 ( ) 3 3T T TA A    = = = ，设 2 2A A 为 的特征值，则 是 的特征值，

2 3 =3.  =因而 ，解得非零特征值  

11．(题目有更正，习题指导 2015 哈工大期末卷第 10 题) 已知 A 为 n 阶正定矩阵， 为非零 n

维实列向量，则
0T

A
R





 
 
 

＝   n＋1   。 

【析】构造

1

0 1

E A
P

− −
=  
 

，显然 P 可逆，
1

0

00

T

T T

A
P

A

A
P



  −
 


 
=  

−  
 。 A由 正定， 

11 0T AA  −− − 则 也正定， ，则
1 1

0
0 0

0 0T T

A

A

A

A   − −− −

 
  

 
， 可逆，所以

0T

A 



 
 
 

可逆。 

【注】同样的方法也用在线代复习卷第七大题；此构造法来自习题八 12 题。 

12．设 A 是 4 阶方阵，且 ( ) 3R A = ，则齐次线性方程组 * 0A X = （ *A 是 A 的伴随矩阵）的基础

解系所含解向量个数是（  C   ） 

（A）1；    （B）2；    （C）3；   （D）4 

【提示】

, ( ) ,

1,( ( ) 1,

0,

*)

( ) 1.

n R A n

R A nR

R n

A

A

=

=



−

−

=








 

13．下列说法正确的是（  D   ）[见疑难解答第三章选择题第（1）题] 

（A）极大无关组唯一的向量组线性无关； 

（B）所含向量个数相同的两个线性无关向量组等价； 

（C）向量在基下的坐标向量属于该向量所在空间； 

（D）矩阵的秩与其行（列）向量组的秩相等。 

14．[2021 数一]下列是方阵 A3×3 可被相似对角化的充分非必要条件是（  B  ） 

（A）A3×3 有三个线性无关的特征向量； 

（B）A3×3 有三个不同的特征值； 

（C）A3×3 有三个两两线性无关的特征向量； 

（D）A3×3 不同特征值对应的特征向量正交。 
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【提示】（A）充要条件；（B）充分不必要条件； 

（C）必要不充分条件。整体无关、部分无关；部分无关，整体不一定无关。 

（D）既不充分也不必要条件。反例

1 1 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

（不同特征值对应的特征向量正交但不可被相

似对角化）；

0 1 1

2 3 0

0 0 0

− 
 

− 
 
 

（可被相似对角化但不同特征值对应的特征向量不正交） 

15. 设 n 阶矩阵 A＝
2

2

2 1

2

1

2

a

a a

a a

 
 
 
 
 
 

，现矩阵 A 满足 AX＝b，其中 X 1 2( , ,..., )T

nx x x= ，b

(1,0,...,0)T= . 

（1）求|A|； 

（2）a 为何值时，方程组有唯一解？求 x1. 

（3）a 为何值时，方程组有无穷多解？求通解. 

【解】（1） 

|A|＝
1

1
2

2
2

2 1
1
2

3, ...,

2 1
2 1

2 1 3
3 0

2 0 12
2 ( 1) .2

1

3
...

21
1

12
2 0

i

i
r a

i
n

irr r

i n

a
a

a
a

a a a n
n a

n

na a
a a a

n

−

− 
 
 

−−

=

+
= = +===== =======

+

    

（2）|A|≠0 即可，也即 a≠0。由 Cramer 法则，x1＝ 1| |

| |

A

A
，其中 1| |A =

2

1 1

0 2

1

2

a

a a

 

2

2

2

2 1

2 1

2

1

2

a

a a

a a

a a

========
按第1行展开 ，利用(1)中结论有

1

1| | nA na −= ，所以 x1＝
( 1)

n

n a+
. 
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（3）|A|＝0 时，a＝0。而此时

0 1 1

0 1 0

( | ) , ( | ) ( ) 1

0 1 0

0 0

A b A b nR R A

 
 
 
 = = = −
 
 
 







，符合题

意。AX＝0 的同解方程组是
3

2

(1,0,

0

.

,

0
..

,

...
,0)

0

,

,

T

n

k k

x

x

x

=


=


 =

则基础解系为 为任意常数。 

又

0 1 0 1

0 1 1 0

0 0

0 1

0 0 0

    
    
    
    =
    
    
    
    

，所以取特解为 (0,1,...,0) ,T AX b = =所以 的通解为

(1,0,...,0) +(0,1,...,0) ,T Tk k为任意常数。 


