
2022 ~ 2023 学年秋季学期 

代数与几何期末第二次模拟考（答案） 

 

一、 填空题（每题 2 分，共 12 分） 

1. 设𝜶𝟏，𝜶𝟐，𝜶𝟑，β均为 3 维向量，A =（2𝜶𝟏，𝜶𝟐，𝜶𝟑），B =（𝜶𝟏，2𝜶𝟐，β），

其中|A |=a，|B |=b，则 |𝐴 − 𝐵|=   
𝑏−𝑎

2
       

由行列式的性质可知， 

|𝐴 − 𝐵| = |(𝜶𝟏， − 𝜶𝟐，𝜶𝟑 − 𝜷)| 

              =（-1）|(𝜶𝟏，𝜶𝟐，𝜶𝟑 − 𝜷)| 

       =（-1）|(𝜶𝟏，𝜶𝟐，𝜶𝟑)| + |(𝜶𝟏，𝜶𝟐，𝜷)| 

       = −
1

2
|𝐴| +

1

2
|𝐵| 

      =
𝑏−𝑎

2
 

2. 已知直线 l1 : 𝑥 − 1 = 𝑦 = 𝑧 + 1 ，直线 l2 :  {
𝑥 = 1 + 𝑡

𝑦 = 1 + 2𝑡
𝑧 = 3 + 3𝑡

  

   则两条直线之间的距离为    
√6

3
      

   l1为点向式方程，方向向量 p =（1，1，1），取点 P（1，0，-1） 

   l2为参数方程，方向向量 q =（1，1，1），取点 Q（1，0，-1） 

   𝑝 × 𝑞 = |
𝑖   𝑗   𝑘
1   1   1
1   2   3

|=（1，-2，1）  s =（0，1，4） 

   𝑑 = |𝑠 ∙
𝑝×𝑞

|𝑝×𝑞|
| =

√6

3
 

3. 实对称矩阵 A 的所有特征值为-1，1，1，2，则|𝐴∗|=     −8     

由于实对称矩阵的特征值的几何重数与代数重数相等，且所有特征值的代数

重数之和为 n（阶数），可知，A 为 4 阶方阵，并且|A|=−1 × 1 × 1 × 2 = −2 



由于 A𝐴∗ = |𝐴|𝐸，|𝐴||𝐴∗| = |𝐴|𝑛，故|𝐴∗| = |𝐴|𝑛−1 

所以|𝐴∗| = （ − 2）
4−1

= −8 

4. 已知 n 阶方阵 A 满足 R（A）=n-1，则对于齐次线性方程组𝐴∗X，它的解集合

N（𝐴∗）的维数是    n-1       

由 A𝐴∗ = |𝐴|𝐸 = 0可知，0≥R(A)+R(𝐴∗)−n，即 R(𝐴∗)≤1 

又因为 A 存在不为零的 n-1 阶子式，故𝐴∗ ≠ 𝟎，那么 R(𝐴∗)≥1，故 R(𝐴∗)=1 

对于齐次线性方程组𝐴∗X，它的解向量空间维数是 n-R(𝐴∗)=n-1 

5. 二次曲面
𝑥2

𝑎2
− 

𝑦2

𝑏2
− 

𝑧2

𝑐2
 = 1 表示的是  双叶双曲面   

6. 向量组(

2
0
2
3
)，(

2
1
0
8
)，(

1
1
1
1
)，(

3
0
5

−1
)的秩为    3      

这里𝜶𝟒 = 𝟐𝜶𝟏 + 𝜶𝟑 − 𝜶𝟐 

二、 选择题（每题 2 分，共 12 分） 

1. A 为 n 阶方阵，以下说法正确的是（  D ） 

A. R(A)+R(𝐴∗)=n 

R(𝐴∗)={
𝑛  , R(𝐴) = n 

       1  ,   R(𝐴) = n − 1
      0  , R(𝐴) ≤ n − 2

 

B. B 为𝑛 × 𝑝矩阵，若𝐴𝐵 = 𝟎，则𝐴 = 𝟎 

不一定 

C. |−𝐴|=（-1）|𝐴| 

|−𝐴|=（-1)𝑛|𝐴| 

D. 若有 n 阶方阵 B，满足𝐴∗ = 𝐵∗，则不一定有𝐴 = 𝐵 

当 n 为奇数，且𝐴 = −𝐵时，𝐵∗ = |𝐵|𝐵−1 =（-1)𝑛|𝐴|（-1）𝐴 = 𝐴∗ 

2. 𝐴𝑚×𝑛 =（𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒏），其中𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒏为 A 的列向量，以下说法



正确的是（ C ） 

A. 当𝑚 > 𝑛时，𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒏一定线性无关 

B. 当𝑚 < 𝑛时，𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒏不一定线性相关 

C. 对 A 施加初等列变换，即用可逆矩阵 P 右乘 A，得到的𝐴𝑃 = 𝐵，则 A 与

B 的列向量组等价 

对于𝐴𝑃 = 𝐵，𝐵的列向量是𝐴的列向量的线性组合 

D. 对 A 施加初等行变换，即用可逆矩阵 P 左乘 A，得到的𝑃𝐴 = 𝐵，则 A 与

B 的列向量组等价 

𝐵的列向量是𝑃的列向量的线性组合 

3. 以下说法正确的是（ A ） 

A. 若向量组𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性无关，则对于任意一组不全为 0 的数𝑘1，

𝑘2，…，𝑘𝑚，都有𝑘1𝜶𝟏 + 𝑘2𝜶𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑚𝜶𝒎 ≠ 𝟎 

这是向量组𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性无关的充要条件：当且仅当𝑘1，𝑘2，…，

𝑘𝑚均为 0 时，才有𝑘1𝜶𝟏 + 𝑘2𝜶𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑚𝜶𝒎 ≠ 𝟎    的逆否命题 

B. 若存在一组一组不全为 0 的数𝑘1，𝑘2，…，𝑘𝑚，使得𝑘1𝜶𝟏 + 𝑘2𝜶𝟐 + ⋯ +

𝑘𝑚𝜶𝒎 ≠ 𝟎，则𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性无关 

举反例，对于𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性相关，且𝜶𝟏 ≠ 𝟎，取𝑘1 = 1， 𝑘2，…，

𝑘𝑚均为 0，那么也有𝑘1𝜶𝟏 + 𝑘2𝜶𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑚𝜶𝒎 ≠ 𝟎 

C. 若向量组𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性相关，则其中任意一个向量都可以被其余

m-1 个向量线性表示 

应该是：至少存在一个向量可以被其它向量线性表示 

D. 若向量组𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎能被向量组𝜷𝟏，𝜷𝟐，… ，𝜷𝒓线性表示，则𝑟 ≥ 𝑚 



这里并没有说向量组𝜶𝟏，𝜶𝟐，… ，𝜶𝒎线性无关，应该是秩的比较而不是

向量个数的比较 

4. 以下说法正确的是（ D ） 

A. 若方程组𝐴𝑋 = 𝟎有非零解，则方程组𝐴𝑋 = 𝜷有无穷解 

始终记住方程组𝐴𝑋 = 𝜷有解这个先决条件是 R（𝐴）= R（𝐴┆𝜷） 

而这里只能确定 R（𝐴）< n 

B. 若方程组𝐴𝑋 = 𝟎仅有零解，则方程组𝐴𝑋 = 𝜷有唯一解 

说明 R（𝐴）= n，但是 R（𝐴┆𝜷）可能大于 n 

C. 若 A 为𝑚 × 𝑛矩阵，且𝑚 < 𝑛，则方程组𝐴𝑋 = 𝜷有无穷解 

同上 

D. 若 A 为𝑚 × 𝑛矩阵，且 R（A）= 𝑛，则方程组𝐴𝑋 = 𝜷可能无解 

同上 

5. 以下说法正确的是（ B ） 

A. 若 A 可逆，且 A 的特征值为𝜆，则𝐴∗的特征值为
𝜆

|𝐴|
 

应该是
|𝐴|

𝜆
 

B. 实对称正交矩阵的特征值为 1 或-1 

实对称正交矩阵满足𝐴 = 𝐴−1 = 𝐴𝑇 

那么有𝐴𝑇𝐴𝑋 = 𝐴𝑇(𝐴𝑋)= 𝜆𝐴𝑇𝑋 = 𝜆(𝐴𝑋) = 𝜆2𝑋 

而𝐴𝑇𝐴𝑋 = 𝐴𝐴−1𝑋 = 𝑋，即𝜆2𝑋 = 𝑋，故𝜆 = ±1 

C. 若矩阵 A，B 的特征值都相同，则 A 与 B 相似 

举反例(1   0
0   1

)   (1   0
1   1

) 

D. 𝜶 =（𝑎1，𝑎2，𝑎3），𝜷 =（𝑏1，𝑏2，𝑏3）,𝐴 = 𝜶𝜷𝑻，若𝜶，𝜷均不是零向量，



则 0 是𝐴的 2 重特征值 

|𝜆𝐸 − 𝐴| = |𝜆𝐸 − 𝜶𝜷𝑻|, 利用降阶公式得到𝜆2|𝜆𝐸 − 𝜷𝑻𝜶| 

那么当𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 = 0时，0 是 3 重特征值 

6. 以下说法正确的是（ C ） 

A. 若 n 阶方阵 A 能被相似对角化，则 A 有 n 个互不相等的特征值 

应该是：A 有 n 个线性无关的特征向量 

B. 若 n 阶方阵 A 能被相似对角化，则 A 属于不同特征值的特征向量必正交 

原来的描述是：实对称矩阵属于不同特征值的特征向量必正交 

C. 设 A 为正定矩阵，P 为可逆矩阵，则𝑃𝑇𝐴𝑃为正定矩阵 

任选非零向量 X, 那么𝑋𝑇𝑃𝑇𝐴𝑃𝑋 = (𝑃𝑋)𝑇𝐴(𝑃𝑋) 

因为 A 为正定矩阵，所以𝑋𝑇𝑃𝑇𝐴𝑃𝑋 = (𝑃𝑋)𝑇𝐴(𝑃𝑋) > 0 

故𝑃𝑇𝐴𝑃为正定矩阵 

D. 并非所有实对称矩阵都与对角矩阵合同 

所有实对称矩阵都与对角矩阵合同 

 

 

  



第 3 题（满分 7分） 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第 4 题（满分 6分） 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 



第 5 题（满分 6分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

第 6 题（满分 7分） 

 

 


