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1.1 n �1�ªVg

1.1.1 �5�§|�¦)úª
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���5�§|µ

a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

(10-1)

1��ªf¦ a22, ��µ

a11a22x1 + a12a22x2 = b1a22 · · · · · · (2)

1��ªf¦ a12, ��

a12a21x1 + a12a22x2 = a12b2 · · · · · · (3)

(2)− (3)�±����ê x2,
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��
(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − b2a12

aq��µ

(a11a22 − a12a21)x2 = b2a11 − b1a21

^1�ªL�)Òp�L�ª§∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣ = b1a22 − a12b2,

∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ = a11b2 − b1a21
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©O^PÒµ��1�ª

D =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣
�� D 6= 0 § ·�Òk)�L�ªµ

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
· · · · · · · · · (4)
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én��5�§|µ

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

Ó�§�-

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31
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D1 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= b1a22a33 + a12a23b3 + a13b2a32

−b1a23a32 − a12b2a33 − a13a22b3

D2 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11b2a33 + b1a23a31 + a13a21b3

−a11a23b3 − b1a21a33 − a13b2a31
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D3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
= a11a22b3 + a12b2a31 + b1a21a32

−a11b2a32 − a12a21b3 − b1a22a31

n��5�§|�)�±L��n�1�ªµD 6= 0

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
· · · · · · (5)

��1�ª§n�1�ª´NoO��§k�o5�§·��
e5)ûù�¯K"
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1.1.2 �ü��_Sê§é�
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�½ n�êi {1, 2, ..., n}§�ü�k n!�"~X§n = 3,k
6 ��ü�

123, 132, 213, 231, 312, 321

��� 1, 2, ..., n �ê�ü�§

p1p2 · · · pn

·�½Â��_Sêµ

½½½ÂÂÂ 1.1

�½��ê 1, 2, ..., n ���ü�µp1p2 · · · pn,éu(½�pi,

t(pi) = |{pj|pj > pi, 1 ≤ j ≤ i− 1}|

=8Ü{p1, p2, ..., pi−1}¥§' pi������ê§P� t(pi).
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½ö/��`§pi�>'§��ê��ê§P� t(pi).

~Xµ54123, t(5) = 0, t(4) = 1, t(1) = 2, t(2) = 2, t(3) = 2.

½½½ÂÂÂ 1.2

éuü� p1p2 · · · pn,·�¡

t(p1p2 · · · pn) = t(p1) + t(p2) + · · ·+ t(pn)

�ü� p1p2 · · · pn �_Sê"

~Xµ

t(54123) = t(5) + t(4) + t(1) + t(2) + t(3) = 7
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t(p1p2 · · · pn) �óê§p1p2 · · · pn ¡�óü�¶
t(p1p2 · · · pn) �Ûê§p1p2 · · · pn ¡�Ûü�.

~Xµ

1 t(12 · · ·n) = 0, 123 · · ·n´óü�¶
2 t(321) = 3, t(4321) = 6, t(54321) = 10, t(654321) = 15, Ï
d4321, 54321´óü�¶321, 654321 ´Ûü�;

3 t(n · · · 21) = 1 + 2 + · · ·+ n− 1 = n(n−1)
2

,g�µn · · · 21 Ûó
�¹"J«µ©O�Äµn = 4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3
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�½��ü�µp1p2 · · · pn, ��ü�ê� �§Ù§êØ
Ä§��,	��ü�§ù�L§¡�é�µ

p1 · · · pi · · · pj · · · pn → p1 · · · pj · · · pi · · · pn

For example:

12345 1↔2
→ 21345

12345 1↔5
→ 52341
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Theorem 1.3

é�UCü��Ûó5"

Proof.

k�Ä���é�µ

p1 · · · pipi+1 · · · pn → p1 · · · pi+1pi · · · pn

�I�	 pi, pi+1 �_Sê�Cz�¹"

1 pi < pi+1, K pi �_SêO\ 1(�>O\��'§��ê),

pi+1 _SêØC¶

2 pi > pi+1, K pi+1 �_Sê~� 1(�>~���'§��
ê)§pi _SêØC;

3 Ù§ê�_SêØC"

¤±��é�UCÛó5"
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Proof.

2�	���¹µ�I`²§��é��uÛê���é�"

p1 · · · pi · · · pj · · · pn → p1 · · · pj · · · pi · · · pn

b�êpi � êpj �mk k �ê:

p1 · · · piq1 · · · qkpj · · · pn → p1 · · · pjq1 · · · qkpi · · · pn

·��²L�X����é��¤þãé�µ
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Proof.

Äkê pj ²L k + 1 g��é�£Ä� pi c¡:

p1 · · · piq1 · · · qkpj · · · pn → p1 · · · pjpiq1 · · · qk · · · pn

,�ê pi ²L kg��é�� pk �¡:

p1 · · · pjpiq1 · · · qk · · · pn → p1 · · · pjq1 · · · qkpi · · · pn

ÜO?1
 2k + 1 g��é�"Ïdé�c�§ü�ü��Û
ó5��"
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1.1.3 n �1�ªVg
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�	 n�1�ª�O�§ke�5�µ

1 1�ªÐmk 3! = 6 ��Ú;

2 z��Ñ´ØÓ1ØÓ�����¦¶
3 ÎÒk�kK§�Ó��£5Æº¤

�Òµa11a22a33, a12a23a31, a13a21a32, t(123) = 0, t(231) = 2, t(312) =

2

KÒµa11a23a32, a12a21a33, a13a22a11, t(132) = 1, t(213) = 1, t(321) =

3

4 ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∑

p1p2p3

(−1)t(p1p2p3)a1p1a2p2a3p3
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½½½ÂÂÂ 1.4

n2 �ê§Uìe�ü�O�

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

¡� n �1�ª, d? aij 1��eIL«¤31§1��eI
L«¤3�" p1p2 · · · pn �H¤k 1, 2, ..., n �ü�"
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1�ª�O�ke�5�§

1 1�ªÐmk n! ��Ú;

2 z��Ñ´ØÓ1ØÓ�����¦£TÐ n ����
¦¤¶

3 a1p1a2p2 · · · anpn�KÒd t(p1p2 · · · pn), =�eIü��_S
êû½"

4 p1p2 · · · pn�H¤k� n ü�

AOJ2µ1�ª´��ê"
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Example 1

mþn�/1�ª∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann

))).

Ï� a1p1a2p2 · · · anpn 6= 0 �kann, a(n−1)(n−1), ..., a22, a11ëY�
¦§�UØ�u""∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

= (−1)t(12···n)a11a22 · · · ann = a11a22 · · · ann
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Example 2

�þn�/1�ª∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2 a1na2(n−1) · · · an1

))).

Ï� a1p1a2p2 · · · anpn 6= 0 �kan1, a(n−1)2, ..., a2(n−1), a1nëY�
¦§�UØ�u"" ∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn =

(−1)t(n···21)a1na2(n−1) · · · an1 = (−1)
n(n−1)

2 a1na2(n−1) · · · an1
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aqk�en�/1�ª§men�/1�ª"

±e©ÛÐmªµ∑
p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

¥§¦ÈÏf�üS¯K§=µif

a1p1a2p2 · · · anpn
→
=
ai1j1ai2j2 · · · ainjn

5¿�1�eIÑUC
µdo we have:

(−1)t(p1p2···pn) = (−1)t(i1i2···in)(−1)t(j1j2···jn)
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�¦ÈÏfUC^S�§1eIü���eIü�Ó�?
1µ

a1p1a2p2 · · · anpn = → = ai1j1ai2j2 · · · ainjn
12 · · · → i1i2 · · · in

p1p2 · · · pn → j1j2 · · · jn

±þL§�u�X�é��¤�§é��gUC�gÛó5§
b�?1
 k gé�µ¤±kµ

(−1)t(i1i2···in) = (−1)k(−1)t(12···n) = (−1)k

(−1)t(j1j2···jn) = (−1)k(−1)t(p1p2···pn)

(−1)t(i1i2···in)+t(j1j2···jn) = (−1)2k+t(p1p2···pn)

= (−1)t(p1p2···pn)
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dd��µ ∑
p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

=
∑

j1j2···jn

(−1)t(i1i2···in)+t(j1j2···jn)ai1j1ai2j2 · · · ainjn

­�úªµ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · · · · (6)∑
j1j2···jn

(−1)t(i1i2···in)+t(j1j2···jn)ai1j1ai2j2 · · · ainjn

5¿þ¡Úª¥i1, i2, ..., in ´�½�"
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XJ4 j1, j2, ..., jn �½§ Kk∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · · · · (6
′)

∑
i1i2···in

(−1)t(i1i2···in)+t(j1j2···jn)ai1j1ai2j2 · · · ainjn
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In particular, XJ�eI

p1p2 · · · pn → 12 · · ·n,

K1�I
12 · · ·n→ i1i2 · · · in.

Hence

a1p1a2p2 · · · anpn = ai11ai22 · · · ainn∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

=
∑

i1i2···in

(−1)t(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn, · · · · · · (7)

¡�1�ªU�Ðm"
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~X§�Äþn�1�ªµ·�U�Ðm∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

i1i2···in

(−1)t(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn

�k i1 = 1, i2 = 2, ..., in = n �§ai11ai22 · · · ainn 6= 0. ¤±kµ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)t(12···n)a11a22 · · · ann
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2. 1�ª5�
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1�ª5�

�

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
¡

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� D �=�1�ª"
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n �1�ªVg 1�ª5� 1�ªÐm½n Cramer{K

1�ª5�
555��� 2.1

1�ª�u§�=�1�ªµ

D = D′

Proof.

We denote D′ by D′ = |bij|n×n, bij = aji. Then D′ �
1 j �µb1j, b2j, ..., bnj �u D �1 j 1µaj1, aj2, ..., ajn.

½ö`§Then D′ �1 i 1bi1, bi2, ..., bin§�u D �1 i

�µa1i, a2i, ..., ani

D′ = |bij|n×n =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)b1p1b2p2 · · · bnpn

=
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)ap11ap22 · · · apnn

= D
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1�ª5�
555��� 2.2

��1�ªü1£ü�¤§1�ªUCÎÒ"

Proof.

��1�ª D �1 i 1Ú1 j 1§���1�ªP�µ

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n
...

...
...

...

bi1 bi2 · · · bin
...

... · · · ...

bj1 bj2 · · · bjn
...

... · · · ...

bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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n �1�ªVg 1�ª5� 1�ªÐm½n Cramer{K

1�ª5�
Proof.

1 1 i 1µbi1 = aj1, bi2 = aj2, ..., bin = ajn
2 1 j 1µbj1 = ai1, bj2 = ai2, ..., bjn = ain
3 Ù§�1� D �Ó"

Then

D1 =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1···pi···pj ···pn)b1p1 · · · bipi · · · bjpj · · · bnpn

=
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1···pi···pj ···pn)a1p1 · · · ajpi · · · aipj · · · anpn

=
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1···pi···pj ···pn)a1p1 · · · aipj · · · ajpi · · · anpn
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1�ª5�

Proof.

Note that

(−1)t(p1···pi···pj ···pn) = −(−1)t(p1···pj ···pi···pn)

Hence we have

D1 =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1···pi···pj ···pn)a1p1 · · · aipj · · · ajpi · · · anpn

=
∑

p1p2···pn

−(−1)t(p1···pj ···pi···pn)a1p1 · · · aipj · · · ajpi · · · anpn

= −D
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1�ª5�

dþ¡5� 2.2 ����(Øµ

íííØØØ 2.3

�1�ªkü1£ü�¤�Ó§K1�ª�"

555��� 2.4

1�ª,1£�¤¦��ê§�uù�ê¦ù�1�ª§=µ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

kai1 kai2 · · · kain
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

ai1 ai2 · · · ain
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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1�ª5�

íííØØØ 2.5

e1�ª,ü1��£ü�¤éA¤'~§K1�ª�"

Proof.

d5� 2.3 Ú 2.4 ����(Ø"
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Uì½Â��Ðm§�±wÑeã(Øµ

555��� 2.6

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

ai1 + a′i1 ai2 + a′i2 · · · ain + a′in
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

ai1 ai2 · · · ain
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

a′i1 a′i2 · · · a′in
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=µ1�ª,1´ü�Ú§K�±´ü�1�ª�Ú"
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�âc¡�A^5�§��e¡(Ø

555��� 2.7

1�ª�,1£1 j 1¤¦��êk§\�,	�1£1 i

1¤§1�ªØC"∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

ai1 + kaj1 ai2 + kaj2 · · · ain + kajn
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

... · · · ...

ai1 ai2 · · · ain
...

... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
±þ5�é��¤á"
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Example 3

Prove: ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ • ∣∣∣∣ a33 a34
a43 a44

∣∣∣∣
Proof.

Consider a1p1a2p2a3p3a4p4 6= 0. Then

1 a1p1 = a11, a2p2 = a22, a3p3 = a33, a4p4 = a44
2 a1p1 = a11, a2p2 = a22, a3p3 = a34, a4p4 = a43
3 a1p1 = a12, a2p2 = a21, a3p3 = a33, a4p4 = a44
4 a1p1 = a12, a2p2 = a21, a3p3 = a34, a4p4 = a43
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Proof.

D = (−1)t(1234)a11a22a33a44 + (−1)t(1243)a11a22a34a43
+(−1)t(2134)a12a21a33a44 + (−1)t(2143)a12a21a34a43

= (a11a22 − a12a21)(a33a44 − a34a43)
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Example 4

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 · · · 1

0 a 0 · · · 0

0 0 a · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
))).

1�1§�k a11, a1n Ø´0.

D = (−1)t(12···n)a11a22 · · · ann + (−1)t(n23···1)a1na22 · · · a(n−1)(n−1)an1
= an + (−1)n−2+n−1an−2 = an − an−2
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Ú\e�PÒµ

1 ��1�ª� i, j 1£�¤§P� ri ↔ rj(ci ↔ cj)

2 1�ª1 i 1£�¤¦ê k §P�µkri(kci)

3 1�ª1 i 1£�¤J�úÏf k §P�µri ÷ k(ci ÷ k)

4 êk¦1�ª1 i 1£�¤§\�1 j 1 £�¤, P� rj +

kri(cj + kci)
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Example 5

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a · · · a

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Proof.

Dn =ri−rn,i=1,2,..,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a 0 · · · a− x

0 x− a · · · a− x
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− a)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · −1
0 1 · · · −1
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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�C�: cn + ci, i = 1, 2, ..., n− 1,

= (x− a)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

a a · · · x+ a(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− a)n−1(x+ a(n− 1))
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){2.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a · · · a

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r1 + ri

i = 2, 3, ..., n

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ (n− 1)a x+ (n− 1)a · · · x+ (n− 1)a

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ (n− 1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

a x · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ri − ar1

i = 2, ..., n
(x+ (n− 1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

0 x− a · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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3. 1�ªÐm½n

�!0�XÛrp�1�ª�O�§=z�$d1�ª�O
�"
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n�1�ªµ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31 =

a11a22a33 − a11a23a32 + a12a23a31 − a12a21a33 + a13a21a32 − a13a22a31

= a11(a22a33 − a23a32) + a12(a23a31 − a21a33) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
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�½1�ª D = |aij|n

1 r�� aij ¤3�1 i 1Ú1 j �y�§���� n − 1 �
1�ª Mij, ¡� aij �{fª"

2 ¡ Aij = (−1)i+jMij ��� aij ��ê{fª"
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ÚÚÚnnn 3.1

XJ1�ªD ,1�k����Ø�"§~X 1 i 1§1 j �
�� aij 6= 0§i1Ù§�� aik = 0, k = 1, ..., j − 1, j + 1, ..., n.

Then

D = aijAij

Proof.

kb�{ü�¹µ
1. aij = ann§ =µ

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Proof.

D =
∑

p1p2···pn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn

=
∑

p1p2···pn−1n

(−1)t(p1p2···pn−1n)a1p1a2p2 · · · an(n−1)ann

= ann
∑

p1p2···pn−1

(−1)t(p1p2···pn−1)a1p1a2p2 · · · anpn−1

= ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1(n−1)
a21 a22 · · · a2(n−1)
...

...
. . .

...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= annMnn = ann(−1)n+nMnn = annAnn
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2. aij 6= ann

Proof.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)j a(i−1)n
0 · · · aij · · · 0

a(i+1)1 a(i+1)j a(i+1)n
...

...
...

an1 anj ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Proof.

rk↔rk+1,k=i,i+1,...,n−1
==

(−1)n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)j · · · a(i−1)n
a(i+1)1 · · · a(i+1)j · · · a(i+1)n

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann
0 · · · aij · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=1 i 1�g�1 i+1, i+2, ..., n 1��§�?1
n− ig
1C�"
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2²L���µ1 j ��g�1 j + 1, j + 2, ..., n ���§
�?1
n− jg�C�§D�ueªµ

Proof.

(−1)n−j+n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1n a1j
...

...
...

...
...

a(i−1)1 a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n a(i−1)j
a(i+1)1 a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n a(i+1)j

...
...

...
...

...

an1 an(j−1) an(j+1) · · · ann anj
0 · · · 0 0 · · · 0 aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aij(−1)i+jMij = aijAij
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þãÚn�±��y²µ5¿� aipi = aij 6= 0, aipi = 0, pi 6=
j :

D =
∑

p1···pi···pn

(−1)t(p1···pi···pn)a1p1 · · · aipi · · · anpn

=
∑

p1···j···pn

(−1)t(p1···j···pn)a1p1 · · · aij · · · anpn

=
∑

p1···j···pn

(−1)t(i12···i−1,i+1,···n)(−1)t(jp1···pi−1,pi+1···pn)

aija1p1 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
=

∑
p1···pi−1pi+1···pn∈{1,...,j−1,j+1,...,n}

(−1)t(12···i−1,i+1,···n)+i−1

(−1)t(p1···pi−1,pi+1···pn)+j−1aija1p1 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
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=
∑

p1···pi−1pi+1···pn∈{1,...,j−1,j+1,...,n}

(−1)i−1(−1)t(p1···pi−1,pi+1···pn)+j−1

aija1p1 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
= aij(−1)i+j

∑
p1···pi−1pi+1···pn∈{1,...,j−1,j+1,...,n}

(−1)t(p1···pi−1,pi+1···pn)

a1p1 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
= aij(−1)i+jMij = aijAij
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1�ªU1£�¤Ðm{Kµ

Theorem 3.2

£Ö¥½n 1.2,P13¤
1�ª�u§?�1£�¤���Ù�ê{fª�¦È�Ú§
=µ

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin

D = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj
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Proof.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 + 0 + · · ·+ 0 0 + ai2 + · · ·+ 0 · · · 0 + 0 + · · ·+ ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 0 · · · 0
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

0 ai2 · · · 0
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

0 0 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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�âc¡Ún§��(Øµ

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · ainAin

g�Kµéu�½n§�Ä,	�«y²�{µéÐm
ªµa1p1a2p2 · · · aipi · · · anpn ©a§�â1 i 1��eIpi©aµ

a1p1a2p2 · · · ai1 · · · anpn , a1p1a2p2 · · · ai2 · · · anpn ,
..., a1p1a2p2 · · · ain · · · anpn

=µ�â pi = 1, 2, ..., n ?1©a, kn �ØÓ�©aµ
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D =
∑
p1···pn

(−1)t(p1···pn)a1p1a2p2 · · · aipi · · · anpn

=
∑

p1···pi−11pi+1···pn

(−1)t(p1···pi−11pi+1···pn)a1p1a2p2 · · · ai1 · · · anpn

+
∑

p1···pi−12pi+1···pn

(−1)t(p1···pi−12pi+1···pn)a1p1a2p2 · · · ai2 · · · anpn

· · · · · ·
+

∑
p1···pi−1npi+1···pn

(−1)t(p1···pi−1npi+1···pn)a1p1a2p2 · · · ain · · · anpn

Note that:

p1 · · · pi−1jpi+1 · · · pn ⇒
p1 · · · pi−1pi+1 · · · pn ∈ {1, 2, ..., n} − {j}, j = 1, 2, ..., n
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(−1)t(p1···pi−1jpi+1···pn)

a1p1a2p2 · · · ai−1,pi−1
aijai+1,pi+1

· · · anpn
= (−1)t(i1···i−1,i+1,···n)+t(jp1···pi−1pi+1···pn)

aija1p1a2p2 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
= (−1)i−1+t(p1···pi−1pi+1···pn)+j−1

aija1p1a2p2 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
= (−1)i+j(−1)t(p1···pi−1pi+1···pn)

aija1p1a2p2 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
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l
éc¡ n �©aÚ§Ù¥1 j, j = 1, 2, ..., n �µ∑
p1···pi−1jpi+1···pn

(−1)t(p1···pi−1jpi+1···pn)a1p1a2p2 · · · aij · · · anpn

= aij(−1)i+j
∑

p1···pi−1pi+1···pn

(−1)t(p1···pi−1pi+1···pn)

a1p1a2p2 · · · ai−1,pi−1
ai+1,pi+1

· · · anpn
= aij(−1)i+jMij = aijAij

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =
n∑

j=1

aijAij
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Example 6

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x y

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1�ªU1��Ðm§��eªµ
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D = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · x y

0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ y(−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y 0 · · · 0 0

x y · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn + (−1)n+1yn
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Example 7

D2n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 · · · · · · · · · · · · 0 b

0 a · · · · · · · · · · · · b 0
...

...
. . .

...
... · ...

...

0 0 · · · a b · · · 0 0

0 0 · · · c d · · · 0 0
...

... · ...
...

. . .
...

...

0 c · · · · · · · · · · · · d 0

c 0 · · · · · · · · · · · · 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
U1�1Ðm§kµ
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D2n = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a · · · · · · · · · · · · b 0
...

...
...

...
...

0 · · · a b · · · 0 0

0 · · · c d · · · 0 0
...

...
...

...
...

c · · · · · · · · · · · · d 0

0 · · · · · · · · · · · · 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ b(−1)1+2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a · · · · · · · · · · · · b
...

...
...

...
...

0 0 · · · a b · · · 0

0 0 · · · c d · · · 0
...

...
...

...
...

0 c · · · · · · · · · · · · d

c 0 · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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D2n = adD2(n−1) + bc(−1)1+2n(−1)2n−1+1D2(n−1)

= (ad− bc)D2(n−1)

= (ad− bc)n−1D2

= (ad− bc)n
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Example 8

£Vandermonde¤ ���1�ª

D(x1, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
...

...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(xi − xj), n ≥ 2
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By induction, we have

D(x1, x2) = x2 − x1, D(x1, ..., xn−1) =
∏

1≤j<i≤n−1

(xi − xj), n ≥ 2

éu D(x1, ..., xn), �1e�1C�§

1 1 n 1~1 n− 1 1� x1 �µrn − x1rn−1.

2 1 n− 1 1~1 n− 2 1� x1 �µrn−1 − x1rn−2.

3 · · ·
4 1 2 1~1 1 1� x1 �µr2 − x1r1.
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) · · · xn(xn − x1)
...

...
...

. . .
...

0 xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) · · · xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)D(x2, ..., xn)

= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)
∏

2≤j<i≤n

(xi − xj)

=
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj)

ïÄKµ�Ä2Â£Vandermonde¤���1�ª�O�¯K"
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Theorem 3.3

£Ö¥½n1.3,P16¤
1�ª D = |aij|n �,1£�¤���,	�1£�¤éA��
��ê{fª�¦§¦È�Ú�"§=µ

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0, i 6= j

a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj = 0, i 6= j

·�é�y²§é1�y²aq"
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Proof.

�E��1�ª D1§1 j �Ò´ D �1 i �§Ù§��� D

�Óµ

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1i · · · b1j · · · a1n
a21 · · · a2i · · · b2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1j = a1i, b2j = a2i, ..., bnj = ani. Note that: D1 �1 j ���ê{
fª� D �1 j �����§,� D1 U1 j �Ðmµ

a1iA1j + a2iA2j + · · · aniAnj =

b1jA1j + b2jA2j + · · · bnjAnj = D1

= 0
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±þü�½n£Ö¥½n 1.2Ú½n1.3¤Ú�Qã�µ

n∑
k=1

aikAjk =

{
D, i = j

0, i 6= j

}

n∑
k=1

akiAkj =

{
D, i = j

0, i 6= j

}

M�Tó��ÆêÆÆ�, Q3© �5�ê��m)ÛAÛ1�Ù n �1�ª



n �1�ªVg 1�ª5� 1�ªÐm½n Cramer{K

4. Cramer{K
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Cramer{K

Cramer{K�±)û)û�aAÏ�§|�)µ n���þ
Ú n ��§|:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · = · · · · · · · · · (8)
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn
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Cramer{K

Xê1�ªP�µ

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
©O^~ê�µb1, b2, ..., bn �O D �1 1 �§1 2 �§...,

1 n �§�� n �1�ªµ
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Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n
a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , j = 1, 2, ..., n
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£Ö¥½n 1.4,P17¤

Theorem 4.1

éu n � n ��§|£8¤§ XJXê1�ª D 6= 0 § K�§
|k)§)��§L�ª�µ

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, ..., xn =

Dn

D
, · · · · · · (9)
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�E�� n+ 1 �1�ª E

E =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai1 ai2 · · · ain
b1 a11 a12 · · · a1n
b2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

bn an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2

3
...

n+ 1

5¿µù�1�ª�A:µ1 1 1�1 i+ 1 1���Ó§Ïd
E = 0"

�e5§·��Ä E �1�1���: bi, ai1, ..., ain 31�
ª E ¥��ê{fª"
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1�� bi ��ê{fª�µD.1��ai1 ��ê{fª
�µ−D1.

(−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 · · · a1n
b2 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −D1
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1n�ai2��ê{fª�

(−1)1+3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a11 · · · a1n
b2 a21 · · · a2n
...

...
...

bn an1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 · · · a1n
a21 b2 · · · a2n
...

...
...

an1 bn ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −D2

�� 1�11j + 1 ���� aij ��ê{fª�µ
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(−1)1+j+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
b2 a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

bn an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(−1)j+j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n
a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

−Dj, j = 1, 2, ..., n
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é1�ª E U1�1Ðmµ

0 = E

= biD − ai1D1 − ai2D2 − · · · − ainDn

⇒ ai1D1 + ai2D2 + · · ·+ ainDn = biD

⇒ ai1
D1

D
+ ai2

D2

D
+ · · ·+ ain

Dn

D
= bi, i = 1, 2..., n.

dd�� úª (9) (¢´�§| (8) �)"
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Ùgy²)���5§b��§| (8) k)µc1, c2, ..., cn, ÷
vµ

ai1c1 + ai2c2 + · · ·+ aincn =
n∑

k=1

aikck = bi, i = 1, 2, ..., n.

^ Ai1 ¦þ¡�ªfµ��

Ai1ai1c1 + Ai1ai2c2 + · · ·+ Ai1aincn = Ai1bi

⇒
n∑

k=1

Ai1aikck = Ai1bi, i = 1, 2, ..., n.
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ò±þ n ��ª�\§=é i = 1, 2, ..., n �\µ

n∑
i=1

n∑
k=1

Ai1aikck =
n∑

i=1

Ai1bi

n∑
k=1

n∑
i=1

Ai1aikck =
n∑

i=1

Ai1bi

n∑
k=1

ck

n∑
i=1

aikAi1 =
n∑

i=1

biAi1

M�Tó��ÆêÆÆ�, Q3© �5�ê��m)ÛAÛ1�Ù n �1�ª



n �1�ªVg 1�ª5� 1�ªÐm½n Cramer{K

5¿�µ

n∑
i=1

ai1Ai1 = D

n∑
i=1

aikAi1 = 0, k 6= 1

n∑
i=1

biAi1 = D1

dd��µ

c1D = D1

c1 =
D1

D
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ÓnUYþãL§§^ Ai2, Ai3, ..., Ain ¦e¡�ªf

ai1c1 + ai2c2 + · · ·+ aincn =
n∑

k=1

aikck = bi, i = 1, 2, ..., n.

Ón�yµ

c2 =
D2

D
, c3 =

D3

D
, · · · , cn =

Dn

D

¤±úª (9) �Ñ
�§| (8) ���)£D 6= 0.¤
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Example 9

Cramer{K)�§µ

x1 − 3x2 + 7x3 = 2

2x1 + 4x2 − 3x3 = −1
−3x1 + 7x2 + 2x3 = 3

D =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 7

2 4 −3
−3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = 196, D1 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 7

−1 4 −3
3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = −54
x1 =

−54
196

, x2 =
D2

196
, x3 =

D3

196
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Example 10

���"��õ�ª f(x) = an−1x
n−1+an−2x

n−2+· · ·+a1x+a0§
gê� n− 1§KÙ�õk n− 1 �ØÓ��"

�y{§XJ f(x) k n �ØÓ��µb1, b2, ..., bn, f(bi) =

0, i = 1, 2, ..., n, then

an−1b
n−1
1 + an−2b

n−2
1 + · · ·+ a1b1 + a0 = 0

an−1b
n−1
2 + an−2b

n−2
2 + · · ·+ a1b2 + a0 = 0

· · · · · ·
an−1b

n−1
n + an−2b

n−2
n + · · ·+ a1bn + a0 = 0
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òþ¡ªf§­#L��µ

a0 + a1b1 + · · ·+ an−2b
n−2
1 + an−1b

n−1
1 = 0

a0 + a1b2 + · · ·+ an−2b
n−2
2 + an−1b

n−1
2 = 0

· · · · · ·
a0 + a1bn + · · ·+ an−2b

n−2
n + an−1b

n−1
n = 0

XJPXê1�ª�µ

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b1 · · · bn−11

1 b2 · · · bn−12
...

...
...

1 bn · · · bn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ï� D ´���1�ª§D 6= 0, Ó�5¿�µ

D1 = D2 = · · · = Dn = 0

�â�40{K§�§|k��)µ

a0 =
D1

D
= 0, a1 =

D2

D
= 0, ..., an−1 =

Dn

D
= 0.

Hence f(x) = 0, gñ"Ïd§f(x) �õk n− 1 �ØÓ��"
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Example 11 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 2 3

1 x 2 3

1 2 x 3

1 2 3x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
¦ x3 �Xê"

©Û§1n�7L� x = a33 ½ö a43 = 3x,ù�1��7L
� a11 = x,1��7L� a22 = x,

1 a11a22a33a44 = x3,ÎÒµ(−1)t(1234) = 1

2 a11a22a34a43 = 9x3,ÎÒµ(−1)t(1243) = −1
3 −9x3 + x3 = −8x3
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