
2024 年秋哈工大（深圳）概率论与数理统计试题 A 参考答案
题目：Gaster、大半凉 题解：Ch. Ya.
为了保证题目的严谨性，部分题目的表述已经经过调整。

一、填空题（每题 2 分）

1. P (A) = 0.4, P (B) = 0.5，且 P (A ∪B) = 0.6，则 P (Ā ∪ B̄) = ______.
已知 P (A) = 0.4, P (B) = 0.5, P (A ∪B) = 0.6。

由：

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

有：

P (A ∩B) = 0.9− 0.6 = 0.3.

由 De Morgan 定律：
A ∪B = A ∩B.

有：

P (A ∪B) = 1− P (A ∩B) = 1− 0.3 = 0.7.

故答案为： 0.7

2. 设 X 服从 P (X = k) =
a

k(k + 1)
，k = 1, 2, · · · 则 a = ______.

随机变量 X 的分布为：

P (X = k) =
a

k(k + 1)
, k = 1, 2, . . .

由概率论第二公理，概率之和为 1，即：
∞∑
k=1

P (X = k) =
∞∑
k=1

a

k(k + 1)
= 1.

由：
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.

可知：
∞∑
k=1

a

k(k + 1)
= a

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1.

因此：

a = 1.

故答案为： 1
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3. 设 X ∼ P (λ) ，E[(X − 1)(X − 2)] = 1，则 λ = ______.
由：

E[(X − 1)(X − 2)] = 1.

有：

E[X2 − 3X + 2] = 1.

X ∼ P (λ)，因此 E(X) = λ，D(X) = λ，并且

E[X2] = D(X) + [E(X)]2 = λ+ λ2.

故

E[(X − 1)(X − 2)] = E[X2]− 3E[X] + 2 = (λ+ λ2)− 3λ+ 2 = λ2 − 2λ+ 2 = 1.

得：

λ2 − 2λ+ 1 = 0.

解得：

λ = 1.

故答案为： 1

4. 设 E[X] = 2, E[Y ] = 3, D[X] = 4, D[Y ] = 16, E[XY ] = 14。根据切比雪夫不等式，P (|3X −
2Y | ≥ 3) = ______.
首先计算 E[3X − 2Y ] :

E[3X − 2Y ] = 3E[X]− 2E[Y ] = 0.

再计算 D(3X − 2Y )

D(3X − 2Y ) = E[(3X − 2Y )2]− [E(3X − 2Y )]2 = E[(3X − 2Y )2].

由于：

(3X − 2Y )2 = 9X2 − 12XY + 4Y 2.

故：

E[(3X − 2Y )2] = 9E[X2]− 12E[XY ] + 4E[Y 2].

代入题中数据可求得：

E[X2] = D(X) + (E[X])2 = 4 + 22 = 4 + 4 = 8,

E[Y 2] = D(Y ) + (E[Y ])2 = 16 + 32 = 16 + 9 = 25.

则：

E[(3X − 2Y )2] = 4.
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故 D(3X − 2Y ) = 4。

由切比雪夫不等式：

P (|3X − 2Y | ≥ 3) ≤ D(3X − 2Y )

32
=

4

9
.

故答案为：
4

9

5. 设 X ∼ P (λ) 。X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本，
1

n

n∑
i=1

aXi 是 eλ 的无偏估计量，

则 a = ______.

设 X ∼ P (λ)，给定简单随机样本 X1, X2, · · · , Xn，统计量：

1

n

n∑
i=1

aXi

是 eλ 的无偏估计量。

对于满足泊松分布的 X：

E[aX ] =

∞∑
x=0

axe−λλ
x

x!
= e−λ

∞∑
x=0

(λa)x

x!
= e−λeλa = eλ(a−1).

依题意：

eλ(a−1) = eλ.

由于参数 λ > 0：

a = 2.

故答案为： 2

二、选择题（每题 2 分）

1. 设事件 A,B,C 相互独立，0 < P (A), P (B), P (C) < 1，下列选项正确的是 ______.
A. B −A 和 A−B 独立

B. AC 和 BC 独立

C. P (AB|C) = P (A|C)P (B|C)

D. P (C|AB) = P (C|A)P (C|B)

由于 P (A−B) = P (A)− P (AB) = P (A)[1− P (B)] > 0，同理 P (B −A) > 0, 而 A−B 与

B −A 互斥，即 P (A−B)P (B −A) = 0，矛盾. A 不正确。

若 AC 和 BC 独立，则 P (AC)P (BC) = P (ABC)，而 P (AC)P (BC) = P (A)P (B)P (C)2，

P (ABC) = P (A)P (B)P (C) 由于 P (C) ̸= 0 或 1，B 不正确.

P (AB | C) = P (ABC)
P (C) = P (A)P (B)P (C)

P (C) = P (A)P (B), P (A | C) = P (A), P (B | C) = P (B). C
正确.

D 显然是错误的，左 = P (ABC)
P (AB) ，右 = P (AC)P (BC)

P (A)P (B) = P (ABC)P (C)
P (AB) 。

故答案为： C
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2. 下列是假命题的是 ______.
A. P (A|B) = P (A)，则 P (A|B) = P (A)

B. P (A|B) > P (A)，则 P (A|B) > P (A)

C. P (A|B) > P (A|B)，则 P (A|B) > P (A)

D. P (A|A ∪B) > P (A|A ∪B)，则 P (A) > P (B)

由 P (A|B) = P (A) 得，A, B 相互独立，则 P (A|B) = P (A) 显然成立，A 为真。

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
> P (A) =⇒ P (AB) > P (A)P (B), 则：

P (A|B) =
P (A B)

P (B)
=

1− P (A ∪B)

1− P (B)
=

1− P (A)− P (B) + P (AB)

1− P (B)

>
1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

1− P (B)
=

[1− P (A)][1− P (B)]

1− P (B)
= 1− P (A) = P (A).

故 B 为真。

由 P (A|B) > P (A|B)

P (AB)

P (B)
>

P (AB)

P (B)
=

P (A)− P (AB)

1− P (B)

=⇒ P (AB)[1− P (B)] > P (B)[P (A)− P (AB)] =⇒ P (AB) > P (A)P (B),

则：

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
>

P (A)P (B)

P (B)
= P (A).

故 C 为真。

P (A|A ∪B) =
P (A ∩ (A ∪B))

P (A ∪B)
=

P (A)

P (A) + P (B)− P (AB)
,

P (A|A ∪B) =
P (A ∩ (A ∪B))

P (A ∪B)
=

P (B)− P (AB)

P (A) + P (B)− P (AB)
.

由 P (A|A ∪B) > P (A|A ∪B)，得：

P (A) > P (B)− P (AB).

这不是恒真的。反例很容易举出，不再赘述。

故答案为： D

3. X ∼ N(0, σ2)，Y ∼ N(0, σ2)，且 X,Y 相互独立，则 P (|X − Y | < 1)______.
A. 与 µ 无关，与 σ2 有关

B. 与 µ 有关，与 σ2 无关

C. 与 µ 无关，与 σ2 无关

D. 与 µ 有关，与 σ2 有关
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X − Y ∼ N(0, 2σ2)，则：

P (|X − Y | < 1) = P

(∣∣∣∣X − Y√
2σ

∣∣∣∣ < 1√
2σ

)
= 2Φ

(
1√
2σ2

)
− 1.

故答案为： A

4. X1, X2, X3, · · · , Xn 是取自总体 X ∼ N(µ, 1) 的样本，则 ______ 不服从卡方分布。
A.

n∑
i=1

(Xi − µ)2

B. 2(Xn −X1)
2

C.
n∑

i=1
(Xi − X̄)2

D. n(X̄ − µ)2

由于 Xi − µ ∼ N(0, 1)，Xn −X1 ∼ N(0,
√
2)，X ∼ N

(
µ,
(
1
n

)2)
则

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n).

(
Xn −X1√

2

)2

∼ χ2(1).

(n− 1)S2 =
n∑

i=1

(Xi −X)2 ∼ χ2(n− 1).

√
n(X − µ) ∼ N(0, 1), n(X − µ)2 ∼ χ2(1).

故答案为： B

5. X1, X2, X3, X4, X5是取自总体X ∼ N(1, 1)的样本，则统计量
X1 −X2

|X3 +X4 − 2|
服从 ______.

A. N(0, 1)

B. t(1)
C. χ2(1)

D. F (1, 1)

X1, X2, . . . , X5来自总体 N(1, 1) , 所以 X1 −X2 ∼ N(0, 2), X3 +X4 − 2 ∼ N(0, 2)。

则有 Y = X1−X2√
2

∼ N(0, 1), Z = X3+X4−2√
2

∼ N(0, 1).

且
|X3 +X4 − 2|√

2
=

√
(X3 +X4 − 2)2

(
√
2)2

=
√
Z2.

Y ∼ N(0, 1), Z2 ∼ χ2(1), 所以
X1 +X2

|X3 −X4 + 2|
=

Y√
Z2

1

∼ t(1).

故答案为： B
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三、（5 分）
随机变量 X 的分布列如下：

X −1 0 1

P 0.2 a b

且满足 4P (X = 0) = P (|X| = 1)，求：

(1) a, b 的值；

(2) X 的分布函数；

(3) 求 P (X ≤ 0|X ≥ 0)。

由已知分布可知：

P (|X| = 1) = P (X = −1) + P (X = 1) = 0.2 + b.

又有：

4P (X = 0) = 4a = P (|X| = 1) = 0.2 + b.

由于总概率和为 1：
0.2 + a+ b = 1.

代入 b = 4a− 0.2 可得：

a = 0.2, b = 0.6

(1) a = 0.2, b = 0.6。

(2) X 的分布函数为：

F (x) =



0 , x < −1

0.2 ,−1 ≤ x < 0

0.4 , 0 ≤ x < 1

1 , x ≥ 1

(3)
P (X ≥ 0) = P (X = 0) + P (X = 1) = 0.2 + 0.6 = 0.8.

P (X ≤ 0 | X ≥ 0) =
P (X = 0)

P (X ≥ 0)
=

0.2

0.8
= 0.25.

P (X ≤ 0 | X ≥ 0) = 0.25
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四、（5 分）
盒子里有六个小球。红球、白球、黑球分别为 1、2、3 个，从中摸两个球，设 X 为红球个数，

Y 为白球个数，求：

(1) (X,Y ) 的联合概率分布；

(2) Z = XY，求 Z 的概率分布；

(3) 求 Cov(X,Y )。

首先计算所有可能 (X,Y ) 的概率。总的取法数为 15。

(X = 0, Y = 0)：取法数为 3。概率为 3/15。

(X = 0, Y = 1)：取法数为 6。概率为 6/15。

(X = 0, Y = 2)：取法数为 1。概率为 1/15。

(X = 1, Y = 0)：取法数为 3。概率为 3/15。

(X = 1, Y = 1)：取法数为 2。概率为 2/15。

(X = 1, Y = 2)：取法数为 0。

(1) 因此 (X,Y ) 的联合概率分布为：

X
Y 0 1 2

0 3
15

6
15

1
15

1 3
15

2
15 0

(2) 仅有 (X,Y ) = (1, 1) 时 Z = 1，其余情况 Z = 0。

所以：

Z 0 1

P 13
15

2
15

(3) Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = E[Z]− E[X]E[Y ]。

E[X] = 0 · 10
15

+ 1 · 5

15
=

1

3
.

E[Y ] = 0 · 6

15
+ 1 · 8

15
+ 2 · 1

15
=

8

15
+

2

15
=

10

15
=

2

3
.

E[Z] = 1 · 2

15
=

2

15

Cov(X,Y ) = E[Z]− E[X]E[Y ] = − 4

45
.

7



五、（8 分）
从区间 (1, 3) 中随机取一个数，记为 X，再从 (X, 3) 中取一个数，记为 Y，求：

(1) f(x, y)；

(2) fY (y)；

(3) P (X + Y ≤ 4)。

随机变量 X 均匀分布于区间 (1, 3)，则其概率密度函数为

fX(x) =
1

2
, 1 < x < 3.

在给定 X = x 的条件下，Y 在区间 (x, 3) 上均匀分布，因此条件密度为

fY |X(y|x) = 1

3− x
, x < y < 3.

(1) 联合密度函数:

fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X(y|x) =


1

6−2x , 1 < x < y < 3.

0 ,其他

(2) 边际密度 fY (y): 对 y, 有 1 < x < y < 3。∫ y

1

1

6− 2x
dx =

1

2
[− ln(3− x)]x=y

x=1 =
1

2
(ln(2)− ln(3− y)) =

1

2
ln 2

3− y
, 1 < y < 3

fY (y) =


1
2 ln 2

3−y , 1 < y < 3

0 ,其他

(3) P (X + Y ≤ 4): 需要在 1 < x < 3, x < y < 3 的区域内，找满足 x+ y ≤ 4 的部分。考虑 x，

当 x ∈ (1, 3) 时，y ∈ (x, 3). 条件 x+ y ≤ 4 即 y ≤ 4− x. 若 4− x ≤ 3，则 x ≥ 1。若 4− x ≥ x，

则 x ≤ 2。因此 x 的积分范围为 [1, 2]。

x

y

D

y = x

y = 4− x

1 2 3

对于 1 ≤ x ≤ 2:
D : 1 ≤ x ≤ 2, x < y ≤ 4− x.

P (X + Y ≤ 4) =

∫∫
D

1

6− 2x
dxdy.

先对 y 积分： ∫ 4−x

x
dy = (4− x)− x = 4− 2x.

于是

P (X + Y ≤ 4) =

∫ 2

1

4− 2x

6− 2x
dx =

∫ 2

1

2− x

3− x
dx =

∫ 2

1
1− 1

3− x
dx = 1−

∫ 2

1

1

3− x
dx = 1− ln 2.

故

P (X + Y ≤ 4) = 1− ln 2.
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六、（8 分）
X1, X2, · · · , Xn 是取自总体 X ∼ N(0, σ2) 的样本，设 X 和 S2 分别为样本均值和样本方差，

求：

D

[
X

2
+

(
1− 1

n

)
S2

]
样本 X1, X2, · · · , Xn 来自 N(0, σ2)。X 为样本均值，S2 为样本方差。

故 X ∼ N(0, σ
2

n )，且 S2 与 X 独立。

E(X
2
) = D(X) + [E(X)]2 =

σ2

n
, D(X

2
) = 2[D(X)]2

(
σ2

n

)2

=
2σ4

n2
.

又知 (n−1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1，χ2

n−1 的方差为 2(n− 1)，故

D(S2) =
σ4

(n− 1)2
· 2(n− 1) =

2σ4

n− 1
.

因此

D

[
X

2
+

(
1− 1

n

)
S2

]
= D(X

2
)+

(
1− 1

n

)2

D(S2) =
2σ4

n2
+

(n− 1)2

n2
· 2σ4

n− 1
=

2σ4

n2
+

2σ4(n− 1)

n2
.

故：

D

[
X

2
+

(
1− 1

n

)
S2

]
=

2σ4

n
.
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七、（10 分）
X 的概率密度函数为

f(x; a) =


2

a2
x , 0 < x < a

0 ,其他

X1, X2, · · · , Xn 是取自总体的一组样本，求 a 的矩估计 âM 和最大似然估计 âL。

(1) 矩估计 âM：

首先求 E(X)：

E(X) =

∫ a

0
xf(x; a)dx =

2

a2

∫ a

0
x2dx =

2

a2
· a

3

3
=

2a

3
.

样本均值 X 的矩估计满足 X = E(X) = 2a
3 ，因此

âM =
3

2
X.

(2) 极大似然估计 âL：

样本为 X1, · · · , Xn，似然函数：

L(a) =
n∏

i=1

f(Xi; a) =
n∏

i=1

2Xi

a2
, 0 < Xi < a.

lnL(a) = ln
n∏

i=1

2Xi

a2
=

n∑
i=1

ln 2Xi

a2
=

n∑
i=1

ln 2Xi − 2n ln a, 0 < Xi < a.

L(a) 随 a 增大而减小。要使似然非零，必须有 a ≥ maxXi。为了最大化 L(a)，应取 a 为最小

的满足 a ≥ maxXi 的值，即

âL = maxXi.
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八、（10 分）
X ∼ N(0, σ2), Y ∼ N(0, 2σ2)，且 X,Y 相互独立，设 Z = X − Y。Z1, Z2, · · · , Zn 是取自总体

的一个样本，求：

(1) Z 的概率密度；

(2) σ2 的极大似然估计 σ̂2；

(3) 判断 σ̂2 是否是 σ2 的无偏估计。

(1) X,Y 是独立正态变量，故 D(Z) = D(X) +D(Y ) = σ2 + 2σ2 = 3σ2。则有

Z ∼ N(0, 3σ2).

其密度函数为

fZ(z) =
1√
6πσ2

exp
(
− z2

6σ2

)
.

(2) 对 Zi，Zi ∼ N(0, 3σ2)。极大似然正态方差估计是样本平方和除以样本量：

ˆ3σ2 =
1

n

n∑
i=1

Z2
i =⇒ σ̂2 =

1

3n

n∑
i=1

Z2
i .

当然，使用更基础方法求解如下，似然函数为：

L(σ2) =
n∏

i=1

[
1√
6πσ2

exp
(
− Z2

i

6σ2

)]
= (6πσ2)−

n
2 exp

(
− 1

6σ2

n∑
i=1

Z2
i

)
.

lnL(σ2) = −n

2
ln(6πσ2)− 1

6σ2

n∑
i=1

Z2
i .

对 σ2 求导：
d lnL(σ2)

dσ2
= −n

2
· 1

σ2
+

1

6σ4

n∑
i=1

z2i .

令 d lnL
dσ2 = 0，得：

σ̂2 =
1

3n

n∑
i=1

Z2
i .

(3)

E(σ̂2) = E

(
1

3n

n∑
i=1

Z2
i

)
=

1

3n

n∑
i=1

E(Z2
i ) =

1

3
E(Z2).

由于 Z ∼ N(0, 3σ2)，有：

E(Z2) = D(Z) + [E(Z)]2 = 3σ2.

因此：

E(σ̂2) =
1

3
(3σ2) = σ2.

所以

σ̂2 为 σ2 的无偏估计量。
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九、（4 分）
某加工厂加工的每箱商品的质量是随机数，每箱质量的均值为 50kg，标准差为 2.5kg。已知一

辆货车载重上限为 5.05t，试根据中心极限定理求每辆货车的最大载货箱数使得不会超重的概率为
0.977。（参考数据：Φ(2) = 0.977）。

已知 E(Xi) = 50,
√

D(Xi) = 2.5 (i = 1, 2, . . . )，设每辆车可装 N 箱，要求满足：

P

(
N∑
i=1

Xi ≤ 5050

)
≥ 0.977.

由期望性质可知：

E

(
N∑
i=1

Xi

)
=

N∑
i=1

E(Xi) = 50N.

根据独立同分布的中心极限定理，当 N 充分大时可以认为：∑N
i=1Xi − 50N

2.5
√
N

∼ N(0, 1),

因此有：

P

(
N∑
i=1

Xi ≤ 5050

)
= P

(∑N
i=1Xi − 50N

2.5
√
N

≤ 5050− 50N

2.5
√
N

)
.

而：

P

(∑N
i=1Xi − 50N

2.5
√
N

≤ 5050− 50N

2.5
√
N

)
≈ Φ

(
5050− 50N

2.5
√
N

)
= 0.977.

根据 Φ(2) = 0.977，可知：
5050− 50N

2.5
√
N

= 2.

化简可得：

1010− 10N =
√
N.

解此二次方程，得：

N = 100

即每辆车最多可装 100 箱。
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