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极限理论

 

1 两个不等式
1.1 马尔可夫不等式
1.2 切⽐雪夫不等式

2 弱⼤数定律
3 中⼼极限定理

 



1 两个不等式  
 

1.1 马尔可夫不等式  

设随机变量  只取⾮负值，则对任意 ，有：

粗略来讲，马尔可夫不等式指出，⼀个⾮负随机变量如果均值很⼩，那么该随机变量取⼤值的概率
也很⼩。

证：这⾥假设  是连续随机变量，离散类似。

证毕。

 

1.2 切⽐雪夫不等式  

设随机变量  的均值为 ，⽅差为 ，则对任意 ，有：

粗略来讲，切⽐雪夫不等式指出，如果⼀个随机变量的⽅差⾮常⼩，那么该随机变量取原理均值 
的概率也⾮常⼩。

证：利⽤马尔可夫不等式，

证毕。

 



2 弱⼤数定律  
设  独⽴同分布，其公共分布均值为 ，则对任意 ，有：

粗略来讲，弱⼤数定律表明，独⽴同分布的随机变量序列的样本均值，在⼤样本的情况下，以很⼤
的概率与随机变量的均值接近，或称作样本均值依概率收敛到真值 。

证：这⾥仅对⽅差有界的情形进⾏证明，⽅差⽆界时弱⼤数定律依然成⽴，但是证明较为精巧。

视  为我们要研究的随机变量，其均值和⽅差为：

于是根据切⽐雪夫不等式，有： ，

证毕。

⼀般情形的弱⼤数定理称为⾟钦⼤数定律，⽽⽅差有界的情形称之为切⽐雪夫⼤数定律。

更特殊的，对于  独⽴同分布于  的情形⽽⾔，我们称之为伯努利⼤数定律：

 



3 中⼼极限定理  
设  是独⽴同分布的随机变量序列，序列的每⼀项的均值为 ，⽅差为 ，则对 ，
有：

粗略来讲，中⼼极限定理表明，在⼤样本的情况下，独⽴同分布的随机变量序列的样本均值的标准
化结果服从标准正态分布。

标准化：设⼀个随机变量  有均值和⽅差，称  为  的标准化，因为这个结果的

均值为 ，⽅差为 。

样本均值的标准化即为：

这个⼀般情形的定理被称作林德伯格-莱维中⼼极限定理。

对于  独⽴同分布于  的特殊情形⽽⾔，我们称之为棣莫弗-拉普拉斯中⼼极限定
理：
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