
习题四 

1. ( )1  设
1 2

i
3 1

n

n n
z

n n

−
= +

+
，求 lim n

n
z

→
。 

   ( )2  设
i 1

1 ,  in n

n
z z

n n

−
= + = + ，求 lim ,  limn n n n

n n
z z z z

→ →
   和 lim n

n
n

z

z→ 
。 

解： ( )
1 2 2

1  lim lim i lim 1 i
3 1 3

n
n n n

n n
z

n n→ → →

−
= + = +

+
。  

( )

( ) ( )
            

            

2  lim 1,  lim 1 i;

       lim 1 1 i

       lim lim lim 1 i

1 1 1
       lim i

1 i 2 2

n n
n n

n n
n

n n n n
n n n

n

n
n

z z

z z

z z z z

z

z

→ →

→

→ → →

→

= = +

 =  +

  =  = +

= = −
 +

；

；

。

 

 

2. 确定下列复数项级数的敛散性。 

⑴ 
( )

2
1

1

1 i
n

n



= −
 ； 

⑵ 
1

1 i

2n
n n



=

 
+ 

 
 ； 

⑶ 
1

in

n n



=

   

解： ( )
( ) ( )

( )2
1 1

1
1 1 12i1  1 2i

1 51 i 2i 1
2i

n n
n n

 

= =

−

= = = − +
 − − − − 
 

  。收敛。 

( )
1 1 1

1 i 1 1
2  i

2 2n n
n n nn n

  

= = =

 
+ = + 

 
   。因

1

1

n n



=

 发散,故原级数发散。 

( )
( ) ( )

1

1 1 1

1 1i
3  i

2 2 1

k kn

n k kn k k

+
  

= = =

− −
= +

−
   。因

( ) ( )
1

1 1

1 1
  

2 2 1

k k

k kk k

+
 

= =

− −

−
 和 都收敛，故原级

数收敛。 



3. 证明：级数 ( )
1

1

1
1

1 i

n

n n


−

=

−
− +

 收敛，但不绝对收敛。 

证：因 ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

2 2
1 1 1

1 1 1
1 1 i 1

1 i 1 1 1 1

n n n

n n n

n

n n n

  
− −

= = =

−
− = − + −

− + − + − +
   ，而

( )
( )

1

2
1

1
1

1 1

n

n

n

n


−

=

−
−

− +
 条件收敛, ( )

( )
2

1

1
1

1 1

n

n n



=

−
− +

  绝对收敛。故原级数条

件收敛。 

 

4. 求级数
( )( )

( )
1

1

1
1 1

n

n n
n

z
z

z z



+
=


− −

 的和函数。 

解：由于 

    

( )
( )( )

( ) ( )( )

1

11
1 1

2 2 3 1

2 2 3 1

1

2 1

1

1 1 11 1

1
        

1 1 1 1 1 1 1

       
1 11

k k kn n

n k kk k
k k

n n

n n

n

n

z z z
S z

z z zz z

z z z z z z

z z z z z z z

z z

z zz

+

++
= =

+

+

+

+

 
= = − 

− − −− −  

      
= − + − + + −      

− − − − − − −      

= −
− −−

 

。

 

故 

      
( )( )

( )

( )

2

1
1

2

, 1;
1

11 1
1

1

n

n n
n

z
z

zz

z z
z

z



+
=




−
= 

− −  
 −


， 。

 

 

 

5. 下列结论是否正确？为什么？ 

( )1  每一个幂级数在其收敛圆内与收敛圆上均收敛； 

( )2  每一个幂级数收敛于一个解析函数； 



( )3  每一个在点 0z 连续的函数一定可以在点 0z 的某一邻域内展开成泰

勒级数； 

( )4  每一个在点
0z 处可导的函数一定可以在点

0z 的某一邻域内展开

成泰勒级数。 

解： ( )1  不正确。例如: 幂级数
0

n

n

z


=

 在 1z  内收敛于
1

1 z−
，但在收敛

圆 1z = 上的 1z = 发散。 

( )2  不正确。例如: 幂级数
0

n n

n

n z


=

 仅在 0z = 收敛，从而它不收敛于任

一个解析函数。 

( )3  不正确。例如:函数 ( ) if z z x y= = − 在点 0z = 连续，但它处处不可导。

从而它在 0z = 的邻域内不能展开成泰勒级数。 

( )4  不正确。例如:函数 ( )
2 2 2f z z x y= = + 在点 0z = 可导，但它除 0z = 外

处处不可导。从而它在 0z = 的邻域内不能展开成泰勒级数。 

 

6. 幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 能否在 0z = 收敛而在 3z = 发散？ 

解 1：不能。由于幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 在 0z = 收敛，说明幂级数
0

n

n

n

a z


=

 在

2z = − 收敛。因而幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径 2R  。若幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

−



在 3z = 发散，则幂级数
0

n

n

n

a z


=

 在 1z = 发散，这与幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半

径 2R  矛盾。故幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 在 3z = 收敛。 

解 2：不能。由于幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 在 0z = 收敛，说明 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 的收

敛半径 0 2 2R  − = 。而  3 : 2 2z z  −  ，故幂级数 ( )
0

2
n

n

n

a z


=

− 在 3z =

收敛。 

 

7. 若函数 ( )f z 在 z R 内解析，且 ( )
0

,  n

n

n

f z a z z R


=

=  。证明： 

          
( )

( )

2π

i i

0

2π

i i

0

1
e Re e d

π

i
   e Im e d

π

n

n n

n

n

a f r
r

f r
r

 

 





−

−

=

=





  

这里0 ,  1,2,r R n  = 。 

证：当 1n  时，函数 ( ) 1nf   − 在 R  内解析。由 Cauchy 定理，对0 r R 

有 

( ) ( )( )
2π

1
1 i i i

0

0 d e e i e d
n

n

r

f f r r r  



   
−

−

=

= =    

( )
2π

i i

0

 i e  e d  n nr f r   =  。  

从而 



     ( ) ( )
2π 2π

i i i i

0 0

1 1
 0 e  e d  = e  e d

2π 2π

n n

n n
f r f r

r r

    −=   。 

又 

       

( ) ( )

( )

( )

i2π

i

11 i
0

2π

i i

0

e1 1
 d  i e d

2πi 2πi e

1
   e e d  

2π

n nn

r

n

n

f rf
a r

r

f r
r








 


 





++

=

−

= =

=

 

 。

 

将上面二式相加，得 

       
( ) ( )

( )

2π

i i i

0

2π

i i

0

1
e e e d  

2π

1
    = e Re e  d  

π

n

n n

n

n

a f r f r
r

f r
r

  

 





−

−

 = +
  

 。

 

再将上述结果应用于函数 ( )
0

i i n

n

n

f z a z


=

= ，则 

( ) ( )

( )

2π 2π

i i i i

0 0

2π

i i

0

1 1
i = e Re i e  d  = e Im  e  d

π π

1
= e Im  e  d
π

n n

n n n

n

n n

a f r f r
r r

a f r
r

   

 

 



− −

−

   −
   

 
 

 



。

。

 

 

8.若级数
0

n

n

n

a z


=

 在它的收敛圆周 0z 处绝对收敛，证明它在收敛圆周

所围的闭区域上处处绝对收敛。 

证：设级数
0

n

n

n

a z


=

 在它的收敛圆周 0z 处绝对收敛，则级数

0 0

0 0

nn

n n

n n

a z a z
 

= =

=   



收敛。令 0R z= ，对任意 ,  z z R 有 

              
0

n nn

n n na z a z a z=  。 

由正项级数的比较判别法，知级数
0

n

n

n

a z


=

 收敛。即级数
0

n

n

n

a z


=

 在收

敛圆周 z R= 所围的闭区域上处处绝对收敛。 

 

9. 我们知道，函数
2

1

1 x+
当 x 为任何实数时，都有确定的值，而且是

可导的。但它的泰勒展开式: 2 4

2

1
1

1
x x

x
= − + −

+
 却只当 1x  时成

立，通过研究函数
2

1

1 z+
试说明其原因。 

解：函数
2

1

1 z+
在 上仅有两个奇点  iz =  。根据泰勒展开定理，它在

0z = 的泰勒展开式 

            ( ) ( )2 4 2

2

1
1 1

1
                  

n nz z z
z

= − + − − + 
+

+   

的收敛半径 1R = 。因此当 1z  时， ( ) 式成立。当 1z  时， ( ) 式处

处不成立，不然与收敛半径 1R = 矛盾。 

特别把 z 限制在实轴上有 

   ( ) ( )2 4 2

2

1
1 1 1                                  

1
,        

n nx x x x
x

= − + − − +  
+

+ 。  

当 1x  时， ( ) 式不成立。 

当 1x = 时，( ) 式左边
1

2
= ，右边 1 1 1 1= − + − + 发散。故 1x = 时，( )  

式不成立。 

 

10.证明如下不等式： 

( )1  对于任意的 z ，有 



              e 1 e 1 e
z zz z−  −  。 

( )2  当0 1z  时，有 

1 7
e 1

4 4

zz z −  。 

证：注意到 

            21 1 1
e 1

1! 2! !
,      z nz z z z

n
= + + + +  + ， 

于是 

( )1  对于任意的 z ，有 

         

( )

2

2

2

1

1

1 1 1
e 1

1! 2! !

1 1 1
         

1! 2! !

1 1 1
        1 1

1! 2! !

       e 1

1 1 1
       

1! 2! !

1 1
       1

1! 1 !

      e

z n

n

n

z

n

n

z

z z z
n

z z z
n

z z z
n

z z z
n

z z z
n

z

−

−

− = + + +

 + + +

 
= + + + + − 
 

= −

 
= + + + 

 

 
 + + +  − 

=

+

+

+

+

+

。

 

( )2  当0 1z  时，有 

( )

11 1 1
e 1

1! 2! !

1 1 1
         1 1

1! 2! 1 !

nz z z z
n

z
n

− 
− = + + + 

 

  
 + + + + −   −   

+

+
 



( )e 1

7

4

z

z

= −

     。
  

另一方面，有 

( )

( )

( )

( )

1

1

1

!

1

1 !

1

1 !

1

1 !

1 1
e 1

1! 2!

1
         1

2!

1
         1

2!

1 1
3 1

1 2!

3 e

1

4

nz

n

n

n

n

n

z z z

z z z

z

z

z

z

−

−

−

−

−

 
− = + + + 

 

 
 − − − 

 

 
 − − − 

 

 
= − − − − − 

 

= −



+

−

−

−     
！

     

     。

 

因此，有 

                   
1 7

e 1
4 4

zz z −  。 

 

11. 求下列函数在指定点 0z 处的泰勒展开式，便指出它们的收敛半径。 

( ) 02

1
1  ,  1;z

z
= −   

解：
2

1

z
的奇点是 0z = ，故 ( )0 1 1R = − − = ，且 

     
( ) ( )2

1 1 1

1 1 1 1z z z
= 

− + − +
 



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

 1 1 1 1 1 1

 1 2 1 3 1 1 ,                      1 1
n

z z z z

z z n z z

   = + + + + + + + + + +
   

= + + + + + + + + +  。
  

 

( ) 0

1
2  ,  1 i;

4 3
z

z
= +

−
  

解：
1

4 3z−
的奇点是

4

3
z = ，故 ( )

4 10
1 i

3 3
R = − + = ，且 

      

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( )

0

1
0

1 1 1

4 3 4 3 1 i 3 1 i 1 3i 3 1 i

1 1
         

1 3i 3 1 i
1

1 3i

3 1 i1
         

1 3i 1 3i

3 10
       1 i ,    1 i

31 3i

n

n

n
n

n
n

z z z

z

z

z z



=



+
=

= =
− − + − − + − − − +      

= 
− − +  −

−

 − +   =  
− −  

= − + − +   
−



 。

 

 

( )
2

0

e
3  ,  0;

cos

z

z
z

=   

解：
2

e

cos

z

z
离 0z = 最近的奇点是

π

2
z = ，故

π π
0

2 2
R = − = ，且 

     
2

2 4

2 4

2 4

1 1
1

e 3 29 π1! 2! 1 ,   
1 1cos 2 24 2

1
2! 4!

z z z

z z z
z

z z

+ + +

= = + + + 

− + −

。 

 



⑷ 0

1
sin ,  0

1
z

z
=

−
。 

解：
1

sin
1 z−

离 0z = 最近的奇点是 1z = ，故 0 1 1R = − = 。 

1
sin sin 1 sin1cos cos1sin

1 1 1 1

z z z

z z z z

 
= + = + 

− − − − 
。 

又 

( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 4
2 4

2 2

2 4
2 2

2
3 4

1 1
cos 1

1 2! 1 4! 1

             1 1 1
2! 4!

             1 1 2 3 1 4 10
2! 4!

35
             1

2 24

z z z

z z z

z z
z z z z

z z
z z z z

z
z z

   
= − + −   

− − −   

= − + + + + + + + −

= − + + + + + + + −

= − − − + 。

  

( ) ( )

3

3
3

2 3 4 2

2 3 4

1
sin

1 1 3! 1

             1
3!

5 1
             

6 2

z z z

z z z

z
z z z z z z

z z z z

 
= − + 

− − − 

= + + + + − + + + +

= + + + + 。

 

故 

     
( ) 2 3

1
sin sin1cos cos1sin

1 1 1

1 5
            sin1 cos1 cos1 sin1 cos1 sin1 ,   1

2 6

z z

z z z

z z z z

= +
− − −

   
= + + − + − +    

   
。

 

注：直接用 

         
3 5

1 1 1 1 1 1
sin

1 1 3! 1 5! 1z z z z

   
= − + −   

− − − −   
  

很难写出前几项。 



12. 证明：( )1 设
0

n

n

a


=

 收敛，但
0

n

n

a


=

 发散，则幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径 

为 1； 

( )2
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径为 R。则 ( )
0

Re  n

n

n

a z


=

 的收敛半径大于或等于 R。 

证： ( )1 设
0

n

n

a


=

 收敛，则幂级数
0

n

n

n

a z


=

 在 1z = 处收敛。由阿贝尔定理， 

幂级数
0

n

n

n

a z


=

 在 1z  内收敛，从而幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径 1R  。另 

一方面，如 1R  ，则幂级数
0

n

n

n

a z


=

 在 1z = 绝对收敛。这与
0

n

n

a


=

 发散矛 

盾。故 1R = 。 

( )2 设
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径为 R。则对 ,  z z R   ，幂级数
0

n

n

n

a z


=

 收敛。 

注意到 

         ( )Re Ren n n n

n n n na z a z a z a z=  = 。 

可见幂级数 ( )
0

Re  n

n

n

a z


=

 在 z R 内绝对收敛。从而 ( )
0

Re  n

n

n

a z


=

 的收敛半

径大于或等于 R。 

 

13. 设 ( ) ,  0
z a

f z a
z a

−
= 

+
，求

( )
1

 d ,  0
nC

f z
z n

z +
 ，其中 C 为任一条包含原

点且落在圆周 z a= 内的简单光滑闭曲线。 



解：z a= − 是函数 ( )f z 的唯一奇点。故 ( )f z 在 z a 内解析，从而在 C

上及 C 内部解析。由于 C 包含原点，由高阶导数公式及泰勒展开定

理可知 

           
( ) ( ) ( )1

2πi
 d 0 2πi ,  0,1,2,

!

n

nnC

f z
z f c n

z n+
= = = ， 

其中 nc 为 ( )f z 在 z a 内泰勒级数展开式的系数。 

  另一方面，在 z a 内有 

           

( )

( )

( )

0

1

1

2
1

1
        1 2

1

        1 2 1

1 2
        1  

n
n

n

n

n

n
n

z a a
f z

z a z a

z

a

z

a

z
a



=

+


=

−
= = −

+ +

= −

+

 
= − −  

 

−
= − +



 。

  

于是，有 

               
( )

1

1, 0;

2
1 , 1

nn

n

n

c
n

a

+

− =


= 
− 


。
  

因而，得 

                
( )

( )
11

2πi, 0;

 d 4πi
1 , 1

nnC
n

n
f z

z
z n

a

++

− =


= 
− 



 。
 

 

14．设 ( )
0

,  n

n

n

f z a z z R


=

=  。记 ( )
0

n
k

n k

k

S z a z
=

= ，证明： 



( ) ( ) ( )
( )

1 1

1

1
1  d ,

2πi

n n

n nr

z
S z f z r R

z


 

 

+ +

+=

−
=  

− ； 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1

1
2   d ,

2πi

n

n nr

fz
f z S z z r R

z




 

+

+=
− =  

− 。 

证： ( )1  设 ( )
0

,  n

n

n

f z a z z R


=

=  ，则 

            
( )

1

1
 d ,  0,1,2,

2πi
n nr

f
a n






 +=
= = 。 

于是   

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

0 1

2 1

2

2 3 1

1 2 2

1

1 1 1
         d  d  d

2πi 2πi 2πi

1 1
         d

2πi

1
         d

2πi

    

n

n n

n

nr r r

n

nr

n n n n

nr

S z a a z a z

f f f
z z

z z z
f

z z z
f

  





  
  

  

 
   

  
 



+= = =

+=

− −

+=

= + + +

   
= + + +   

   

 
= + + + + 

 

 + + + +
=  

 

  





( )
( )

1 1

1

1
     d ,  

2πi

n n

nr

z
f z r R

z


 

 

+ +

+=

−
=  

− 。

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )

( )

1 1

1

1 1 1

1

1

1

1 1
2   d  d

2πi 2πi

1
                           d

2πi

                           d ,  
2πi

n n

n nr r

n n n

nr

n

nr

f z
f z S z f

z z

f z

z

fz
z r R

z

 





 
  

  

  


 




 

+ +

+= =

+ + +

+=

+

+=

−
− = −

− −

− +
=

−

=  
−

 



 。

 .  

 

15. 设幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径 0R  ，其和函数为 ( )f z ，证明： 



                 
( )

,  0,1,2, ,n n

M r
a n

r
 =   

其中 ( ) ( )i

0 2π
0 ,  max er R M r f r 

 
  = 。 

证：设幂级数
0

n

n

n

a z


=

 的收敛半径 0R  ，其和函数为 ( )f z 。则 

          

( ) ( )

( )

( )

11

1

1 1
d d

2πi 2π

1
    d

2π

    ,  0,1,2,

n nnz r z r

n z r

n

f zf z
a z s

z z

M r
s

r

M r
n

r

++= =

+ =

= 

=

= =

 



，

  

其中 ( ) ( )i

0 2π
0 ,  max er R M r f r 

 
  = 。 

 

16. 若函数 ( )f z 和 ( )g z 均在圆盘 z R 内解析，且 

( )0 0g  ， ( ) ( ) 0f z g z  ，  z R   

证明： ( ) 0,  f z z R  。 

证：由 ( )0 0g  ， ( ) ( )0 0 0f g = ，知 

                  ( )0 0f = 。 

又由 

     ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

0 C ,
n

n k n k nk

n

k

f z g z f z g z f z g z
−

−

=

= = +     

有 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

0 C 0 0 0 0                                                   
n

k n k nk

n

k

f g f g
−

−

=

= +  。  

下面利用数学归纳法证 ( ) ( )0 0,  0,1,2,
n

f n= = 。 

( ) ( )i  0 ,  0 0k f= =当 时 。命题为真。 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1i  0i
k

f k n=   −假设 。由 ( ) 式及 ( )0 0g  必有 ( ) ( )0 0
n

f = 。 

从而根据归纳原理，得 

                ( ) ( )0 0,  0,1,2,
n

f n= = 。 

再由泰勒展开定理，有 

                ( )
( ) ( )

0

0
  0,  

!

n

n

n

f
f z z z R

n



=

=   。   

               

17. ( )1  若 ( )
0

,  n

n

n

f z a z z


=

=   ，且 ( ) nM r kr (k 为大于零的正数，n 为

大于或等于 1 的自然数， ( ) ( )i

0 2π
max eM r f r 

 
= )，证明： ( )f z 是一个次数

至多为 n 的多项式。 

( )2  若 ( ) 1

1 0

n n

n nP z a z a z a−

−= + + + 是 n 次多项式,即 0,  1na n  。证明：存

在正常数 k 和 0 0r  ，使得当 0z r 时，有 

                    ( )
n

P z k z 。 

( )3  证明一个 1n  次的多项式的值不可能对于一切 z 都相同。 



证：( )1  设 ( )
0

,  n

n

n

f z a z z


=

=   ，且 ( ) ( )i

0 2π
max e nM r f r kr

 
=  (k 为大于零

的正数，n 为大于或等于 1 的自然数)。由上题知 

      
( )

( )
1

0,          m m m n

M r
a k r m n

r r −
  → →  。 

可见 

       1 2 0n na a+ += = = 。 

因此， ( ) 2

0 1 2

n

nf z a a z a z a z= + + + 。它是一个次数至多为 n 的多项式。 

( )2  设 ( ) 1

1 0

n n

n nP z a z a z a−

−= + + + ， 0,  1na n  是 n 次多项式, 则有 

            

( ) 1

1 0

1 0

1 0

1 1
          =

1 1
         

n n

n n

n

n n n

n

n n n

P z a z a z a

z a a a
z z

z a a a
z z

−

−

−

−

= + + +

+ +

 
 − + 

 
。

 

注意到  1 0

1 1
lim 0n n nnz

a a a a
z z

−
→

 
− + =  

 
。故存在常数 0 0r  ，使得当

0z r 时，有 

                 1 0

1 1

2

n

n n n

a
a a a

z z
−− +   

令
2

na
k = ，则有 ( )

n
P z k z 。 

( )3  设有一个 1n  次的多项式 ( )P z 的值对于一切 z 都相同。则 

                  ( ) 0,   P z l z=    。 



另一方面，由 ( )2 存在常数 k 和 0 0r  ，使得当 0z r 时，有 

                    ( )
n

P z k z 。 

这说明 ( )lim
z

P z
→

= 。矛盾。故一个 1n  次的多项式的值不可能对于一

切 z 都相同。 

 

18.设 ( )
0

n

n

n

f z a z


=

= 在 1z  内解析，且 ( )Re 0f z    ，证明： 

① 对任意的0 1,  1,2,r n  = ， 

( )11
 d 0;

2πi

n

r
f


  −

=
=   

② 对任意的0 1,  1,2,r n  = ， 

         ( ) ( )
2π

i i i

0

1
e e  e d ;

2π

n n

na f r f r r   − − = +
     

③ ( )02 Re ,  1,2,na a n = 。 

证：设 ( )
0

n

n

n

f z a z


=

= 在 1z  内解析，且 ( )Re 0f z    。 

①  对任意的0 1,  1,2,r n  = ，由于 ( )1n f − 在 r = 上及内部解析， 

据柯西积分定理， 有 

               ( ) ( )11
 d 0                                         

2πi

n

r
f


  −

=
=  。  

② 对任意的0 1,  1,2,r n  = ，利用泰勒系数和高阶导数公式，有 



                
( )

( )1

1
 d                                               

2πi
n nr

f
a






 +=
=  。   

现在利用圆周 r = 的参数方程
ie ,  0 2πr  =   将 ( ) 和 ( ) 中的线

积分转换为定积分，得 

( )

( )

2π
i i

0

2π
i i

0

0 e e d     
2π

1
e e d

2π

n
n

n n

n

r
f r

a f r r

 

 



− −


=


 =






 。 

在上式第一个方程的两边取共轭复数并除以 2nr ，得 

( )

( )

2π
i i

0

2π
i i

0

1
   0 e  e d  

2π

1
e e d

2π

n n

n n

n

f r r

a f r r

 

 





− −

− −


=


 =






。 

上式中两个方程相加，有 

             ( ) ( )
2π

i i i

0

1
e e  e d

2π

n n

na f r f r r   − − = +
   。 

③ 对任意的0 1,  1,2,r n  = ，注意到 ( )Re 0f z    ，利用②的结论，

得 

    

( ) ( )

( )

( )

2π
i i i

0

2π
i

0

2π
i

0

1
e e e  d

2π

    2 Re e  d
2π

   Re e  d
π

n n

n

n

n

a f r f r r

r
f r

r
f r

  











− −

−

−

  +
  

 =
 

 =
 





 。

 

而泰勒系数 0a 为 



          

( )
( )

( )

2π
i

0
0

2π
i

0
0

1 1
 d e  d ;

2πi 2π

1
Re Re e  d

2π

r

f
a f r

a f r








 





=
= =

 =
 

 

 。

  

所以 

            ( ) ( )0

2
Re ,  1,2,n n

a a n
r

 = 。 

令 1r → ，即得所要证明的结论。 

 

19. 把下列函数在指定的圆环域内展开成洛朗级数。 

( )
( )( )2

1
1  ,  1 2;

1 2
z

z z
 

+ −
  

解：
( )( ) 2 22

1 1 1 1
2

5 2 1 11 2

z

z z zz z

 
= − −  

− + ++ −  
  

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

2 2 2
0 0 0

1 1

1 2 1 2 2
0 0 0

1 1 1 1 1 2 1

1 15 2
1 1 1

2

1 1 1 1 2 1
1 1

5 2 2

1 1 1 2 1
 1 1

5 2 5 5

n n n
n n

n n n

n n

n

n n n
n n n

z z z

z z

z

z z z z

z
z z

  

= = =

+ +  

+ + +
= = =

 
 

= − − − 
 − + +
 

      
= − − − − −      

       

 
= − + −   + −   

 

  

   。

  

 

( )
1

2  sin ,  0 1
1

z
z

 −  +
−

；  

解：注意到 



( )

( )
3 5 2 1

11 1
sin

3! 5! 2 1 !

n

nz z z z z
n

+
−

= − + − + +
+

。 

故 

( ) ( )

( )

( ) ( )
3 5 2 1

1 1
sin sin

1 1

11 1 1 1 1 1
            

1 3! 5! 2 1 !1 1 1

n

n

z z

z nz z z
+

= −
− −

 −
= − − + − + + 

− +− − −  

。

 

 

( )
( )( )

1
3  ,  1 2,  2 ,  0 1 1,  1 1 ,

1 2

      0 2 1,  1 2 ;

z z z z
z z

z z

    +  −   −  +
− −

 −   −  +

  

解：
( )( )

1 1 1

1 2 2 1z z z z
= −

− − − −
  

( )1 1
0 0

1 1 1 1

12
1 1

2

1 1
1 ,        1 2

2

n

n n
n n

z z

z

z z
z

 

+ +
= =

= − −

− −

−
= + −    。

   

( )( )

( )

( )

1 1
0 0

1
0

1 1 1

1 2 2 1

1 1 1 1
                    

2 1
1 1

1 1
                    2 1        

1
                     = 2 1 ,                    2

n

n n
n n

n

n
n

z z z z

z z

z z

z z

z
z

 

+ +
= =



+
=

= −
− − − −

= −

− −

= + −

−   +

 

 。

  



( )( )

( )

( )( )
0

1 1 1

1 2 2 1

1 1
                    

1 1 1

1
                    1 1 ,                    0 1 1

1

n

n

z z z z

z z

z z
z



=

= −
− − − −

= − −
− − −

= − + − −  − 
−

 。

 

( )( )
1 1 1

1 2 2 1z z z z
= −

− − − −
 

( )

( )
1

0

1 1

1 1 1

1 1 1

11 1
1

1

1 1
,                    1 1

1 1
n

n

z z

z z

z

z
z z



+
=

= − −
− − −

= −
− −

−
−

= − +  −  +
− −

 。

 

( )( )

( )

( ) ( )
1

0

1 1 1

1 2 2 1

1 1
                    

2 1 2

1
                    1 2 ,                    0 2 1

2

n n

n

z z z z

z z

z z
z


+

=

= −
− − − −

= −
− + −

= + − −  − 
−

 。

 

( )( )

( )

( )
( )

1

1
0

1 1 1

1 2 2 1

1 1
                    

2 1 2

1 1 1
                    

12 2
1

2

1 1
                    1 ,                    1 2

2 2

n

n
n

z z z z

z z

z z

z

z
z z


+

+
=

= −
− − − −

= −
− + −

= −
− −

+
−

= + −  −  +
− −

 。

 

 

( )
( )

3

1
4  ,  0< 2 2

2
z

z z
+ 

+
。  



解：
( ) ( ) ( )3 3

1 1 1

2 22 2 zz z z
=

+ −+ +
 

( )

( )
( )

3

3

3 1
0 0

1 1 1

222 1
2

1 1 2 1
2

2 2 22

n
n

n
n n

zz

z
z

z

 
−

+
= =

 
=  −   + + −

+    
= − = − +    

    +
  。

  

 

20. 求函数 ( ) 2

2 1

2

z
f z

z z

+
=

+ −
的以 0z = 为心的解析的各个圆环区域内的

洛朗展开式。 

解：函数 ( ) 2

2 1

2

z
f z

z z

+
=

+ −
在 上有两个不解析点 1z = 和 2z = − 。所以它以

0z = 为心的解析圆环区域为1 2z  和 2 z  +。现分别在这两个圆

环区域内求它的洛朗展开式如下。 

( )

( )

( )

2

0 0

1 1
0 0

2 1 1 1

2 2 1

1 1 1 1
       

12
1 1

2

1 1 1
       1

2 2

1 1
       ,                          1 2

2

n n
n

n n

n

n

n n
n n

z
f z

z z z z

z z

z

z

z z

z z
z

 

= =

 

+ +
= =

+
= = +

+ − + −

= +

+ −

   
= − +   

   

−
= +  

 

  。

 

和 



( )

( )

( )

( )

2

0 0

1 1
0 0

1
0

2 1 1 1

2 2 1

1 1 1 1
       

2 1
1 1

1 2 1 1
       1

1 1
       1 2

1
       1 2 1 ,                          2

n n
n

n n

n n

n n
n n

n n

n
n

z
f z

z z z z

z z

z z

z z z z

z z

z
z

 

= =

 

+ +
= =



+
=

+
= = +

+ − + −

= +

+ −

   
= − +   

   

= − +

 = − +   +
 

 

 

 。

 

 

21. 若函数 ( )f z 在 ( ) 1r z R r R    内解析，且 

           ( )
1 1

1 ,  nn
nn

n n

a
f z a z r z R

z

 
−

= =

= + +    。  

证明 

        ( )
2π

i 2

0

2
2 e sin d ,   1,2,

π 2
n n

n
a a f n 

−

 
− − = = 

 
 。 

证：设函数 ( )f z 在 ( ) 1r z R r R    内解析，且 

           ( )
1 1

1 ,  nn
nn

n n

a
f z a z r z R

z

 
−

= =

= + +    。 

由解析函数洛朗展开式的系数表达式， 有 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

i
2π 2π

i i

0 i1 0 0

i
2π 2π

i i i

1 i 11 0 0

e1 1 1
1  d  ie d e  d ;

2πi 2πi e 2π

e1 1 1
 d  ie d e e  d ,  1, 2,

2πi 2πi 2πe

z

n

n n nz

ff z
a z f

z

ff z
a z f n

z



 





  



 

 

=

−

+ +=

= = = =

= = = =  

  

   。

  

于是 



( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

( )

2π 2π 2π
i i i i i

0 0 0

2π
i i i

0

2π
i

0

2π
i 2

0

1 1 1
2 2 e  d e  e d e  e d

2π 2π 2π

1
                  e 2 e e  d

2π

1
                  e 2 2cos  d

2π

1
                 e 2sin  d

π 2

n n

n n

n n

a a f f f

f

f n

n
f

    

  





  



 



−

−

−

− − =  − −

= − −

= −

  
=   

  

  







( )
2π

i 2

0

2
                 e sin d

π 2

n
f 






 
=  

 
 。

 

 

22. 设函数 ( )f z 在  z R 内解析，且 

               ( )
0

n

n

n

f z a z


=

= 。 

若 ( )f z 在区间 ( ),R R− 上取实值，证明： na 为实数， 0,1,2,n = 。 

证：设函数 ( )f z 在  z R 内解析，且 

               ( )
0

n

n

n

f z a z


=

= 。 

由解析函数泰勒展开式的系数表达式， 有 

            
( ) ( )0

,  0,1,2,
!

n

n

f
a n

n
= = 。 

若 ( )f z 在区间 ( ),R R− 上取实值，则 ( ) ( ),  ,f x x R R − 是实函数。由于函

数 ( )f z 在  z R 内解析，故 ( )f x 在 ( ),R R− 有任意阶导数。 

( )0 ,x R R  − ，由于函数 ( )f z 在  z R 内解析，故 ( )f z 在 0x 可导。于是 

      ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0
, 0

0 0

lim lim
z x x x y

f z f x f x f x
f x

z x x x→ → =

− −
 = =

− −
  



是实数。从而 ( ) ( ),  ,f x x R R  − 是实函数。再由数学归纳法可知 ( ) ( )n
f x

是实函数。这样 ( ) ( )0
n

f 是实数。因此， na 为实数， 0,1,2,n = 。 

 

 


