
习题五 

1. 下列各函数有哪些孤立奇点？各属于哪一类型？如果是极点，指

出它的阶。 

( )
( )

2
3 2

1
1  ;

1z z +
  

解：它的孤立奇点是 0,   iz z= =  及 z = 。 

0z = 是 3 阶极点； 

 iz =  是 2 阶极点； 

z = 是可去奇点因
( )

2
3 2

1
lim 0

1
z

z z
→

=
+

。 

( ) 2

e sin
2  ;

z z

z
  

解：它的孤立奇点是 0z = 及 z = 。 

注意到 

   

2 3 5

2 2

e sin 1 1 1 1
1

2! 3! 5!

1 1
           1                                     0

3

z z
z z z z z

z z

z z
z

  
= + + + − + −  

  

= + + +   ， 。

  

故 0z = 是 1 阶极点； z = 是本性奇点。 

 

( ) 3 2

1
3  ;

1z z z− − +
  



解：因 ( ) ( )
23 2 1 1 1z z z z z− − + = − + ，它的孤立奇点是 1 1z z= = −， 及 z = 。 

1z = 是 2 阶极点； 

1z = − 是 1 阶极点； 

z = 是可去奇点因
3 2

1
lim 0

1z z z z→
=

− − +
。 

 

( )
( )( )2

4  ;
1 1 ez

z

z+ +
 

解：注意到 

( )( ) ( )21 1 e 0  i, 2 1 πi,  zz z z k k+ + =  =  = +  。 

它的孤立奇点是 i iz z= = −， 及 ( )2 1 πi,  z k k= +  。 

z = 不是孤立奇点因 ( )lim 2 1 πi
k

k
→

+ = 。 

iz = 是 1 阶极点； 

iz = − 是 1 阶极点； 

因 ( )1 e e 0z z
+ =  ，故 ( )2 1 πi,  z k k= +  是 1 阶极点。 

 

( ) 2

1 1
5  sin ;

z z
+   

解：它的孤立奇点是 0z = 及 z = 。 

注意到 



   
2 2 3 5

2 3 5

1 1 1 1 1 1 1 1
sin

3! 5!

1 1 1 1 1 1
                                               0

3! 5!

z z z z z z

z
z z z z

+ = + − + −

= + − + −   ， 。

  

故 0z = 是本性奇点； z = 是可去奇点。 

 

( )
( )ln 1

6  
z

z

+
； 

解： ( )ln 1 z+ 的解析区域是去掉从 1− 向左的负实轴的复平面。从而 0z =

是 
( )ln 1 z

z

+
的孤立奇点， z = 不是

( )ln 1 z

z

+
的孤立奇点。 

注意到 

     
( ) 2 3 2

ln 1 1 1 1 1 1
1 ,   0 1

2 3 2 3

z
z z z z z z

z z

+  
= − + + = − + +   

 
， 

故 0z = 是可去奇点。 

 

 

2. 函数 ( )
( )( )

3

1

1 2
f z

z z
=

− −
在 2z = 处有一个三阶极点，这个函数又有

如下的洛朗展开式 

     
( )( ) ( ) ( ) ( )

3 6 5 4

1 1 1 1
,   1 2

1 2 2 2 2
z

z z z z z
= + + +  −  

− − − − −
。 

所以“ 2z = 又是 ( )f z 的一个本性奇点”，又因为上式不含有
1

2z −

项，因此 ( )Res ,2 0f z =   ，这些结论是否正确？ 



解：这些结论不正确。判断孤立奇点 2z = 的类型应该是观察函数

( )f z 在 2z = 的一个邻域内的洛朗展开式，而不是在区域1 2z −  

内的洛朗展开式。由于 

         
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3
0

3 2

1 1
1 2

1 2 2

1 1 1
                      1 ,   0 2 1

22 2

n n

n

z
z z z

z
zz z



=

= − −
− − −

= − + − +  − 
−− −



。

     

故 2z = 是一个三阶极点，且 ( )Res ,2 1f z =   。 

 

 

3. 设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处有 m 阶和 n 阶零点，那么 

( ) ( ) ( ) ( ),  f z g z f z g z+ 和
( )

( )

f z

g z
 

在点 z a= 处各有什么性质？  

解：设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处有 m 阶和 n 阶零点，则 

                  ( ) ( ) ( )
m

f z z a z= −   

和 

                   ( ) ( ) ( )
n

g z z a z= − ， 

其中 ( )z 和 ( )z 在 z a= 解析，且 ( ) ( )0,  0a a   。 

( )1  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m n

f z g z z a z z a z + = − + − 。 

当m n= 时，有 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

f z g z z a z z + = − +  。 

若 ( ) ( ) 0a a +  ， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m 阶零点。若 ( ) ( ) 0a a + = ，

z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的高于 m 阶的零点。 



当m n 时，有 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n m n

f z g z z a z a z z 
− + = − − +

 
。 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
m n

z a

z a z z a  
−

=

 − + = 
 

， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 n 阶零

点。 

当m n 时，有 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m n m

f z g z z a z z a z 
− + = − + −

 
。 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
n m

z a

z z a z a  
−

=

 + − = 
 

， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m 阶零

点。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2   
m n

f z g z z a z z 
+

= − 。  

由于 ( ) ( ) 0a a   ， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m + n 阶零点。 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

 
3  ,  

m nf z z
z a z a

g z z





−
= −  ，且

( )

( )
0

a

a




 。 

当m n 时， z a= 是
( )

( )

f z

g z
的可去奇点。 

当m n 时， z a= 是
( )

( )

f z

g z
的n m− 阶极点。 

 

4. 设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处解析和有本性奇点，那么 

( ) ( ) ( ) ( ),  f z g z f z g z+ 和
( )

( )

f z

g z
 

在点 z a= 处各有什么性质？  

解：设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处解析和有本性奇点，则 

                  ( ) ( ) ( )
0

,  0
n

n

n

f z a z a z a  


=

= − −     

和 



                   ( ) ( ) ( ),  0 0
n

n

n

g z b z a z a  


=−

= −  −   。 

( )1  ( ) ( ) ( ) ( )
0

,0
n n

n n

n n

f z g z a z a b z a z a 
 

= =−

+ = − + −  −   。 

右边级数有无穷多个负幂项， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的本性奇点。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2   ,0
n n

n n

n n

f z g z a z a b z a z a 
 

= =−

= − −  −   。  

右边级数有无穷多个负幂项， z a= 是 ( ) ( )f z g z 的本性奇点。 

( )
( )

( )

( )

( )
( )03   ,  0

n

n
nn

n
n n

n

n

a z a
f z

c z a z a
g z

b z a






=


=−

=−

−

= = −  − 

−





令 。则

( ) ( ) ( )
0

,  0
n n n

n n n

n n n

a z a b z a c z a z a 
  

= =− =−

− = − −  −    。 

于是，级数 ( )
n

n

n

c z a


=−

− 必有无穷多个负幂项， z a= 是
( )

( )

f z

g z
的本性 

奇点。 

 

5. 设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处有 m 阶和 n 阶极点，那么 

( ) ( ) ( ) ( ),  f z g z f z g z+ 和
( )

( )

f z

g z
 

在点 z a= 处各有什么性质？  

解：设函数 ( )f z 和 ( )g z 分别在点 z a= 处有 m 阶和 n 阶极点，则 

                  ( )
( )

( )
1

m
f z z

z a
=

−
  

和 

                   ( )
( )

( )
1

n
g z z

z a
=

−
， 



其中 ( )z 和 ( )z 在 z a= 解析，且 ( ) ( )0,  0a a   。 

( )1  ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
1 1

m n
f z g z z z

z a z a
 + = +

− −
。 

当m n= 时，有 

         ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

m
f z g z z z

z a
 + = +  

−
。 

若 ( ) ( ) 0a a +  ， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m 阶极点。若 ( ) ( ) 0a a + = ，

z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的低于 m 阶的极点。 

当m n 时，有 

         ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1 m n

m
f z g z z z a z

z a
 

− + = + −
 −

。 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
m n

z a

z z a z a  
−

=

 + − = 
 

， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m 阶极

点。 

当m n 时，有 

         ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1 n m

n
f z g z z a z z

z a
 

− + = − +
 −

。 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
n m

z a

z a z z a  
−

=

 − + = 
 

， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 n 阶极

点。 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2   
m n

f z g z z z
z a

 
+

=
−

。  

由于 ( ) ( ) 0a a   ， z a= 是 ( ) ( )f z g z+ 的 m + n 阶极点。 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

 
3  ,  

n mf z z
z a z a

g z z





−
= −  ，且

( )

( )
0

a

a




 。 

当 n m 时， z a= 是
( )

( )

f z

g z
的可去奇点。 



当 n m 时， z a= 是
( )

( )

f z

g z
的m n− 阶极点。 

 

6. 设点 z a= 是函数 ( )f z 的孤立奇点， ( ) ( )
k

z a f z− (k 为正整数)在点a  

的某个去心邻域有界。证明：点 z a= 是 ( )f z 的不高于 k 阶的极点或可

去奇点。 

证：设点 z a= 是函数 ( )f z 的孤立奇点，( ) ( )
k

z a f z− (k 为正整数)在点a  

的某个去心邻域有界。则 0,  当0 z a  −  时， ( ) ( )
k

z a f z− 解析且

( ) ( )
k

z a f z M−  。令 

                ( ) ( ) ( )
k

z z a f z = − 。  

当0 z a  −  时， ( )z 解析且 ( )z M  。由洛朗展开定理， 有 

               ( ) ( ) ,  0
n

n

n

z a z a z a 


=−

= −  −  ，、 

其中
( )

( )
1

1
 d ,  0

2πi
n na r

a r
a

 
 


+− =

=  
−

 。从而 

         

( )

( )

( )
1 1

1

1 1
 d  d

2π 2π

1
      2π

2π

n n na r a r

n n

a s
a a

r M r Mr

 

  


 
− − + − +− = − =

−

= 
− −

=  =

 

。

  

让 0r → ，即得 0,  1,2,na n− = = 。因而，有 

          ( ) ( )
0

,  0
n

n

n

z a z a z a 


=

= −  −  。 

即 z a= 是 ( )z 的可去奇点。令 ( ) 0a a = ，则 ( )z 在 z a= 解析且 

                ( )
( )

( )
1

,  0
k

f z z z a
z a

 =  − 
−

。 

若 ( ) 0a  ，由上式知点 z a= 是 ( )f z 的 k 阶的极点 



若 ( ) 0a = 且 z a= 是 ( )z 的 m ( )1 阶零点，则 

         ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
1 1

,  0
m

k k m
f z z a z z z a

z a z a
  

−
= − =  − 

− −
，          

其中 ( )z 在 z a= 解析且 ( ) 0a  。此时，点 z a= 是 ( )f z 的低于 k 阶的

极点或可去奇点。 

 

 

7.证明：若 0z 是解析函数 ( )f z 的本性奇点，且 ( ) 0f z  ，则 0z 也是
( )
1

f z
 

的本性奇点。 

证：设 0z 是解析函数 ( )f z 的本性奇点，且 ( ) 0f z  。则 

                       ( )
0

lim
z z

f z
→

  

不存在也不为。从而 

                         
( )0

1
lim
z z f z→

  

不存在也不为。故 0z 也是
( )
1

f z
的本性奇点。 

 

 

8.判断 z = 是下列函数的什么奇点。 

( ) 4
1  

5

z

z−
； 

解：由于
4

lim 0
5z

z

z→
=

−
，故 z = 是所给函数的可去奇点。 

 

( ) 22  1 z z+ + ； 



解：所给函数在 z  的洛朗展开式为 21 z z+ + ，故 z = 是所给函数

的 2 阶极点。 

 

( )
1

33  e 2z z+ − ；  

解：注意到 

        
1

3 3 3

2
0

1 1 1 1 1
e 2 2 1 ,  0

! 2!

n

z

n

z z z z
n z z z



=

 
+ − = + − = + + − +    

 
 。 

故 z = 是所给函数的 3阶极点。 

 

( )
1

4  exp
1 z

 
 
− 

； 

解：注意到 

        
0

1 1 1
exp

1 ! 1

n

nz n z



=

   
=   

− −   
 。 

( ) ( )
2 3

2

2 3 2 2 3

1 1 1 1 1
1

1 2! 3!1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 ,  1

2! 3! 2! 2! 3!

z z z

z
z z z z z z z z

= + + + +
− − −

   
= − + + + + + + + + + +      

   

故 z = 是所给函数的可去奇点。 

 

( )5  ez。 

解：注意到 

               
0

1
e  ,  

!

z n

n

z z
n



=

=   。 

故 z = 是所给函数的本性奇点。 

 



9. 求下列各函数 ( )f z 在孤立奇点(不考虑 )的留数。 

( ) ( ) 3 5

1
1  f z

z z
=

−
； 

解： ( ) ( ) ( )
2

2 3
3 2 2

2 3 50 0

1 d 1
Res ,0 lim lim 1 4 1 1

2! dz z
f z z z z z

z z z

− −

→ →

   = = − + − =       − 
。 

( ) ( )
( )3 5 31 1

1 1 1
Res ,1 lim 1 lim

1 2z z
f z z

z z z z→ →

− 
= − = = −     − + 

。 

( ) ( )
( )3 5 31 1

1 1 1
Res , 1 lim 1 lim

1 2z z
f z z

z z z z→− →−

 
− = + = = −     − − 

。 

 

( ) ( )
( )

2

2
2

2  
1

z
f z

z
=

+
； 

解： ( ) ( )
( ) ( )

2
2

2 3
i i2

d 2 i i
Res ,i lim i lim

d 4i1
z z

z z
f z z

z zz
→ →

= − = = −  
++

。 

( ) ( )
( ) ( )

2
2

2 3
i i2

d 2 i i
Res , i lim i lim

d 4i1
z z

z z
f z z

z zz
→− →−

−
− = + = =  

−+
。 

 

( ) ( )
2

3  ,  1,2,
1

n

n

z
f z n

z
= =

+
。 

解：由于
( )2 1 πi

1 0 e ,  0,1, 2, , 1

k

n nz z k n

+

+ =  = = − 。故函数 ( )f z 有 n 个孤

立奇点
( )2 1 πi

e ,  0,1,2, , 1

k

n
kz k n

+

= = − ，且它们都是一阶极点。因此，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
2

12

1

1
Res , lim lim

1 1 1 1
lim

                       ,  0,1,2, , 1

k k

k
k

k

k

n n
n

k k n n nz z z z n

z z
z z

z z
k

nn

k k

n

z z

z z
f z z z z z

z z z z

z z

z zz
k n

nz n n

→ →

=
=

→

+

−

=

 
= − =  =     + + − +  +

−

= = = − = − 。

 

 



( ) ( )
2

4

1 e
4  

z

f z
z

−
= ； 

解：函数 ( )f z 的孤立奇点是 0z = ，且 

( ) ( )
2

2 3 4

4 4 4
0

3 2

1 e 1 1 1 4 8 16
1 2 2

! 2! 3! 4!

2 2 4 1 2
        ,         0<

3 3

z
n

n

f z z z z z z
z z n z

z
z z z



=

−    
= = − = − + + + +  

  

= − − − −  



。

 

 

故 

( )
4

Res ,0
3

f z = −   。 

 

( ) ( ) 25  cotf z z= ； 

解： ( )
2

2

2

cos
cot  

sin

z
f z z

z
= = 。由于 2sin 0 π, z z k k=  =  。故函数 ( )f z 的孤

立奇点是 π,  kz k k=  ，且它们都是二阶极点。故 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
22

2π

2 22 2 2

4π

2

3π

cos
Res cot , π lim π

sin

2 π cos π 2cos sin sin π cos 2sin cos
                      lim

sin

π cos sin π
                      2 lim cos

sin

         

z k

z k

z k

z
k z k

z

z k z z k z z z z k z z z

z

z k z z z k
z

z

→

→

→

 
  = −  

 

 − − − − −
 =

− − −
=

( )

( )
( )

2π π π

2 2

π

π

cos sin ππ
             2 lim cos lim lim

sin sin

1 cos sin 1
                      2 1 lim

2sin cos1

cos 2 1
                      2 lim

sin 2

                      0,     

z k z k z k

k

k
z k

z k

z z z kz k
z

z z

z z

z z

z

z

→ → →

→

→

− −−
=  

− −
= −

−

−
=

=       k 。

 

 



( ) ( )
1

1
6  e

1
zf z

z
=

−
； 

解：函数 ( )f z 的孤立奇点是 0z = 和 1z = 。由于 

      
( ) ( )

1

2

2

1 1 1 1 1 1 1
e 1 1

1 1! 2! !

1 1 1 1
          0 ,

1! 2! !

nz
n

f z z z z
z z z n z

z
n z

 
= = + + + + + + + + + + 

−  

 
= + + + + + +    

 
，

 

故 

( )
1 1 1

Res ,0 e 1
1! 2! !

f z
n

= + + + + = −   。 

又 

          ( ) ( )

1

1

e
Res ,1 lim 1 e

1

z

z
f z z

z→
= − = −   −

。 

 

10. 设函数 ( )f z 和 ( )g z 均在点 0z 处解析，且 

( )0 0f z  ， ( ) ( )0 0 0g z g z= = ， ( )0 0g z  。 

证明：点 0z 是
( )

( )

f z

g z
的 2 阶极点，且 

         
( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

3

0 0 0

0 2

0 0

2
Res , 2

3

f z f z f z g z
z

g z g z g z

  
= − 

     

。 

证: 由题设条件,知点 0z 是 ( )g z 的 2 阶零点。从而在 0z 的附近，有 

                     ( ) ( ) ( )
2

0g z z z z= − ， 

其中 ( )z 在 0z z= 解析，且 ( )0 0z  。于是 

                     
( )

( ) ( )

( )

( )2

0

1f z f z

g z zz z 
=

−
。  

因函数 ( )f z 和 ( )z 均在点 0z 处解析且 ( )0 0f z  ， ( )0 0z  ，故
( )

( )

f z

z
  



在点 0z 处解析且
( )

( )
0

0

0
f z

z
 。这说明点 0z 是

( )

( )

f z

g z
的 2 阶极点。于是

( )

( )

f z

g z
在 0z 附近的洛朗展开式为            

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

22 1
0 1 0 2 02

00

           
f z a a

a a z z a z z
g z z zz z

− −= + + + − + − + 
−−

。  

又因函数 ( )f z 和 ( )g z 均在点 0z 处解析，且 

( )0 0f z  ， ( ) ( )0 0 0g z g z= = ， ( )0 0g z  ， 

有 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
20

0 0 0 0 0,  
2!

f z
f z f z f z z z z z z z 


= + − + − + −  ， 

和  

     ( )
( )

( )
( )

( )
2 30 0

0 0 0,  
2! 3!

g z g z
g z z z z z z z 

 
= − + − + −  。 

再由 ( ) ，得   

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

20

0 0 0 0

2 3 20 0 2 1
0 0 0 1 0 2 02

00

0 0 0

2 1 2 0

2!

2! 3!

2! 2! 3!

f z
f z f z z z z z

g z g z a a
z z z z a a z z a z z

z zz z

g z g z g z
a a a z z

− −

− − −


+ − + − +

   
= − + − + + + + − + − +   −−  

   
= + + − + 

 
。

 

比较两端系数，得 

        ( )
( )

( )
( ) ( )0 0 0

0 2 0 1 2 
2! 2! 3!

g z g z g z
f z a f z a a− − −

  
= = +， 。   

因此，有 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
0 0

0 1 2

0 0

1
Res , 2

3

f z f z g z
z a a

g z g z g z
− −

   
= = − 

  
 



( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

3

0 0 0

2

0 0

2
2

3

f z f z g z

g z g z


= −

   

。  

 

11.假设 z = 是解析函数 ( )f z 的孤立奇点。证明： 

( )1  若 z = 是 ( )f z 的可去奇点，则 

                 ( )2Res , lim
z

f z f z
→

 = 。 

( )2  若 z = 是 ( )f z 的 m 阶极点，则 

 
( )

( )
( ) ( )12

1
Res , lim

1 !

m

mm

z
f z f z

m

++

→

−
 =

+
。 

证：设 z = 是解析函数 ( )f z 的孤立奇点，则有 

                ( ) ,    n

n

n

f z a z R z


=−

=    。 

( )1  若 z = 是 ( )f z 的可去奇点，则 

           ( )
0

1 0

1 1
,    n

n n n
n

f z a z a a a R z
z z

− −

=−

= = + + +    。 

从而 

            ( ) 2 11 3 2

1 1 1
2 ,    n n

f z a n a a R z
z z z

− − −+
 = − − − −   ； 

( )2

2 11

1 1
2 ,    n n

z f z a n a a R z
z z

− − −−
 = − − − −   。 

故 

              ( )2

1Res , lim
z

f a z f z−
→

 = − = 。 

( )2  若 z = 是 ( )f z 的 m 阶极点，则 

( ) 1 0 1

1 1
,    

m
n m

n n mn
n

f z a z a a a a z a z R z
z z

− −

=−

= = + + + + + +    。 



从而            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11

2 13 2

1 1
1 2 ! 1 1 ! ,    

m mm

m m
f z a m a m R z

z z

+ ++

− −+ +
= + − + + − +   。 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 112

2 1

1
1 2 ! 1 1 !,    

m mmmz f z a m a m R z
z

+ +++

− −= + − + + − +   。 

故 

           
( )

( )
( ) ( )12

1

1
Res , lim

1 !

m

mm

z
f a z f z

m

++

−
→

−
 = − =

+
。 

 

 

12.求下列函数在 z = 的留数。 

( ) 2 1
1  sinz

z
； 

解： 2

2 2 4

1 1 1 1
Res sin , Res sin ,0 Res sin ,0z z z

z z z z

     
 = − = −     

     
。 

又 

       3 5

4 4 3

sin 1 1 1 1 1 1 1

3! 5! 6 5!

z
z z z z

z z z z

 
= − + + = − + + 

 
。 

故  

         2

4

1 1 1
Res sin , Res sin ,0

6
z z

z z

   
 = − =   

   
。 

 

( )
1

2  e
z

z
+

； 

解：由于 

1 1

2 3

2 3

1 1 1 1 1 1 1
e e e 1 1

2! 3! 2! 3!

1 1 1 1 1 1
      1 ,         0

2! 2! 3! 3! 4!

z
zz z z z z

z z z

z
z

+   
= = + + + + + + + +  

  

 
= + + + + + +    

 
。

 

故 



       
1

1 1 1 1 1
Res e , 1

2! 2! 3! 3! 4!

z
z

+   
 = − + + + +   

  
。    

 

( )
1

3  
1

sin
z

； 

解：
2

1 1
Res , Res ,0

1 sin
sin

z z

z

 
   

 = −   
  

 

  

              

( )

3

2 20 0

2

30

30 0 0

1 1 1 sin cos
lim lim

2! sin 2 sin

sin 2cos sin cos1
lim

2 sin

1 sin cos
lim 2lim cos lim

2 sin

1

6

z z

z

z z z

z z z
z

z z z

z z z z z z

z

z z z z
z

z z

→ →

→

→ → →

 −   
= − = −   

   

− −
= −

− 
= − −  

 

= − 。

  

 

( )
2

4  
1

n

n

z

z+
。 

解：当 1,2,3,n = 时，有 

2
2

2 3

2

1 1 1 1 1
1

11
1

1 1
       1 ,             1<

n
n n

n n n n n

n

n

n n

z
z z

z z z z z

z

z z
z z

 
=   = − + − + 

+  +

= − + − +  。

 

故 

2 1, 1;
Res ,

0, 21

n

n

nz

nz

− =  
 =  

+   。
  

当 0n = 时，有 

2 1
Res , Res , 0

1 2

n

n

z

z

   
 =  =   +   

。 



当 1, 2, 3,n = − − − 时，有 

( )
2

2 2 2 3

2 3 4 5

1
1

1 1

       ,             1<

n
n n n n n

n n

n n n n

z
z z z z z

z z

z z z z z

=  = − + − +
+ +

= − + − +  。

 

故 

2

Res , 0
1

n

n

z

z

 
 = 

+ 
。 

 

 

13.举例说明若 z = 是解析函数 ( )f z 的可去奇点，则 ( )Res ,f z   可

能不等于零。 

解：设 ( )
1

1 ,0f z z
z

= +   。由于它的洛朗展开式中没有正幂项，知

z = 是函数 ( )f z 的可去奇点。但 

( ) 1Res , 1 0f z a− = − = −    。 

 

14. 设多项式 ( ) 1

1

n n

nP z z a z a−= + + + 有 n 个彼此相异的零点 1 2, ,z z ,

nz ； ( ) 1 2

1 1

n n

nQ z z b z b− −

−= + + + 。 证明： 

                     
( )

( )1

1
n

k

k k

Q z

P z=

=


 。 

证：函数
( )

( )

Q z

P z
在 z 平面上除去一阶极点 1 2, ,z z nz 外处处解析。由推广

的留数基本定理，有 

         
( )

( )

( )

( )1

Res , Res , 0
n

k

k

Q z Q z
z

P z P z=

   
+  =   

   
 。 

而 



     
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )
Res , lim lim

k k

k

k k
z z z z

k k

k

Q z Q z Q z Q z
z z z

P z P zP z P z P z

z z

→ →

 
= − = = 

−  
−

。 

( )

( )

1
11 2

2 2
1

1

1

1 1

1

1 1
1 1

Res , Res ,0 Res ,0
11

11
                       Res ,0 1

1

nn n

nn n

n

n

n

n

bQ bQ z z z z
aP z z z

aP
z zz

b z b z

z a z a z

−− −

−

−

−

    
+ + +        = − = −   

     + + +      

 + + +
= − = − 

+ + + 
。

  

于是 

                           
( )

( )1

1
n

k

k k

Q z

P z=

=


 。 

 

15.计算下列各积分。 

( )
( )( )

2

d 1
1  ,  : 2

21 2C

z z
C z

z z
− =

− −
 ； 

解：
( )( ) ( )( )

2 2
2

d
2πi Res ,2 2πi lim 2πi

11 2 1 2C z

z z z z

zz z z z →

   
=  = = −   

− − − − −  
 。 

 

( ) 2 2

4

d
2  ,  : 2

1C

z
C x y x

z
+ =

+ ； 

解： ( )
( )2 1 πi1

4 441 0 1 e ,  0,1,2,3

k

z z k

+

+ =  = − = = 。在C 内
4

1

1 z+
有一阶极点

πi

4
0 ez = 和

7πi

4
3 ez = 。故 

0 34 4 4

d 1 1
2πi Res , Res ,

1 1 1C

z
z z

z z z

    
= +    + + +    

 。 

而 



     

( )
( )0

0

0
0 04 4 3

4 0

πi

4

1 1 1 1
Res , lim

1 1 4 4
1

1 2 2
                         e i

4 8 8

z z

z z

z
z z z

z z z
z

→

=

 
= − = = = − 

+ +   +

= − = − − 。

  

( )
( )0

3

3
3 34 4 3

4 3

7πi

4

1 1 1 1
Res , lim

1 1 4 4
1

1 2 2
                         e i

4 8 8

z z

z z

z
z z z

z z z
z

→

=

 
= − = = = − 

+ +   +

= − = − + 。

 

于是 

0 34 4 4

d 1 1 2πi
2πi Res , Res ,

1 1 1 2C

z
z z

z z z

    
= + = −    + + +    

 。 

 

( )
( )( )

3

2

3 2
3   d ,  : 4

1 9C

z
z C z

z z

+
=

− +
 ； 

解：
( )( )

3

2

3 2
 d

1 9C

z
z

z z

+

− +
  

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

3 3 3

2 2 2

3 3

3 2 3 2 3 2
2πi Res ,1 Res ,3i Res , 3i

1 9 1 9 1 9

3 3i 2 3 3i 23 2
2πi

1 9 3i 1 3i 3i 3i 1 3i 3i

6πi

z z z

z z z z z z

      + + + 
     = + + − 

− + − + − +            

 + − ++
= + + 

+ − + − − − −  

= 。

  

 

( )
1 cos 3

4   d ,  : ,  
2mC

z
z C z m

z

−
=  ； 

解：
1 cos 1 cos

 d 2πi Res ,0
m mC

z z
z

z z

− − 
=   

 
 。 



由于 

  

( )

( )

( )

( )

1

2 4 6 2

1

2 4 6 2

11 cos 1 1 1 1

2! 4! 6! 2 !

11 1 1
             ,    0

2! 4! 6! 2 !

n

n

m m

n

m m m n m

z
z z z z

z z n

z z z z z
n

−

−

− − − −

 −−
= − + − + + 

 
 

−
= − + − + +   。

  

当 2m  时，有 

          
1 cos 1 cos

 d 2πi Res ,0 2πi 0 0
m mC

z z
z

z z

− − 
=  =  = 

 
 。 

当 2m  时。若 2  2,3,m k k= =， ，有 

          
1 cos 1 cos

 d 2πi Res ,0 2πi 0 0
m mC

z z
z

z z

− − 
=  =  = 

 
 。 

若 2 1  1,2,3,m k k= + =， ，有 

( )

( )

( )

( )

1 1
1 1 2πi1 cos 1 cos

 d 2πi Res ,0 2πi
2 ! 2 !

k k

m mC

z z
z

z z k k

− −
− −− − 

=  =  = 
 

 。 

 

( )
( )( )

13

2 2
5   d ,  : 3

2 1C

z
z C z

z z
=

+ −
 ； 

解：
( ) ( )

13

3 4
2 2

 d
2 1

C

z
z

z z+ −
  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

13 13

3 4 3 4
2 2 2 2

13 13

3 4 3 4
2 2 2 2

2πi Res , 2i Res , 2i
2 1 2 1

   Res ,1 Res , 1
2 1 2 1

z z

z z z z

z z

z z z z

    
    =  + −

   + − + −    

   
   + + − 

   + − + −    

  



( ) ( )

( ) ( )

13

3 4
2 2

13

3 4 2

2 2

3 4
2 2

2πi Res ,
2 1

1
1

2πi Res ,0
1 1

2 1

1
2πi Res ,0

1 2 1

2πi

z

z z

z

z

z z

z z z

 
 = −  
 + −
 

 
 
 =  
    

+ −    
    

 
 = 
 + −
 

= 。

  

 

( ) 3 5 1
6  sin d ,  : 1

C
z z C z

z
= 。 

解： 3 5 3 5 3 51 1 1
sin d 2πi Res sin ,0 2πi Res sin ,

C
z z z z

z z z

   
=  = −     

   
  

5 5

3 2 5

1 1 1
2πi Res sin ,0 2πi Res sin ,0z z

z z z

   
=   =    

   
。  

注意到 

5

50

1
lim sin 1
z

z
z→

= ， 

故 0z = 是函数 5

5

1
sin z

z
的可去奇点。因此，有 

      3 5 5

5

1 1
sin d 2πi Res sin ,0 0

C
z z z

z z

 
=  = 

 
 。 

 

16. 试求下列各积分的值。 

( )
2π

0

d
1  ,  >1

cos




 + ； 



解：
ie2π

1 20 1 1

d
d 2 di

cos i 2 1

2

z

z z

z
zz

z z z z





  


=

−= =
= =

++ + +
+

   。 

注意到 2 22 1 0 1z z z  + + =  = −  − ，且 2 21 1, 1 1   − − −  − + −  ， 

我们有 

     

2

2π
2

2 20 1

2 21

d 2 d 2 1
2πi Res , 1

cos i 2 1 i 2 1

1 2π
                    4π lim

1 1

z

z

z

z z z z

z 


 

   

  

=

→− + −

 
= =  − + − + + + + + 

= =
+ + − −

 

。

 

 

( ) 2

d
2  

2 2

x

x x

+

− + + ； 

解：
2 2

d 1
2πi Res , 1 i

2 2 2 2

x

x x z z

+

−

 
=  − + + + + + 

  

( ) 21 i

1
2πi lim 1 π

2 2z
z i

z z→− +
= + − =

+ +
。 

 

( ) 2 20

sin
3   d ,  0, 0

x ux
x u a

a x



 
+ 。 

解： 
i

2 2 2 2 2 20

sin 1 sin 1 e
 d d Im d

2 2

uxx ux x ux x
x x x

a x a x a x

  

− −

 
= =  

+ + + 
    

i

2 2

1 e 1 ie
Im 2πi Res , i Im 2πi

2 2 2 i

π

2e

uz au

au

z a
a

a z a

−     
=  =    

+     

= 。

  

( )
( )

2
2π

20

sin 3
4   d ,  1

1 2 cos
a

a a







− + 。  



解： 当 0a  时，有 

( )

( )
( )

( )
( )( )

i

2
3 3

2
 e2π

120 1
2

2
6

6 2 21

2
6

61

sin 3 2i d
 d

1 2 cos i
1 2

2

11
           d

4i

11
           d

4i 1

z

z

z

z

z z

z

z za a z
a a

z
z

z z az a a z

z
z

z az z a






−

=

−=

=

=

 −
 
 =

+− +
− +

−
= −

− − +

−
= −

− −

 





 

   

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
6 6

6 6

2 2
6 6

6 6

1 11
2πi Res , Res ,0

4i 1 1

1 1π
Res , Res ,0

2 1 1

z z
a

z az z a z az z a

z z
a

z az z a z az z a

    − −    = −  + 
   − − − −     

    − −    = − + 
   − − − −     

。

  

现在 

( )
( )( )

( )
( )

( )( )
2 2

6 6
2

2 2 4

6 66 2

1 1 1
Res , 1 1

1 1

z a
a a a a

z az z a aa a

 − −
  = = − + +
 − − −
 

。 

又 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2
6 12 6

6 6

6

6

1 2 1

1 1

2 1
                          

1 1 1

z z z

z az z a z az z a

z

az z a az z a z az z a

− − +
=

− − − −

= − +
− − − − − −

。

  

所以 

( )
( )( ) ( )( )

2
6

6 6

1 1
Res ,0 Res ,0

1 1

z

z az z a z az z a

 −  
  =  
 − − − −  

。 



注意到 

       

( )( )
( )

2 3
2 2 3 3

6 6 2 3

2 3 4
5 5

6 5 4 3 2 1

2 4

6 4 2

1 1 1
1 1

1

1 1 1
                          

1 1 1 1
                          1 ,       0

z z z
az a z a z

z az z a z a a a a

a a a a
a z

a z a a a a a

a a z a
a a a z

  
= + + + + − + + + +  

− −   

 
= − + + + + + + 

 

 
= − + + + + + +   

 
1 。

   

故  

         

( )
( )( ) ( )( )

( )( )

2
6

6 6

2 4

6 4 2

6 2 4

6

1 1
Res ,0 Res ,0

1 1

1 1 1
                                        1

1
                                        1 1

z

z az z a z az z a

a a
a a a

a a a
a

 −  
  =  
 − − − −  

 
= − + + + + + 

 

= − + + + 。

 

因此 

( )
( )( ) ( )( )

( )

2
2π 2

6 2 4 2 2 4

2 60

2 4

sin 3 π
 d 1 1 1 1

1 2 cos 2

                                     1 π

a a a a a a
a a a

a a





 = + + + − − + +
  − +

= + +



。

 

当 0a = 时，有 

( )

( )

i 2
3 3 e2π 2

0 1

2
6

71

5

71

5

7

d
sin 3  d

2i i

          

11
                          d

4i

1 1 1
                         2  d

4i

1 1 1
                         2

4i

z

z

z

z

z

z z z

z

z
z

z

z z
z z

z
z z



 
−=

=

=

=

 −
=  

 

−
= −

 
= − − + 

 

 
= − − + 

 

 





( )

1
 d

1
                         0 2 2πi 0 π

4i

z
=

= − −  + =



。

 



17. 计算下列各积分。 

( )
2

1   d ,  : 1,  
1

n

nC

z
z C z r n

z
= 

+ 为自然数； 

解：
( )2 1 πi2 2

1

  d 2πi Res ,e
1 1

kn nn

n
n nC

k

z z
z

z z

+

=

 
=  

+ +  
  

( )

2

2πi Res ,
1

2πi, 1;       
                      3

0, 1

n

n

z

z

n

n

 
= −   

+ 

=
= 

 
利用9. 的结果。

。

  

 

( )
9

10
2   d ,  : 4

1C

z
z C z

z
=

− ； 

解：
9 9

10 10
 d 2πi Res ,

1 1C

z z
z

z z

 
= −   

− − 
   

( )
9

2 10

10

1
1 1

2πi Res ,0 2πi Res ,0 2πi
1 11

z

z z z

z

 
  
 =  =  = 

−  −  
 

。 

 

18. 若函数 ( )f z 在简单闭曲线 C 上及所围成的有界区域内除去点 0z  

外处处解析，且 0z 是 ( )f z 的 n 阶极点，记 

               ( ) ( ) ( )0

n
g z z z f z= − 。 

证明： 

             ( )
( )

( ) ( )1

0

2πi
 d

1 !

n

C
f z z g z

n

−
=

− 。  



证：设函数 ( )f z 在简单闭曲线 C 上及所围成的有界区域内除去点 0z  

外处处解析，且 0z 是 ( )f z 的 n 阶极点。则 

           ( )
( )

( ) 0

0

1
,  0

n
f z z z z

z z
 =  − 

−
， 

其中 ( )z 在 0z 解析且 ( )0 0z  。记 

                 ( ) ( ) ( )0

n
g z z z f z= − 。 

则有 ( )g z 在简单闭曲线 C 上及所围成的有界区域内除去点 0z 外处处

解析，且 

              ( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
z z z z

g z z z 
→ →

= = 。 

即 0z 是 ( )g z 的可去奇点。令 ( ) ( )0 0g z z= ，则 ( )g z 在 0z 解析，从而在

简单闭曲线 C 上及所围成的有界区域内解析，且 

              ( )
( )

( )0

n

g z
f z

z z
=

−
。 

由高阶导数公式， 有 

             ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )1

0

0

2πi
 d  d

1 !

n

nC
C

g z
f z z z g z

nz z

−
= =

−−
  。 

 

19.设函数 ( )f z 与 ( )g z 均在点 0z 处解析且 ( )0 0f z  ： 

( )1  若 0z 是 ( )g z 的一阶零点，求
( )

( )
02

Res ,
f z

z
g z

 
 
 

。 

( )2  若 0z 是 ( )g z 的二阶零点，求
( )

( )
0Res ,

f z
z

g z

 
 
 

。 



解：设函数 ( )f z 与 ( )g z 均在点 0z 处解析且 ( )0 0f z  。 

( )1  若
0z 是 ( )g z 的一阶零点，则 

                ( ) ( ) ( )0g z z z z= − ， 

其中 ( )z 在点 0z 处解析且 ( )0 0z  。于是，有 

               
( )

( ) ( )

( )

( )22 2

0

1
,

f z f z

g z zz z 
=

−
  

其中
( )

( )2

f z

z
在点 0z 处解析且

( )

( )
0

2

0

0
f z

z
 。因此， 0z 是

( )

( )2

f z

g z
的二阶极点。

这样，有 

   

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

2

0 0 22 22

0

0 0 0 0

3 3

0

Res , lim lim

2 2
                         lim

z z z z

z z

f z f z f z
z z z

g z zz z z

f z z f z z f z z f z z

z z



   

 

→ →

→

     
= − =    

−     

   − −
= = 。

 

另一方面，由 ( )z 在点 0z 处解析知 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2

0 0 0 0 0 0 0

2 3

0 0 0 0 0 0

1

2!

1
       

2!

g z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z

   

  

 
 = − = − + − + − + 

 

 = − + − + − + 。

    

于是，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

1
,  

2
z g z z g z   = = 。 

因此 

            
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0

0 32

0

Res ,
f z f z g z f z g z

z
g z g z

    −
= 

    

。 



( )2  若 0z 是 ( )g z 的二阶零点，则 

                ( ) ( ) ( )
2

0g z z z z= − ， 

其中 ( )z 在点 0z 处解析且 ( )0 0z  。于是，有 

               
( )

( ) ( )

( )

( )2

0

1
,

f z f z

g z zz z 
=

−
  

其中
( )

( )

f z

z
在点 0z 处解析且

( )

( )
0

0

0
f z

z
 。因此， 0z 是

( )

( )

f z

g z
的二阶极点。这

样，有 

   

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

2

0 0 2

0

0 0 0 0

2 2

0

Res , lim lim

                         lim

z z z z

z z

f z f z f z
z z z

g z zz z z

f z z f z z f z z f z z

z z



   

 

→ →

→

     
= − =    

−     

   − −
= = 。

 

另一方面，由 ( )z 在点 0z 处解析知 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

2 3 4

0 0 0 0 0 0

1

2!

1
       

2!

g z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z

   

  

 
 = − = − + − + − + 

 

 = − + − + − + 。

    

于是，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

1 1
,  

2 6
z g z z g z   = = 。 

因此 

            
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0

0 2

0

6 2
Res ,

3

f z f z g z f z g z
z

g z g z

    −
= 

    

。 

 



20.设函数 ( )z 在点 0z 处解析， ( )0 0z  ，函数 ( )f  在点 ( )0 0z = 处有

一阶极点，证明 

           ( )
( )

( )0 0

0

1
Res , Res ,f z z f

z
  


  =        

。    

 证：设函数 ( )z 在点 0z 处解析， ( )0 0z  ，函数 ( )f  在点 ( )0 0z = 处

有一阶极点，则 

         ( ) ( ) ( )1 1
0 1 0

0 0

,
a a

f a a g   
   

− −= + + − + = +
− −

  

其中 ( )g  在点 0 处解析。从而 

          ( )
( ) ( )

( )1

0

,
a

f z g z
z z

 
 

−= +      −
 

其中 ( )g z  在点 0z 处解析。点 0z 是函数 ( )f z  的孤立奇点。由于

( )0 0z  ，点 0z 是函数 ( )f z  的一阶极点。因此 

     

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

0

0

1
0 0

0

1
0

0

0

Res , lim

                              lim

z z

z z

a
f z z z z g z

z z

a
z z g z

z z

z z

 
 


 

−

→

−

→

  
  = − +         −  

 
 
 = + −   − 
 − 

 

( ) ( )
( )1

0

0 0

1
 Res ,

a
f

z z
 

 
−= =    

。  


