
     习题六 傅里叶变换  

 

1. 求下列函数的傅里叶变换。 

⑴ ( )
, 0

 , 0
0,

E t
f t E




 
= 


，
其它

； 

解： ( ) ( )ii
e 1

E
F 



−= − 。 

 

⑵ ( )

0, 1

1, 1 0   

1, 0 1     

0, 1    

t

t
f t

t

t

−   −

− −  

= 
 

   

。 

解： ( ) ( )
2i

cos 1F  


= − 。 

 

2. 求下列函数的傅里叶变换，并推证下列积分结果。 

⑴ ( ) e cos ,
t

f t t
−

=  证明 

          
2

40

2 π
cos  d e cos

4 2

t
t t


 



 −+
=

+ ； 

解： ( )
i i

i ie e
e cos  e d e  e d

2

t t
t tt tF t t t 

−
 − −− −

− −

+
= =    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 1 i 1 1 i 1

0

0 1 i 1 1 i 1

0

2

4

1
e d e d

2

1
     e d e d

2

1 1 1 1 1

2 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1 i 1

2 2

4

t t

t t

t t

t t

 

 

   





+ − − + −      

−

− + − − +      

−

 = +
  

 + +
  

 
= − + − 

+ − − + − − + − − + 

+
=

+

 

 

。

  

故 



( )
( )2 2

i

4 40

2 21 2 2
e cos e d cos  d  

2π 4 π 4

t tf t t t
 

  
 

 −

−

+ +
= = =

+ +  。  

即 

               
2

40

2 π
cos  d e cos

4 2

t
t t


 



 −+
=

+ 。 

 

⑵ ( )
sin , π

0, π

t t
f t

t

 
= 


，证明 

          
2

0

π
sin , πsin π sin t

 d 2
1

0, π

t t

t

 




 


= 
−  

 ； 

解： ( )
π π

i

π π
sin  e d i sin  sin  dtF t t t t t −

− −
= = −   

π

0

2

         2i sin  sin  d

sin π
         2i

1

t t t





= −

= −
−



。
  

故 

      ( ) i

2 20

1 sin π 2 sin πsin
2i  e  d  d

2π 1 π 1

t t
f t   

 
 

 

−

 
= − = 

− − 
  。 

即 

         
2

0

π
sin , πsin π sin t

 d 2
1

0, π

t t

t

 




 


= 
−  

 。 

 

⑶ ( )
21 , 1

0, 1

t t
f t

t

 − 
= 


，求积分 

             
3

0

cos sin
cos d

2

x x x x
x

x


−

 。 

解： ( ) ( ) ( )
1 1

2 i 2

1 0
1  e d 2 1 cos  dtF t t t t t −

−
= − = −   



( )
3

4 sin cos  



−
= 。 

故 

      
( )

( )

( )

i

3

30

4 sin cos1
 e  d

2π

sin cos cos2
        d ,          1

π

tf t

t
t

  




   






−



−
=

−
= 



 。

 

令
1

2
t = ， 有 

            
3

0

cos sin 3π
cos d

2 16

x x x x
x

x


−

= − 。 

 

3. 计算下列积分。 

⑴ ( ) 0sin  dt t t 


−

 ； 

解： ( ) 0sin  d 0t t t 


−

= 。 

 

⑵ ( )( )23 1  dt t t


−

− + ； 

解： ( )( )23 1  d 10t t t


−

− + = 。 

 

⑶ 
( )

2

2
2

 d
1

t
t

t



− +
 ； 

解：
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 1
 d  d π  d

1 1 1

t t
t t t

t t t

  

− − −

+ −
= = −

+ + +
   。 

注意到 
2

2
e

1

t



−  =
  +

F ，由书 p150 页性质 6.5.6， 有 



( )
2

2
2

2 0

1 2
d e d 2 e d 1

2π 1

t tt t


  − −

− −

 
= = = 

+ 
   。 

( )
2

2

1 π
 d

21
t

t



−

 =
+

 。 

从而 

           
( )

2

2
2

π
 d

21

t
t

t



−

=
+

  。     

 

⑷ 
4

2

sin
 d

t
t

t



−

 。 

解：

2 2
4

2 2

1
sin sin 2

sin 4 d  d

t t
t

t t
t t

 

− −

−

=   

2 2 2

sin 1 sin 1 sin
 d  d  d

2 2

t u u
t u u

t u u

  

− − −

     
= − =     

     
   。   

令  

          ( )
1

, 1;
2

0, 1

t
f t

t




= 
  。

  

则 

       ( )
2 2

1

1

1 sin 1 1
 d  d d  

2π 4 2
f t t t






 

−
− −

 
= = =    

 
   。 

从而 

              
4

2

sin π
 d

2

t
t

t



−

= 。    

 

4. 已知某函数 ( )f t 的傅氏变换为 ( ) ( )
sin

F f t





= =  F ，求该函数 ( )f t 。 



解： ( ) ( ) i t1
 e d

2π
f t F  



−
=   

     

( )

( ) ( )

0

0

1 sin
cos i sin t d

2π

1 sin cos
 d

π

sin 1 sin 11
 d

2π

1
, 1;

2

0, 1

t

t

t t

t

t


  



 




 






−





= +

=

+ + −
=




= 
 







。

  

 

5. 证明：如果 ( ) ( )i
e

t
F


  =

 
F ，其中 ( )t 为一实函数，则 

            
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
cos

2

1
sin

2i

t F F

t F F

  

  

 = + −    

 = − −    

F

F

， 

其中 ( )F − 为 ( )F − 的复共轭函数。 

证： ( ) ( ) icos cos e dtt t t 


−

−
=   F  

    

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i

i ii i

i i

1
e e e d

2

1
e e d e e d

2

1
e e d

2

1

2

t t t

t tt t

t t

t

t t

F t

F F

  

  

 


 

 − −

−

 
−

− −

 − −

−

= +

 
= + 

 

 
= + 

 

 = + −
 



 



。

 

另一等式同理可证。 

 

7. 求下列函数的傅里叶变换。 

⑴ ( )
, 2

,  0
0, 2

E t
f t E

t

 
= 


； 



⑵ ( )
, 1

,  0
0, 1

E t
g t E

t

− 
= 


； 

⑶ ( ) ( ) ( )3 4h t f t g t= − ； 

⑷ ( ) cos sinf t t t= 。 

答案： ( )
sin 2

1  2E



。 

      ( )
sin

2  2E



−  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 sin 2 8 sin
3  3 4

4  iπ 2 2

E E
F G

 
 



   

+
− =

+ − −  

。

。

 

 

9. 求函数 ( )
2

sin 5
3

f t t
 

= + 
 

的傅里叶变换(注：分别利用线性性质，先坐

标放缩再位移，先位移再坐标放缩三种方法求解。)  

解： ( ) ( )
2 2

1  sin 5 cos cos5 sin
3 3

f t t t
 

= +    
 

F F  

     
   

( ) ( )  ( ) ( ) 

2 2
cos sin 5 sin cos5

3 3

2 2
cos πi 5 5 sin π 5 5

3 3

t t

       

= +

= + − − + + − −       。

F F
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
i
3

5 5

2
i
15

26.3.2 i
15

2 26.3.4 i i
3 3

2
2  sin 5

3

1 2 1
sin e πi 1 1

5 3 5

1
e πi 1 1

5 5 5

e πi 5 5

πi e 5 e 5

c

f t t

t


  





   

 
 

   

   

= =

−

  
= +     

  

   
= + = + − −      

    

    
= + − −    

    

= + − −  

 
= + − − 

 

=

缩放 位移

性质

性质

F F

F

( ) ( )  ( ) ( ) 
2 2

os πi 5 5 sin π 5 5
3 3

       + − − + + − −       。

 



   

( ) ( )

 

( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( ) 

2
i
15

2
i
15

2
3  sin 5

3

2
sin 5

15

e sin 5

e πi 5 5

2 2
cos πi 5 5 sin π 5 5

3 3

f t t

t

t




   

       

  
= +     

  

  
= +  

  

=

= + − −  

= + − − + + − −       。

F F

F

F    

 

10. 设 ( ) ( )F f t =   F ，证明： 

                 ( ) ( ) F f t− = −  F 。 

证： ( ) ( ) i t e df t f t t


−

−
− = −   F  

( ) ( )

( ) ( )

( )

i

i t

 e d

 e d

u t
u

f u u

f u u

F







=− − − −



 − −

−

=

=

= −




。

  

 

 

 

 

 


