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本章概念总览

概念总览讲解

上面的思维导图是这一章概念的示意简图。首先，复变函数中解析函数的概念是由实变

函数中的可微函数（一元函数中可导函数即可微函数）的概念推广而来的。复变函数的导数

概念和求导法则在形式上和实变函数的一模一样。函数解析分为两种，分别是在一点处解析

和在区域上解析，归根结底是在区域上可导——在一点处解析即在该点邻域上可导。介绍了

解析的概念后，需要探讨解析的充要条件，于是引出了重要的 Cauchy-Riemann 方程，简称

C-R 方程。这是本章 最重要也是最常用的知识点。通过基于 C-R 方程的简单推导，我们可

以得到解析函数与调和函数的关系——前者的实部和虚部都是调和函数。由此也得到了共轭

调和函数的定义。最后介绍了初等函数。其中要注意两点——①初等函数的解析域，即初等

函数与解析函数的关系；②初等函数的定义逻辑，即实变初等函数是如何推广为复变初等函

数的。把握这两点，有助于理解（复变）初等函数的一些特点。
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1 解析函数的概念

这里要注意趋限方式的任意性，∆z → 0 可以是沿任意路径的，可以沿 x 轴方向逼近，

也可以沿 y 轴方向，还可以是其他任何方向。这一点，在前面讲连续这一概念的时候也有强

调。这样的要求是很“苛刻”的，因为它实际上要求分别沿 x 轴方向和 y 轴方向这两个正交

的、本应“不相关”的方向得到同一个极限。这也就暗示了 C-R 条件的存在，因为仅仅要求

实部和虚部两个二元函数的偏导数存在甚至连续，都无法保证复变函数的导数存在。

复变函数的导数和实变函数的导数，在形式上可以说是一模一样的：

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

, x0 ∈ I
推广−−→ lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
, z0 ∈ D.

两者的求导法则在形式上也是一样的。例如：

常数的导数为零：

C ′ = 0

和（差）的导数等于导数的和（差）：

[f(z)± g(z)]′ |z=z0 = f ′(z0)± g′(z0)

……（算了，直接贴课本吧）

完整内容见课本：
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定义了导数之后，课本给出了函数解析的概念：

单就这个定义而言，重点要记住，在一点处可导和在一点处解析并不等价，在一点处解析还

要求在其某个邻域上处处可导。

另外，此处应该给出“奇点”的定义，不然后面突然提出“孤立奇点”其实是很奇怪的。

教材的第3版上有，简明教程上似乎没有（也可能我记错了）。还有一个几乎“不证自明”、

实际上大家拿来就用的定理，也一并贴在下面。
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2 函数解析的充要条件

先摆结论。

设 f(z) = u(x, y)+ iv(x, y)是区域 D 上的复变函数，则函数 f(z) 在 D 内一点 z = x+iy

处可导的充要条件是： u(x, y) 和 v(x, y) 在此点 (x, y) 可微，而且满足 C-R 方程。其中，C-R

方程为
∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

在区域上相应地有：函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在其定义的区域 D 内解析的充要条件是：

u(x, y) 和 v(x, y) 在 D 内任一点 z = x+ iy 可微，而且满足 C-R 方程。

证明过程详见教材。

然后这一节就可以结束了（

不过最后还是会提一下 C-R 方程的不同形式，便于深入理解和熟练应用。
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3 解析函数与调和函数

已知解析函数有任意阶导数（虽然这是第3章的内容，但我们确实“已知”），那么就有

如下推导：

前面我们往往是通过解析函数（复变函数）f(z) 的实部 u(x, y) 和虚部 v(x, y) 来研究解

析函数（复变函数）的性质。此处则反过来，由 f(z) 引出 u(x, y) 和 v(x, y) 的特征（调和函

数）和关系（共轭调和函数）。这一节的例题基本上都是根据 u 和 v 的表达式或它们之间的

6



7

关系式来求解 f(z)。基本思路是借助 C-R 方程列式，基本方法是不定积分。

4 初等函数

教材上介绍了下列初等函数：指数函数；三角函数和双曲函数；对数函数；幂函数；反

三角函数和反双曲函数。首先，这些初等函数都是由实变初等函数推广得到的，两者的最直

观区别在于 自变量 不同，是实数还是复数。但是推广并不是随意进行的，需要遵循一定的

原则，其中之一就是要显得“自然”。所以先定义有自然常数 e的指数函数。（误）

在我们刚给出复数和复变函数的定义之后，只有四则运算是自然而然可以进行的——也

就是说，我们将四则运算的对象由实数 推广 为复数很“自然”。而多项式函数就是这样一种

（一定意义上）只依赖加、减、乘和幂运算（非负整数次方）的函数。从而可以通过与多项式

函数密切相关的 幂级数 进行“自然”推广。（这一思路贴在文末的附录，有兴趣的可以看看，

加深理解。）但是我们的教材并没有采用这个做法，而是直接从 欧拉公式 出发，推广了指数

函数，进而定义了其他初等函数。（其实是一致的，欧拉公式本身也可以借助级数推导。）

4.1 指数函数

不难发现，其他初等函数的定义基本上都是在指数函数的基础上给出的：三角函数和双

曲函数是指数函数四则运算的结果，对数函数是指数函数的反函数，幂函数是指数函数和对

数函数的复合，反三角函数和反双曲函数，顾名思义，不必多说。

指数函数的定义式：

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

在这一定义下，指数函数保留了原有的若干重要性质，主要有以下两条：

ez1+z2 = ez1 · ez2 , （在复平面内处处解析）(ez)′ = ez.

具有了一个在实数域上没有的 新性质——周期性：以 2πi 为周期。这一点可以从两方面进行

理解。

一是通过纯粹的运算：

e2πi = cos 2π + i sin 2π = 1 → ez+2πi = ez · e2πi = ez.

二是通过映射关系：由定义式，ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)，可得 z 和 f(z) = ez 之间

如下关系：

x 7→ r = ex, y 7→ θ = y.

也就是说，z 的实部 x 映射为 f(z) 的模长 r = ex，虚部 y 映射为 f(z) 的辐角 θ。由于辐角

本身的周期性，虚部自然呈现出周期性。
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4.2 三角函数和双曲函数

由欧拉公式有 eix = cos x+ i sin x

e−ix = cos x− i sinx
→


cos x =

1

2
(eix + e−ix)

sin x =
1

2i
(eix − e−ix)

, x ∈ R

因为我们已经定义了复指数函数，所以可以将 x ∈ R 换成 z ∈ C，得到正弦函数和余弦函数

的定义：

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
.

同样地，这样的定义也保持了它们原有的许多性质，如：

周期性： cos (z + 2π) = cos z, sin (z + 2π) = sin z,

以及各种恒等式，如 sin2 z + cos2 z = 1.

这里要记住的是，可以证明对于实变数三角函数成立的一切恒等式，在复变数的情形自然成

立。根本原因是我们所做的推广为 解析延拓，具体内容这里不加以展开，只需要记得解析

函数能这样干就行了。但要注意，必须得是 恒等式，而不能是不等式，如 | cos z| ≤ 1 和

| sin z| ≤ 1 就不再成立。

至于零点的情况，和实变数的情形下一致。

其余复变三角函数可相应给出定义：

正切： tan z =
sin z

cos z
, 余切： cot z =

cos z

sin z

正割： sec z =
1

cos z
, 余割： csc z =

1

sin z
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除了最后那个三角函数和双曲函数的关系式，其他都毫无新意。所以特别抄在下面，加

深印象：

ch iy = cos y, sh iy = i sin y.

4.3 对数函数

前面我们定义指数函数时，提到它的一组映射关系——实部映射到模长，虚部映射到辐

角。对数函数作为指数函数的反函数，自然有相反的映射：

w = u+ iv = Ln z : r 7→ u = ln r = ln |z|, θ 7→ v = θ.

因此

Ln z = ln |z|+ iArg z.

考虑 Arg z 的主值 arg z，就得到单值函数

ln z = ln |z|+ i arg z.
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根据辐角和主辐角的关系：其他值表示为：

Ln z = ln z + 2kπi (k = ±1,±2, · · · )

任一固定的 k 对应一个单值函数，是为 Ln z 一个 分支。

特别地，当自变量 z 为正实数 x > 0 时，ln z = ln x。而此时负实数也有了对数，显然，

它们的对数不是实数。

性质如下：

4.4 幂函数

不同于实数域的情形，幂函数在复数域上是靠指数函数定义的：

z ̸= 0, a ∈ C, w = za = eaLn z = ea ln z+i2akπ = ea ln zei2akπ (k = 0,±1,±2, · · · )

并且规定：当 a > 0(∈ R), z = 0 时，za = 0。

由于 Ln z 的多值性，幂函数也在一定条件下表现出多值性，取决于 ei2akπ 这一项。

a 为整数 n 的情况很简单，得到的是单值函数：

n > 0, w = zn = en ln zei2nkπ = en ln z(ei2kπ)n = en ln z · 1 = en ln z,

n = 0 和 n < 0 的情况，不作赘述。
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a 为有理数时，可以表示为互质整数之比，从而出现多值性。

a 为其他值时，函数 w = za 为无穷多值函数。

幂函数的解析性：

4.5 反三角函数和反双曲函数

这一部分没有什么内容，主要是要求认识到这些函数都可以“非常简单地用对数函数表

示”并能够进行推导。书上以反余弦函数为例进行了推导，可以自选另外五个函数之一推导

一下，感受感受。其中要注意，“开根”是多值函数，具体来说，就是复变函数当中的平方根

号已经相当于原来的“正负根号”了：

±
√
x
替换为−−−→

√
z.

4.6 小结

欧拉公式在初等函数的定义过程中又一次起到了重要作用，可见其威力。

指数函数是初等函数“一生万物”的那个“一”，甚至可以说“基本初等函数就只有指

数函数及其反函数这一类”。
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对数函数及由它引出的各函数的多值性是本节比较有趣的点。（根式函数也有多值性，

因为它也可以看作是指数为分数的幂函数。）

重点提示

就本章而言，重点应该是 C-R 方程，毕竟本章标题是“解析函数”。欧拉公式其实也很

重要，不过集中在“初等函数”这一节中，而且主要是贯穿在行文思路中，是理解的重点，

而不作为考察的重点。

既然是重点，那主要就得靠一定的练习来掌握。就练习而言，书上例题和作业题其实足

够了。

C-R 方程

1. C-R 方程的应用：

判断函数在某点处和某区域内是否解析，在什么条件下解析——核心步骤：求偏导；

“补全”解析函数，即已知 f(z) 为解析函数，解出 u, v 或者其中的未知参量——核心

步骤：列偏导数的等式，积分。

2. C-R 方程的理解：

直角坐标形式。

极坐标形式。相应的变量代换：

x = r cos θ, y = r sin θ;

特殊形式（将 z, z̄“形式地”看作互相无关的自变量，可得到一种特殊形式）。相应的

变量代换：

x =
1

2
(z + z̄), y =

1

2i
(z − z̄).

（有兴趣可以自己推一下后两条，最后一条可以得到很漂亮的结果。）
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附录

（节选自《复变函数》，史济怀、刘太顺著）

设 z = x + iy，如何定义复变数的指数函数 ez 呢？考虑的原则有两条：第一，因为实变

数的指数函数 ex 在实轴上每点都有导数，所以我们要求 ez 在平面 C 上每点都可导，即 ez

是 C 上的全纯函数（注，即我们所学的解析函数）。第二，当 z = x 时，它和实变数的指数

函数相一致。

下面的讨论对我们会有些启发。在微积分中我们已经知道，对任意实数 t，有

et =
∞∑
n=0

tn

n!
,

cos t =
∞∑
n=0

(−1)n
t2n

(2n)!
,

sin t =
∞∑
n=0

(−1)n
t2n+1

(2n+ 1)!
.

用 t = iy 代入 et 的展开式中，得

eiy =
∞∑
n=0

(iy)n

n!
=

∞∑
k=0

(iy)2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

(iy)2k+1

(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

(−1)k
y2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
y2k+1

(2k + 1)!

= cos y + i sin y.

这个等式通常称为 Euler 公式，它启发我们给出 ez 的下列定义：设z = x+ iy，定义

ez = ex(cos y + i sin y).
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本章概念总览

概念总览讲解

本章首先提出了复变函数积分的概念。这是由实变函数的线积分推广而来的，尤其与第

二型曲线积分密切相关。然后介绍了复变函数积分的性质、存在条件和计算方法。从而引出

解析函数的积分问题。其中最重要的定理即柯西积分定理，这也是“复变函数论的重要基石

之一”。柯西积分定理可以由单连通区域推广至多连通区域，得到复合闭路定理，从而得到

一个重要结论——闭路变形原理。柯西积分定理与随后引出的柯西积分公式其实是相互等价

的，而后者更有助于计算。利用柯西积分公式，我们还可以推得一个重要的结论：解析函数

在其解析区域内有任意阶导数（这条结论我们在前一章提到过）。通过数学归纳，可得到高

阶导数公式。
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1 复变函数积分的概念

1.1 积分的定义与性质

设 C 是以 z0 为始点、Z 为终点的曲线，复变函数 f(z) 在 C 上有定义，在 C 上沿着由

z0 到 Z 的方向依次取分点 z0, z1, · · · , zn−1, zn = Z，将 C 分为 n 小弧段，如下图所示。对应

于每段作乘积 f(ζk)∆zk, k = 1, 2, · · · , n，其中

复积分的定义看书就好，与以往的积分定义并无什么大差别。

然后是几条性质，分别是（1）有向性、（2）路径可加性和（3、4）线性性以及（5）（在

后面各种证明题当中）常用的估值不等式。
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用自然语言描述就是，积分的模不大于模的积分。这里要注意不等式当中的 dz 和 ds，

不能混淆。其中的 ∫
C

|f(z)| ds

是 f(z) 的模长在曲线 C 上对弧长的曲线积分（第一型曲线积分），模长恒非负，自然确保了

结果恒非负。但如果把 ds 写成 dz，含义则发生变化，而且不等式就未必成立了。示例见附

录。

1.2 积分的存在条件与计算

存在条件

连续 → 可积：复变函数可积的一个充分条件是，若函数 f(z) 在光滑（或按段光滑）曲

线 C 上连续，则 f(z) 在 C 上可积。
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计算方法

复变函数的积分可以化为两个二元函数的线积分：∫
C

f(z) dz =

∫
C

u dx− v dy + i

∫
C

v dx+ u dy.

可以用以下形式

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (u dx− v dy) + i(v dx+ u dy)

来记忆。

然后就可以应用我们在微积分里学过的第二型曲线积分计算方法：∫
C

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt,

其中光滑曲线 C 由参数方程 z(t) = x(t) + iy(t)(a ≤ t ≤ b) 表示。顺便提一下，这里的参数很

多时候就是 θ，特别是牵涉到圆、三角函数时。

至此我们已经可以计算各种积分了，只要按部就班操作即可，算不算得出来另说（）

这里书上给出了一个重要的积分式：

其中只有 n = 1 对应的积分值非零，个人认为这就是“留数”（后面要学到的一个重要概念）

的含义——只有 n = 1 的情况“留”了下来。

1.3 小结

本节介绍了一般（连续）复变函数的积分。

5



6

2 柯西积分定理

本节开始，我们进入核心内容——解析函数的积分。

2.1 柯西积分定理

如果函数 f(z) 在简单光滑（或逐段光滑）闭曲线（又称闭路） C 上及其内部 D 内解

析，则 ∮
C

f(z) = 0.

书上给出 f ′(z) 连续条件——这里做了一定的简化——下的证明，其中应用了格林公式。在后

续的内容当中，我们也能时不时看到格林公式的“影子”。

必须注意，f(z) 必须在闭路和内部处处解析，不能有一个奇点。另外，如果不满足这一

条件的闭路积分，求出来也是零，那也不必惊讶，因为“处处解析”只是充分条件。（例见附

录）

2.2 不定积分

我们在微积分当中学习“格林公式”时，已经知道了“闭路积分为零”与“积分与路径

无关”的等价关系。同样的，我们利用柯西积分定理，也可以证明单连通区域上的解析函数

的积分完全取决于起点和终点而与路径无关。因此，固定起点 z0，而在区域 D 内变动终点

z，沿 D 内任一（逐段光滑）路径，可以定义如下单值函数：

F (z) =

∫ z

z0

f(ζ) dζ =

∫
C

f(ζ) dζ

然后可以证明 F (z) 也在 D 内解析，且 F ′(z) = f(z)，于是自然可以将 F (z) 定义为 f(z) 的

原函数，加上一个任意常数 C，就得到了 f(z) 的不定积分。与实函数情况类似，也有相应

的牛顿-莱布尼茨公式： ∫ z

z0

f(ζ) dζ = F (z)− F (z0).

在微积分当中的积分公式，也就都可以“迁移”过来使用。

2.3 复合闭路定理

将柯西积分定理，从单连通区域推广至多连通区域，就得到了复合闭路定理，无论是定

理的理解还是证明，都没有什么难度。只需要注意一下曲线的方向。

特别地，如果 D 是由内外两条闭路 C0, C1 所围成的环形域，而 f(z) 在 D 内及其边界

上是解析的，则有 ∮
C0

f(z) dz =

∮
C1

f(z) dz.
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这就是闭路变形原理。有了这一结论，我们就可以在解析区域内几乎“随意”变形，常见的

操作就是根据圆内奇点的个数和位置把大圆缩成几个小圆，使得每个小圆内分别只有一个奇

点，分而求之。

2.4 小结

本节核心是柯西积分定理，由此我们得到关于“闭路积分为零”、“积分与路径无关”（从

而能够定义原函数和不定积分）和“闭路连续变形”的三条结论。

3 柯西积分公式

从这一节开始，我们就拥有了处理解析函数问题的重要计算工具——柯西积分公式和高

阶导数公式。

3.1 柯西积分公式

（条件同柯西积分定理，略）

f(z0) =
1

2πi

∮
C

f(z)

z − z0
dz

证明过程主要应用到了 f(z) 的连续性、前面1.1节提到的估值不等式和1.2节提到的积分

式，在各种证明题当中，也不时出现这些内容。（建议自行证明，加以巩固理解）

柯西积分公式揭示了一个重要的结论：对于解析函数，其区域边界的值确定了区域内部

各点的值。当然，该公式也可推广至多连通区域。

柯西积分公式既可用于求积分，也可用于求某点的函数值，按需取用。

3.2 高阶导数公式

（条件略）

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

就形式上，可以把柯西积分公式，看作是高阶导数公式中 n = 0 时的特例。

理解这一公式的推导过程很有助于做证明题。

作用同上。

3.3 小结

就计算而言，本节的方法可以由第五章的留数方法代替。但是，如果很熟悉这其中的证

明过程，对于做证明题挺有帮助。
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重点提示

计算方面，不必多说，关键在多练。当然也可以快进到留数方法。

证明方面，建议是看看本章的重要定理、公式的证明过程并加以体会，特别是高阶导数

公式的（因为最长），并且掌握基本思路和常用方法。

理解方面，可以回到开头的“本章概念总览”，思考各部分之间的逻辑关联。
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附录

1. 关于估值不等式：

设

f(z) = 1, z ∈ C.

曲线 C 是从 0 到 −1 的有向线段。则有∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ −1

0

1 dx

∣∣∣∣ = | − 1| = 1,

∫
C

|f(z)| dz =

∫ −1

0

1 dx = −1 ̸=
∫
C

|f(z)| ds = 1.

故有

∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

|f(z)| ds，而非

∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

|f(z)| dz

可见两者含义不同。而且我们所说的“积分的模不大于模的积分”，具体而言应该是

“积分的模不大于模对弧长的积分”。

2. 关于柯西积分定理：

设

f(z) =
1

z2
, 曲线 C : |z| = 1,

易得 ∮
C

f(z) dz = 0.

但点 z = 0 为函数 f(z) =
1

z2
在曲线 C 内部的奇点。
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本章概念总览

概念总览讲解

以上是本章的概念导图。第一节介绍了复数序列、复数项级数和复变函数项级数的概念，

这些都是由实数域当中的各概念，相应自然推广而来的。第二节介绍了复变函数项级数中的

幂级数，指出解析函数可以展开为幂级数，得到泰勒级数。泰勒级数只含有非负幂次项，在

圆盘域上收敛，也就是在解析点的邻域上。在此基础上加以推广，得到在圆环域上收敛的洛

朗级数（较前者多了负幂次项）。在特殊情况下，这一圆环域可“蜕化”为孤立奇点的去心

邻域。因此我们将在下一章用洛朗级数研究孤立奇点的性质。最后是级数的展开问题。对于

相对简单或者无需求得系数通项的情形，我们可以使用直接展开法。不论是泰勒级数还是洛
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朗级数，都有其唯一性定理。据此，我们还可以使用间接展开法，包括变量代换、逐项求导、

逐项积分等手段。

1 复变函数项级数

这一节其实真没有什么内容，主要是没有太多新东西，绝大多数都是从实数到复数简单

的“迁移”。

1.1 复数序列

无穷项实数数列 → 复数序列：将数项由实数改为复数即可。

定义复数序列的极限：形式上没有改变，只是原来描述距离用的是差值的“绝对值”，在

复数域中改用“模”而已。（“绝对值”不就是“模”么？）

为了将实数序列极限的各种结论迁移到复数序列上来，我们需要这样一个定理：给定一

个复数序列 {zn}，其中

zn = an + ibn, n = 1, 2, · · · , z0 = a+ ib,

则

lim
n→∞

zn = z0

的充要条件为

lim
n→∞

an = a 和 lim
n→∞

bn = b.

既然复数序列极限可以归结为实部和虚部两个实数序列的极限，那么相应的运算理论（如四

则运算）便可自然“迁移”，正如我们之前把一般复变函数的极限归结为两个二元实函数的

极限那样。

1.2 复数项级数

复数项级数的定义及其收敛的定义，同样自然“迁移”。

与复数序列极限的情形一致，复数项级数的收敛也可以归结为实部和虚部的收敛。

另外，级数收敛可得通项趋于零（反之不成立），绝对收敛和条件收敛的关系等，也都

是和实数项级数一样的。

1.3 复变函数项级数

因为课上也不讲一致收敛（工科数学是这样的），这一节好像就没什么可讲的了。何况

我们后面所接触的绝大多数函数项级数，（在我们的讨论范围内）都是自动满足这条性质的。

需要注意的是一致收敛性是函数项级数可以逐项积分和逐项求导的条件之一。而幂级数在这

一点上有很好的性质，使我们的各种方法也就畅通无阻了。
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1.4 小结

唯迁移尔。

2 幂级数

幂级数是一种特殊的复变函数项级数。本节主要介绍了它的一般性质和运算，其中很多

内容也是可以直接从实变数幂级数“迁移”而来的。

2.1 幂级数的概念

定义略。

我们通常讨论幂级数

∞∑
n=0

anz
n = a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n + · · · .

因为幂级数的一般形式

∞∑
n=0

an(z − z0)
n = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + · · ·+ an(z − z0)
n + · · ·

可以令 z0 = 0，即通过平移得到上述较简单的式子。

首先是幂级数的收敛特性（然后基本上就可以把一致收敛和收敛混为一谈了）：

可以想象，任取一点讨论幂级数的敛散性，就可以画出一圆，作为一道分界线——若该点处

收敛，则收敛域还可再大些；若该点处发散，则收敛域只能再小些。这就自然引出了收敛圆

与收敛半径的问题。

2.2 幂级数的收敛圆与收敛半径

幂级数的收敛情况有三种：（1）在复平面上除原点外处处发散（R = 0）；（2）在整个复

平面上处处收敛（R = +∞）；（3）介于前两者之间，故有这样一个圆盘，使得幂级数在其内

收敛，其外发散，其上各点则有待讨论。
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关于收敛半径，书上给出了两条方法，分别是检比法和检根法：

以上两条，根据情况使用即可。

2.3 幂级数的性质

前面已经讨论得到，幂级数在一圆盘（半径从 0 到 ∞）内收敛，换言之，幂级数的和函

数是定义在收敛圆盘内的一个函数。需要注意的是，和函数的级数展开

s(z) =
∞∑
n=0

anz
n

这样一个等式只有在收敛域上才有意义，否则就空有形式，而不能进行“合法”的运算。强

行运算，可能会歪打正着，更多时候会出现一些荒诞的结果，例见附录。

这一节讲的就两点：和函数在收敛域内解析且可以逐项求导，在收敛域内（任一光滑曲

线上）可积且可以逐项积分。

2.4 幂级数的运算

这一节说的是幂级数的四则运算——加减乘除，与实变数幂级数的四则运算没有什么区

别。

加减法：(
∞∑
n=0

αnz
n

)
±

(
∞∑
n=0

βnz
n

)
=

∞∑
n=0

(αn ± βn) z
n, |z| < R(R ≥ min{R1, R2}).
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乘法（采用柯西乘积）：(
∞∑
n=0

αnz
n

)(
∞∑
n=0

αnz
n

)
=

∞∑
n=0

(α0βn + α1βn−1 + · · ·+ αnβ0)z
n, |z| < R(R ≥ min{R1, R2}).

示意图如下：

除法：
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2.5 小结

幂级数这一节的关键在于收敛圆和收敛半径这一部分。在收敛域内，幂级数就具有了十

分良好的性质——可逐项求导和逐项积分。幂级数可逐项求导的性质中，已经暗含了其与解

析函数的关系。

3 泰勒级数

首先要指出的是泰勒级数和幂级数的关系。就来源而言，两个概念并不是完全重合的，

泰勒级数是从泰勒展开或者说是函数的导数引出的，应该说是一种特殊的幂级数，而幂级数

的概念一开始并未提及导数。但是下面的泰勒展开定理指出，这两者对于解析函数来说是完

全一致的。

3.1 泰勒展开定理

首先抄下定理：
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设 f(z) 在区域 D 内解析，z0 是 D 内的一点，R 为 z0 到 D 的边界的距离，则当

|z − z0| < R 时，有

f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · ·+ an(z − z0)

n + · · · ,

其中，

an =
1

2πi

∮
Cr

f(z)

(z − z0)n+1
dz =

f (n)(z0)

n!
, n = 1, 2, · · · ,

Cr 为以 z0 为圆心且落在 |z − z0| < R 内的任意圆周。

也就是说，函数在一点处解析和该点附近可用幂级数表示是等价的。进而我们就可以把

泰勒级数和幂级数合而为一了——

（定理4.3.3）若 f(z) 在点 z0 附近可用形如
∞∑
n=0

an(z − z0)
n 的幂级数表示，则此幂级数

只能是 f(z) 在点 z0 的泰勒级数。这个定理可以通过对幂级数（的和函数）不断求导来证明，

只要证明展开的幂级数系数和泰勒级数的系数相等即可。

上述定理所刻画的性质称为解析函数的幂级数展开式的唯一性。

3.2 几个初等函数的幂级数展开式

首先当然得记几个常用函数的幂级数展开式，这种就跟积分表一样，能记住当然是多多

益善，记不住的话至少得记住一个吧（）：

1

1− z
= 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · , |z| < 1

通过变量代换（“换正负号”）可以得到

1

1 + z
= 1− z + z2 − · · ·+ (−1)nzn + · · · , |z| < 1

通过逐项积分可以得到

ln(1 + z) = z − z2

2
+

z3

3
− · · ·+ (−1)n−1 z

n

n
+ · · · , |z| < 1

直接展开法，即利用泰勒展开式，通过求导得到各项系数。如 ez, cos z, sin z（这三个都

是在全平面内解析的函数，即 |z| < +∞）的展开式都可以用这一方法简单求得。对于复杂的

函数，如果只需要求出前几项的系数，实在没辙了也可以直接求导。

间接展开法，即利用已知的展开式，通过四则运算、求导、积分、代入（复合函数）等

方式求得新展开式。

3.3 小结

解析函数的幂级数展开式的唯一性是本节的核心，它揭示了解析函数和幂级数的深刻关

系。就应用而言，需要熟练掌握幂级数的展开方法，尤其是间接展开法。
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4 洛朗级数

洛朗级数是幂级数的推广。就级数的结构而言，幂级数只包含正幂项（及常数项），而

洛朗级数还包含负幂项。就适用的条件而言，幂级数（泰勒级数）在解析点附近，即（解析

的）圆盘域上展开，而洛朗级数能够在（解析的）圆环域上展开，对于研究解析函数，特别

是其孤立奇点的性质，有着重要作用。

4.1 洛朗级数的概念及性质

定义略。形式上，比幂级数多了负幂项。

与泰勒级数类似，要指出其收敛域、收敛情况、解析情况和（微积分）性质。

4.2 洛朗展开定理

若函数 f(z) 在圆环域 D : R1 < |z − z0| < R2(0 ≤ R1 < R2 ≤ +∞) 内解析，则

f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n

其中

an =
1

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0,±1,±2, · · ·

这里 C 为任意的圆周：|z − z0| = R,R1 < R < R2.

如果细心的话，可以发现，在课本的证明过程中，形如
1

1− t
的函数的级数展开起到了

重要的作用。摘录如下：

− 1

ζ − z
=

1

z − z0
· 1

1− ζ − z0
z − z0

=
∞∑
n=0

(ζ − z0)
n

(z − z0)n+1
=

∞∑
n=1

(z − z0)
−n

(ζ − z0)−n+1

4.3 求解析函数的洛朗展开式的一些方法

洛朗级数的直接展开是很复杂的，所以通常是用间接展开法。

有理函数：
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更具体地说，你会把各种分式最后化成

(±)
1

1± t

的形式，其中后面的正负号往往是自动确定的，而前面的正负号要根据指定的圆环域确定，t

的具体内容会随着凑出来的这个 1 自然确定下来。剩下的就是利用

1

1− z
= 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · , |z| < 1

来展开了（注意变量代换）。

其他函数：利用已知的基本初等函数的泰勒展开式，经过代换逐项求导、逐项积分等计

算来展开。其中特别要注意倒代换（ζ =
1

z
）和负代换（m = −n），因为这往往能够由泰勒

级数产生负幂项。

4.4 小结

洛朗级数作为泰勒级数的推广，从理解到应用，有很多相似之处，尤其是在这一章，因

为还没有讲到留数，尚没有充分展现出洛朗级数的作用。所以此处不作赘述。

重点提示

泰勒级数和洛朗级数及其展开方法是本章重点，需要多练。
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附录

1. 关于罔顾收敛域得出的荒诞结果：

考虑这样一个常见的级数

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + · · · , |z| < 1.

在收敛域 |z| < 1 内，这个等式没有问题。但是如果不考虑收敛域而任意取值，就会出

现一些荒诞的结果。比如，取 z = 2，得

1

1− 2
= −1

?
= 1 + 2 + 4 + 8 + · · ·

这样的结果，提醒我们千万不能遗忘了在级数展开式后附上收敛域，审题时同样如此。

2. 关于这章讲义以及视频完成时间后延的原因：

因为要过年。
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第5章 留数
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本章概念总览
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概念总览讲解

以上是本章的概念导图。解析函数的孤立奇点是本章的核心概念，在理解其概念时可以

结合解析点的概念来对照理解。根据位置划分，孤立奇点分为有限孤立奇点和无穷孤立奇点，

相应地，在处理这两类奇点时会略有不同；根据与解析点的关系划分，孤立奇点分为可去奇

点、（m阶）极点、本性奇点。解析函数在孤立奇点处的留数是本章的重点概念，本章介绍了

其概念、基本定理以及在计算复积分和实积分中的应用。

1 孤立奇点

1.1 解析函数的孤立奇点及分类

孤立奇点的定义：若函数 f(z) 在 z0 点的邻域内除去 z0 点外是处处解析的，即 f(z) 在

去心圆域 D : 0 < |z − z0| < δ(δ > 0) 内处处解析，则称 z0 点是 f(z) 的一个孤立奇点。

上述定义中的“去心圆域”，正是一种特殊的圆环域，因此可以在 D 内将 f(z) 展开为

洛朗级数：

f(z) = · · ·+ a−m(z − z0)
−m + · · ·+ a−1(z − z0)

−1

+ a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · , z ∈ D

接下来，根据洛朗级数对孤立奇点进行分类。

可去奇点

无负幂项（负幂项系数均为零）→可去奇点：

f(z) = ❍❍· · ·+
❤❤❤❤❤❤❤❤a−m(z − z0)

−m +❍❍· · ·+
❤❤❤❤❤❤❤❤a−1(z − z0)

−1

+ a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · , z ∈ D

→ f(z) = a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · , z ∈ D

之前我们强调过级数的收敛域问题，上述等式在去心邻域 D 内成立，而在点 z0 处不成立。

但是我们可以看到右边这个级数只含正幂项，在形式上就是泰勒级数，它的和函数（记为

F (z)）是在点 z0 处解析的函数。令 z = z0，就可以得到 F (z0) = a0。也就是说，如果令

f(z0) = a0，我们就可以让上述等式在包括点 z0 在内的圆盘域上成立。换而言之，补充定义

后的 f(z) 在点 z0 可以展开为泰勒级数，当然也就解析了。

只需要稍稍调整该点的函数值，就可以让它从奇点变为解析点，称之为可去奇点，再合

适不过了。
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m阶极点

含有限多个（系数不为零的）负幂项（关于(z − z0)
−1的最高幂为(z − z0)

−m）→（m阶）

极点：

f(z) = ❳❳❳· · ·+ a−m(z − z0)
−m + · · ·+ a−1(z − z0)

−1

+ a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · (m ≥ 1, a−m ̸= 0), z ∈ D

这种情况下，如果要使这一奇点“变为”解析点，就没有那么简单了。但毕竟负幂项是有限

多个，总可以找到关于 (z − z0)
−1 的最高幂 (z − z0)

−m，形式上，只需要等式两边同乘以

(z − z0)
m，就可以消除负幂项，得到泰勒级数，相应地就得到这么一个解析函数

g(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + · · ·+ a0(z − z0)
m + a1(z − z0)

m+1 + · · · , |z − z0| < δ

其中，g(z0) = a−m ̸= 0，z0 是 f(z) 的奇点，但同时是 g(z) 的解析点。于是就有这一结论，

或者说是极点的一种定义：

本性奇点

含无穷多个（系数不为零的）负幂项→本性奇点：

f(z) = · · ·+ a−m(z − z0)
−m + · · ·+ a−1(z − z0)

−1

+ a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · , z ∈ D

这种情况下，在原式上乘以次数多高的正幂次项 (z − z0)
m，都无法将奇点“变为”解析点，

颇有一种“本性难移”的意思。于是我们就形象地把这类奇点称为“本性奇点”。

举一例子：f(z) = e1/z 在点 z = 0 的邻域 0 < |z| < +∞ 内的洛朗展开式为

e
1
z = 1 + z−1 +

1

2!
z−2 + · · ·+ 1

m!
z−m + · · ·

显然，z = 0 是 e1/z 的本性奇点。

1.2 解析函数在有限孤立奇点的性质

直接摆结论：
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• 可去奇点：该点极限存在且有限；

• 极点：该点极限趋于无穷；

• 本性奇点：该点不存在有限或无穷的极限。

与微积分当中“间断点”的概念相类比：可去奇点就类似于可去间断点；极点类似于无

穷间断点；本性极点类似于跳跃间断点和振荡间断点，表现出很“极端”的趋限行为，比如

用计算机绘图时会发现本性奇点附近的图像很“扭曲”。

1.3 解析函数的零点与极点的关系

首先是零点的定义：

然后是零点的重要性质：函数 f(z) 在点 z0 处解析，则 z0 是 f(z) 的 m 阶零点的充分必

要条件是：

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) ̸= 0.

最后是零点和极点的关系： z0 是 f(z0) 的 m 阶极点 ⇐⇒ z0 是
1

f(z)
的 m 阶零点。

1.4 解析函数在无穷孤立奇点的性质

之所以要专门设置一节来讲无穷孤立奇点，原因之一是无穷远点比较特殊，它始终是奇

点（当然，不一定是孤立的）。哪怕对于在全平面内解析的函数来说，无穷远点也是奇点。比

如，

f(z) = ez = 1 + z +
1

2!
z2 + · · ·+ 1

n!
zn + · · · , |z| < +∞

在全平面（|z| < +∞）上解析，但这仍然可以看作只是在无穷远点的去心邻域上解析。而

且，直接讨论形如 f(∞) 这样的东西又会产生更多的麻烦。所以课本上关于无穷孤立奇点的
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讨论，是从一系列规定开始的：

其中的关键在于通过倒代换（ζ = 1/z），将无穷远点处转移到原点处，通过有限孤立奇点定

义无穷孤立奇点。后面计算无穷孤立奇点处留数时，也需要用到倒代换。

f(z) 在无穷远点的邻域 D : R < |z| < +∞ 内解析，展开为洛朗级数：

f(z) =
∞∑
n=1

a−nz
−n + a0 +

∞∑
n=1

anz
n

那么，就可以先分析 g(ζ) 在 0 < |z| < 1

R
上展开的洛朗级数，再经过倒代换（ζ = 1/z），即

（正幂项） ζn = z−n （负幂项）

得到无穷孤立奇点的相关结论：

无穷孤立奇点处极限的性质，见上面的1.2节——解析函数在有限孤立奇点的性质。
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1.5 小结

本节重点在于，一方面把握孤立奇点的概念，主要从洛朗级数和该点处极限两方面进行

理解；一方面要能够判断奇点类型，特别是确定极点的阶数。

2 留数

2.1 留数的定义及其计算规则

设函数 f(z) 在 z0 点的去心邻域 D : 0 < |z− z0| < δ 内解析，z0 是 f(z) 的孤立奇点。函

数 f(z) 在孤立奇点 z0 的留数定义为

1

2πi

∮
C

f(z) dz,

记作 Res[f(z), z0]，其中 C 是包含在 D 内且围绕 z0 的任意一条正向简单闭曲线。

留数（又称“残数”），名副其实。根据柯西积分定理，如果在解析区域里画闭路，而且

围住的都是解析点，那么积分值为零；但如果围住了孤立奇点，那就可能“残留”下非零值，

留数刻画的就是这一内容。

既然讨论孤立奇点，那么自然考虑洛朗级数

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n

其中

an =
1

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0,±1,±2, · · ·

因此

Res[f(z), z0] =
1

2πi

∮
C

f(z) dz

=
1

2πi

∮
C

[
∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n

]
dz

=
∞∑

n=−∞

an ·
1

2πi

∮
C

(z − z0)
n dz

这里出现了一个重要的积分式∮
C

(z − z0)
n dz =

2πi, n = −1

0, n ̸= −1

这个积分式，我们在第三章讲过（讲义第5页有课本截图），只不过当时讨论的形式是∮
C

1

(z − z0)n
.
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于是

Res[f(z), z0] =

(
−2∑

n=−∞

an ·
1

2πi

∮
C

(z − z0)
n dz

)

+ a−1 ·
1

2πi

∮
C

(z − z0)
−1 dz

+

(
∞∑
n=0

an ·
1

2πi

∮
C

(z − z0)
n dz

)
= 0 + a−1 ·

1

2πi
· 2πi + 0

= a−1.

有趣的是，在洛朗级数的所有系数当中，只有 a−1 “留”了下来。

至于无穷孤立奇点，如下：

同样利用洛朗级数，相应可得

Res[f(z), z0] = − 1

2πi

∮
C

f(z) dz = −a−1.

接下来，就是留数的计算问题。总的思路，就是要得到洛朗级数的那个关键的系数 a−1。

下面先讨论有限点的情形。

可去奇点

对于可去奇点来说，对应的洛朗级数没有负幂项，a−1 = 0，留数为零。但是无穷可去奇

点的留数不一定为零。

极点

对于极点来说，如果 z0 ∈ C 为 f(z) 的 m 阶极点，则

Res[f(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
{(z − z0)

mf(z)}

证明思路从表达式上就可以看出来：根据洛朗展开式，乘以 (z− z0)
m 得到泰勒级数，通过求

导，将系数 a−1 提至常数项，再取极限，只保留常数项 (m− 1)!a−1，然后再除一下就得到结

果了。
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特别地，一阶极点的留数比较常见，求起来也比较简单，书上特地写了一下：

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

此外，还有一个结论：

这个结论挺有用的。证明过程中就关键一步在于凑导数的形式。

本性奇点

求本性奇点处的留数，没法用前面的方法，一般是回到洛朗级数本身。既然要求 a−1，

那如果能把洛朗级数直接写出来，那也就得到留数了。通常也不需要求出系数通项（能轻易

求出当然没问题），而是通过幂级数的各种运算，集中求出 (z− z0)
−1 的系数即可。需要强调

的是，这一方法是通用的，也可以用于求解极点处的留数。
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2.2 留数的基本定理

留数基本定理：设 C 是一条正向的简单闭曲线，若函数 f(z) 在 C 上及 C 的内部除去

有限个孤立奇点 z1, z2, · · · , zn 外处处解析，那么∮
C

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

推广的留数基本定理：如果函数 f(z) 在扩充的复平面内只有有限的孤立奇点，那么 f(z)

在各孤立奇点（包括∞点）的留数之和等于零。

前面讲了有限孤立奇点的留数计算法则，利用留数基本定理，可以给出无穷孤立奇点的

留数计算方法：

Res[f(z),∞] = −Res

[
f

(
1

z

)
1

z2
, 0

]
或者直接根据推广的留数定理有

Res[f(z),∞] = −
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

留数基本定理，证明起来没有什么难度，不赘述。关键在于，留数基本定理将我们所讨

论的解析函数的积分问题，都归结为求留数的问题了。这也正是留数的用武之地。

利用留数计算复积分的步骤，一般就是，根据积分路径找孤立奇点，然后求留数。求留

数的过程中，要善于选取方法以及运用推广的留数定理化繁为简，将难算的留数（特别是高

阶极点的留数）转化为易算的留数。

2.3 小结

本节主要内容就是留数的概念和计算方法，前者注意结合洛朗级数理解，后者则需要一

定的练习。

3 留数在定积分计算中的应用

应用留数基本定理计算特定类型实函数的积分有多种方法。一种是通过变量代换（如3.1）。

一种是将定积分的积分区间 I（实轴或实轴上的线段）补充为闭路 γ，并且根据被积函数

f(x) 选取适当的复变函数 F (z)，将待求的定积分转化为闭路内部各奇点处的留数和补充部

分上的积分。这样描述可能比较抽象，通过下面的例子（3.2和3.3）就比较好理解了。
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3.1 形如
∫ 2π

0 R(sin θ, cos θ) dθ 的积分

R(sin θ, cos θ) 为 sin θ 和 cos θ 的有理函数且 R(x, y) 在 x2 + y2 = 1 上无奇点——这个是

确保复变函数可以在单位圆周上积分。设 z = eiθ，则

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ) =

1

2

(
z +

1

z

)
sin θ =

1

2i
(eiθ − e−iθ) =

1

2i

(
z − 1

z

)
dθ =

1

ieiθ
deiθ =

1

iz
dz

于是 ∫ 2π

0

R(sin θ, cos θ) dθ =

∮
|z|=1

R

[
1

2i

(
z − 1

z

)
,
1

2

(
z +

1

z

)]
dz

iz

设

F (z) =
1

iz
R

[
1

2i

(
z − 1

z

)
,
1

2

(
z +

1

z

)]
若 a1, a2, · · · , an 是 F (z) 在单位圆周 |z| < 1 内的奇点，则有∫ 2π

0

R(sin θ, cos θ) dθ = 2πi
n∑

k=1

Res[F (z), ak]

这一类只是进行了简单的变量代换，较为简单，积分的形式也很容易辨认。

当然，还可以简单推广一下，有：

cosnθ =
1

2
(eniθ + e−niθ) =

1

2

(
zn + z−n

)
sinnθ =

1

2i
(eniθ − e−niθ) =

1

2i

(
zn − z−n

)
3.2 形如

∫ +∞
−∞ R(x) dx 的积分

首先上结论：

当被积函数 R(x) 是 x 的有理函数，而分母的次数至少比分子的次数高二次，并且 R(x)

在实轴上没有奇点时，积分是存在的。若设R(z)在上半平面 Im z > 0的极点为 a1, a2, · · · , ap，
则 ∫ +∞

−∞
R(x) dx = 2πi

p∑
k=1

Res[R(z), ak]

这一节的开头提到过两个关键步骤：积分区间扩充为闭路，选取合适的复变函数。在这

里，积分区间是整个实轴，我们通过在上半平面沿逆时针画半圆来形成闭路（如下图，R →
+∞），而选取的复变函数是实函数的直接扩充（R(x) → R(z)）。

这里有一关键之处是，当 R → +∞ 时，我们添加的辅助曲线 CR 上的积分趋于零。这

是有条件的——分母的次数至少比分子的次数高二次。这样一来，待求的定积分就等于闭路

积分，也就可以直接由上半平面的极点的留数表示。
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3.3 形如
∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx(a > 0) 的积分

同样先上结论：

当被积函数 R(x) 是 x 的有理函数，而分母次数至少比分子的次数高一次，并且 R(x) 在

实轴上没有奇点时，积分是存在的。若设 R(z) 在上半平面 Im z > 0 的极点为 a1, a2, · · · , ap，
则 ∫ +∞

−∞
R(x)eiax dx = 2πi

p∑
k=1

Res[R(z)eiaz, ak]

这和上一类是一样的，都是补个半圆，都是能够证明半圆上积分趋于零的，被积函数也

是只做了直接扩充。当然，这里的被积函数含有 eiax，积出来的一般不会是实数，但我们通

常需要求的也并非是这个积分值本身，而是它的实部和虚部：∫ +∞

−∞
R(x)eiax dx =

∫ +∞

−∞
R(x) (cos ax+ i sin ax) dx

=

∫ +∞

−∞
R(x) cos ax dx+ i

∫ +∞

−∞
R(x) sin ax dx

也就是说，我们可以用这种方法求出这两类实函数的定积分——∫ +∞

−∞
R(x) cos ax dx = Re

{
2πi

p∑
k=1

Res[R(z)eiaz, ak]

}
,

∫ +∞

−∞
R(x) sin ax dx = Im

{
2πi

p∑
k=1

Res[R(z)eiaz, ak]

}
.

3.4 小结

这一节主要是应用，没什么特别的，只要准确判断待求定积分类型，然后按部就班求就

行了。
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重点提示

1. 奇点类型的判断；

2. 留数的计算；

3. 利用留数计算特定类型的定积分。
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附录

复变函数部分，完结撒花*★,°*:.☆(￣▽￣)/$:*.°★* 。
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