
                微积分 A 期末试题 第一次模拟考答案 

一，填空题（每小题 2 分，共四小题，满分 8 分） 

1，摆线{
𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑦 = 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

 一拱(0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋)的弧长为___. 

答案：8  

解：
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= sint,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1 − cost所以 

ds = √(sint)2 + (1 − cost)2dt = 2sin
t

2
dt (0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋) 

从而s = ∫ 2sin
t

2
dt = 8

2𝜋

0
 

 

2, ∫
𝑑𝑥

𝑥2+6𝑥+18

+∞

0
=___. 

答案：
𝜋

12
 (将分母配成(𝑥 + 3)2 + 9形式，积分得

1

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑥+3

3
 ) 

 

3, 求 𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑢𝑓(𝑢2 − 𝑥2)𝑑𝑢 =

𝑥

0
___. 

答案：𝑥𝑓(−𝑥2) (作换元t = 𝑢2 − 𝑥2) 

 

4，微分方程𝑦′′ = 1 + 𝑦′2
满足初值条件𝑦|x=0 = 1, 𝑦′|x=0 = 0的特解是___. 

答案：y = −ln|cosx| + 1 (令𝑦′=𝑝,𝑦′′=𝑝′即可） 

 

二，选择题（每小题 2 分，共四小题，满分 8 分） 

1，设lim
𝑥→0

𝑙𝑛(1+𝑥)−(𝑎𝑥+𝑏𝑥2)

2𝑥2 = 3,则____. 

(A) a=1,b= −
13

2
  (B) a=0,b= −

7

2
  (C) a=1,b= −

7

2
  (D)a=0,b= −

13

2
 

答案：A (利用泰勒公式展开即可) 

 

2, 曲线 y= ex + x在(0,1)处的曲率半径等于____. 

(A) 
1

√3
  (B)

1

3√3
  (C) 3√3 (D)√3 

答案：C 

 

3, 已知函数𝑦 = 𝑓(𝑥)对一切 x 满足x𝑓′′(𝑥) + (𝑥 + 𝑥2)[𝑓′(𝑥)]2 = 1 − 𝑒−𝑥，若𝑓′(𝑥0)=0(𝑥0 ≠



0)，则___. 

(A) (𝑥0,𝑓(𝑥0))是曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点 

(B) 𝑓(𝑥0)是𝑓(𝑥)的极小值 

(C) 𝑓(𝑥0)是𝑓(𝑥)的极大值 

(D) 𝑓(𝑥0)不是𝑓(𝑥)的极值，(𝑥0,𝑓(𝑥0))也不是曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点 

答案：B  

解：令𝑥 = 𝑥0，有𝑓′′(𝑥0) =
1−e−𝑥0

𝑥0
> 0，所以𝑓(𝑥0)是𝑓(𝑥)的极小值 

 

 

4, 设f(x) = {

1，𝑥 > 0

0，𝑥 = 0

−1，𝑥 < 0

，F(x) = ∫ f(t)dt
x

0
，则___. 

(A) F(x)在 x=0 点不连续 

(B) F(x)在(−∞, +∞)内连续，在 x=0 点不可导 

(C) F(x)在(−∞, +∞)可导，且满足𝐹′(𝑥)=f(x) 

(D) F(x)在(−∞, +∞)可导，但不一定满足𝐹′(𝑥)=f(x) 

解：易求得F(x)=|x|，故选择 B 

 

三， 计算题（每题 3 分，共 4 题，满分 12 分） 

1， 计算极限lim
𝑥→0

∫ 𝑒2𝑡𝑑𝑡
𝑥2

0

𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥2 

原式=lim
𝑥→0

∫ 𝑒2𝑡𝑑𝑡
𝑥2

0

𝑥2 = lim
𝑥→0

2𝑥𝑒2𝑥2

2𝑥
= 1 

2， 求不定积分∫(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2𝑑𝑥 

原式=𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 − ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥
2𝑥

√1−𝑥2
𝑑𝑥 

=𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 + ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑2√1 − 𝑥2 

= 𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 + 2√1 − 𝑥2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑥 + 𝐶 

3， 计算定积分∫
𝑥(𝑒𝑥+𝑒−𝑥+2𝑥)

2+√4−𝑥2

2

−2
𝑑𝑥 

原式=∫
𝑥(𝑒𝑥+𝑒−𝑥)

2+√4−𝑥2

2

−2
𝑑𝑥 + ∫

2𝑥2

2+√4−𝑥2
𝑑𝑥

2

−2
 

=4 ∫
𝑥2

2+√4−𝑥2
𝑑𝑥

2

0
 

=16 − 4 ∫ √4 − 𝑥2𝑑𝑥 =
2

0
16 − 4𝜋 



4， 解微分方程
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦

𝑦2−6𝑥𝑦+4𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦
 

解：整理可得
𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑥

6𝑦−4𝑠𝑖𝑛𝑦

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
=

𝑦2

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
 

   由一阶非齐次线性方程通解公式得 

     𝑥 = 𝑒
− ∫

6𝑦−4𝑠𝑖𝑛𝑦

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
𝑑𝑦

(∫
𝑦2

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
𝑒

∫
6𝑦−4𝑠𝑖𝑛𝑦

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑦 + 𝐶) 

即𝑥 =
𝐶+

𝑦3

3

3𝑦2+4𝑐𝑜𝑠𝑦
 

四， （1）, 设 D1 是由抛物线𝑦 = 2𝑥2和直线 x=a，x=2 及 y=0 所围成的平面区域；D2

是由抛物线𝑦 = 2𝑥2和直线 y=0，x=a 所围成的平面区域，其中 0<a,2. 

(1)试求D1 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 V1；D2 绕 y 轴旋转而成的旋转体体积 V2； 

(2)问当 a 为何值时，V1+V2 取得最大值？试求此最大值. 

（2）, 一质量为 M，长为 d 的均匀杆 AB 吸引着质量为 m 的一质点 C，此质点 C

位于 AB 杆的延长线上，C 距离 B 更近，试求质点在杆的延长线上从距离 A 点 r1处

移动至 r2处克服吸引力所做的功.(注：r1>d,r2>d) 

（6 分） 

1. 解： 

(1) V1= π ∫ (2𝑥2)2𝑑𝑥
2

𝑎
=

4𝜋

5
(32 − 𝑎5); 

   V2= π𝑎2 ∙ 2𝑎2-π ∫
𝑦

2
𝑑𝑦

2𝑎2

0
= 2π𝑎4 − π𝑎4 = π𝑎4. 

(2) 设 V=V1+V2=
4𝜋

5
(32 − 𝑎5)+π𝑎4. 由 

     𝑉′ = 4π𝑎3(1 − a) =0, 

得区间(0,2)内的唯一驻点 a=1. 

当 0<a<1 时，𝑉′>0;当 1<a<2 时，𝑉′<0. 

因此 a=1 是极大值点即最大值点.此时 V1+V2 取得最大值，等于
129

5
π. 

 

2. 解：根据万有引力定律，当 C 距离 A 点 r(r>d)时， 

    AB 杆与质点 C 间的相互吸引力 F=
kmM

d
∫

dx

(d+r−x)2

d

0
=

kmM

r(r+d)
 

所以 

W= ∫
kmM

r(r+d)
dr

r2

r1
=

kmM

d
ln

r2(r1+d)

r1(r2+d)
. 

 



五，（7 分）设𝑎𝑛 = ∫ 𝑥𝑛√1 − 𝑥2𝑑𝑥   (𝑛 = 0,1,2 … … )
1

0
 

(1)  证明：数列𝑎𝑛单调减少，且𝑎𝑛 =
𝑛−1

𝑛+2
𝑎𝑛−2  (𝑛 = 2,3, … … )； 

（2） 求 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
 

(1)证：做代换𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡可得：t∈（0，
𝜋

2
）时，𝑎𝑛 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡

𝜋

2
0

， 

由于𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 > 𝑠𝑖𝑛𝑛+1𝑡可知数列𝑎𝑛单调减少，由分部积分可得： 

         𝑎𝑛 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡
𝜋

2
0

= ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑(−𝑐𝑜𝑠𝑡)
𝜋

2
0

 

            = [−𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑡𝑐𝑜𝑠3𝑡]
0

𝜋

2 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑛−1𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡)
𝜋

2
0

 

                 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡[(𝑛 − 1)𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑡𝑐𝑜𝑠3𝑡 − 2𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡]𝑑𝑡
𝜋

2
0

 

                 = (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑡𝑐𝑜𝑠4𝑡𝑑𝑡 − 2 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡
𝜋

2
0

𝜋

2
0

 

                 = (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛−2𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡)𝑑𝑡
𝜋

2
0

− 2𝑎𝑛 

                 = (𝑛 − 1)𝑎𝑛−2 − (𝑛 + 1)𝑎𝑛 

           则有𝑎𝑛 =
𝑛−1

𝑛+2
𝑎𝑛−2  (𝑛 = 2,3, … … ) 

     （2）由𝑎𝑛单调递减，
𝑛−1

𝑛+2
=

𝑎𝑛

𝑎𝑛−2
<

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
< 1，又∵ lim

𝑛→∞

𝑛−1

𝑛+2
= 1，由夹逼准则

可知， lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
= 1 

六，（5 分）设函数𝑓(𝑥)连续且一阶可导，且满足∫ 𝑥𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
=

𝑥4

3
，求函数𝑓(𝑥)

及其极值 

解：由题，对上式求两次导可得2𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓′(𝑥) = 4𝑥2 

∴𝑥 = 0时，𝑓(𝑥) = 0；𝑥 ≠ 0时，有𝑦′ +
2

𝑥
𝑦 = 4𝑥 

由一阶非齐次线性方程通解公式可知 𝑦 = 𝑥2 +
𝐶

𝑥2
   (𝑥 ≠ 0) ，又∵ 𝑓(𝑥)

连续且一阶可导∴𝐶 = 0 

对𝑓(𝑥) = 𝑥2   (𝑥 ≠ 0) 有 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 0，∴𝑓(𝑥) = 𝑥2，有极小值0，在𝑥 =

0时取到 

七，（4 分）设函数𝑓(𝑥)在区间[a,b]上有二阶导数，且𝑓′′(𝑥) ≥ 0；𝑥 = 𝜑(𝑡)是区间



[α，β]上任意一个值域的连续函数。证明：
1

𝛽−𝛼
∫ 𝑓(𝜑(𝑡))

𝛽

𝛼
𝑑𝑡 ≥ 𝑓 (

1

𝛽−𝛼
∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝛽

𝛼
) 

证：记𝑥0 =
1

𝛽−𝛼
∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝛽

𝛼
，𝑥0 ∈ [𝑎，𝑏] 

由泰勒公式及𝑓′′(𝑥) ≥ 0可知𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)，𝑥 ∈ [𝑎，𝑏] 

代入𝑥 = 𝜑(𝑡)可知 𝑓(𝜑(𝑡)) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝜑(𝑡) − 𝑥0)，𝑡 ∈ [𝛼，𝛽]， 

两侧同时积分∫ 𝑓(𝜑(𝑡))𝑑𝑡 ≥ 𝑓(𝑥0)(𝛽 − 𝛼) + 𝑓′(𝑥0) [∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑥0(𝛽 − 𝛼)
𝛽

𝛼
]

𝛽

𝛼
= 𝑓(𝑥0)(𝛽 −

𝛼)，即所证，证毕 


