
                工科数学分析（下）知识点精要（内容） 

一． 微分方程 

1.1 微分方程解的结构 

1. n阶线性方程 

形如𝑦𝑦(𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) +··· +𝑎𝑎1(𝑥𝑥)𝑦𝑦′ + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

如果𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 齐次 

如果𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 0 非齐次 

 

2.  齐次方程通解结构 

定理 1 设𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,···,𝑦𝑦𝑛𝑛为 n阶线性齐次微分方程的线性无关的解， 

则𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶2𝑦𝑦2 +··· +𝐶𝐶𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛为方程的通解 

       定理 2 设𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,···,𝑦𝑦𝑛𝑛为 n 阶线性非齐次微分方程的对应齐次方程线

性无关的解，𝑦𝑦∗是非齐次方程一个特解 

             则𝑦𝑦 = 𝐶𝐶1𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶2𝑦𝑦2 +··· +𝐶𝐶𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛 + 𝑦𝑦∗为方程的通解 

注： 

1）齐次解+齐次解=齐次解 

2）齐次解+非齐次解=非齐次解 

3）非齐次解-非齐次解=齐次解 

 

1.2 常系数齐次微分方程 

𝑦𝑦(𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) +··· +𝑎𝑎1𝑦𝑦′ + 𝑎𝑎0𝑦𝑦 = 0 
→ 𝜆𝜆𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝜆𝜆𝑛𝑛−1 +··· +𝑎𝑎1𝜆𝜆 + 𝑎𝑎0 = 0     特征方程 

（1） 如果𝜆𝜆是单实特征根，则𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥 

（2） 如果𝜆𝜆是 k重实根，则方程基础解系中对应的 k个解 

 𝑦𝑦1 = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥，𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥， ··· ，𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘−1𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥 

（3） 如果𝜆𝜆 = 𝛼𝛼 ± 𝑖𝑖𝛽𝛽是单复特征根，则方程基础解系中对应 

𝑦𝑦1 = 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝛽𝛽 ，𝑦𝑦2 = 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

（4）  如果𝜆𝜆 = 𝛼𝛼 ± 𝑖𝑖𝛽𝛽是 k重复特征根，则方程基础解系中对应的 2k个

解为： 

𝑦𝑦1 = 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝛽𝛽 ，𝑦𝑦2 = 𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

                   𝑥𝑥𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝛽𝛽 ，            𝑥𝑥𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

                  𝑥𝑥2𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝛽𝛽 ，        𝑥𝑥2𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

                ···                                       ··· 

                   𝑥𝑥𝑘𝑘−1𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝛽𝛽 ，        𝑥𝑥𝑘𝑘−1𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

 



1.3 常系数非齐次方程 

𝑦𝑦(𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) +··· +𝑎𝑎1(𝑥𝑥)𝑦𝑦′ + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
由解的结构可知，非齐次通解=齐次通解+非齐次特解 

特解解法： 

基于𝑓𝑓(𝑥𝑥)设定𝑦𝑦∗结构， 

一般的，当𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑄𝑄𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

可以设𝑦𝑦∗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘[𝑃𝑃𝑡𝑡(𝑥𝑥)�𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑄𝑄𝑡𝑡(𝑥𝑥)�  𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠] 

           k为𝛼𝛼 ± 𝑖𝑖𝛽𝛽方程特征根的重数，𝑡𝑡 = max {𝑚𝑚,𝑛𝑛} 
注： 

1）当𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 0时，𝑓𝑓(𝑥𝑥)为多项式 

2）当𝛼𝛼 ≠ 0，𝛽𝛽 = 0时，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼 

3）当𝛼𝛼 = 0，𝛽𝛽 ≠ 0时，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑄𝑄𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

1.4 欧拉方程 

称𝑥𝑥𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛) + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) +··· +𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑦𝑦′ + 𝑎𝑎0𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)为欧拉方程 

做变换：𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙，则
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1
𝑥𝑥
 

D:对 t的导数       𝐷𝐷𝑛𝑛:对 t的 n阶导 

 

1.5 全微分方程 

若一阶微分方程𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 0 满足
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
 ，则称此方程为全微分方

程（恰当方程） 

解法：𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =  ∫ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = 𝐶𝐶 

当
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
≠ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
，但 

1. 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑄𝑄
是 x的函数，则所需补充因子 

 𝑢𝑢(𝑥𝑥)  =  𝑒𝑒∫
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦−

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑑𝑑
 

2. 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑃𝑃
是 y的函数，则所需补充因子 

𝑢𝑢(𝑦𝑦)  =  𝑒𝑒∫
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥−

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

 

 

 



二． 多元函数微分学 

2.1 多元函数偏导 
1）相互关系 
偏导连续可以推出可微，可微推不出偏导连续； 
可微可以推出连续，连续不能推出可微； 
可微可以推出偏导存在，偏导存在推不出可微； 
连续推不出偏导存在，偏导存在推不出连续。 
2）偏导数计算“先代后求” 

例：
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

|(0,1)可转化为𝑧𝑧(0,𝑦𝑦) = 𝜑𝜑(𝑦𝑦), 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

|(0,1) = 𝜑𝜑′(1) 

 
2.2 复合函数求导法 

设𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑦𝑦)可导，𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)在对应点有连续一阶偏导数，则 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

注：可通过树形图确定结构顺序，从而确定复合关系 

 

2.3 全微分 

全微分形式不变性 

  设𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣),𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑦𝑦)都有连续一阶偏导数，则 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

2.4 隐函数求导法 

1.由一个方程所确定的隐函数 

   设𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)有连续一阶偏导数，𝐹𝐹𝑧𝑧′ ≠ 0, 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)由𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 0所确定，

则由公式得： 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥′

𝐹𝐹𝑧𝑧′
           

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝐹𝐹𝑦𝑦′

𝐹𝐹𝑧𝑧′
 

或 等式两边分别对 x,对 y求偏导，得： 

𝐹𝐹𝑥𝑥′ + 𝐹𝐹𝑧𝑧′
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0              𝐹𝐹𝑦𝑦′ + 𝐹𝐹𝑦𝑦′
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0  

或 利用微分形式不变性对左侧整体求微分 

     𝐹𝐹𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦′𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝐹𝐹𝑧𝑧′𝑑𝑑𝑧𝑧 = 0           𝑑𝑑𝑧𝑧 = (−𝐹𝐹𝑥𝑥′

𝐹𝐹𝑧𝑧′
)𝑑𝑑𝑑𝑑 + (−𝐹𝐹𝑥𝑥′

𝐹𝐹𝑦𝑦′
)𝑑𝑑𝑑𝑑    

注：若题中未明确给出函数与变量关系（𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦, 𝑧𝑧),𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)），
则根据隐函数存在定理，选择题中明确给出的偏导数不为零的一项的下标作

为因变量。 

 

 



2.由方程组所确定的隐函数 

设𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑦𝑦)由�𝐹𝐹
(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0

𝐺𝐺(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0所确定，则分别对 x,对 y 求偏

导 

�
𝐹𝐹𝑥𝑥′ + 𝐹𝐹𝑢𝑢′

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝑣𝑣′
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0

𝐺𝐺𝑥𝑥′ + 𝐺𝐺𝑢𝑢′
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐺𝐺𝑣𝑣′
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐹𝐹𝑦𝑦′ + 𝐹𝐹𝑢𝑢′

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝑣𝑣′
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0

𝐺𝐺𝑦𝑦′ + 𝐺𝐺𝑢𝑢′
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐺𝐺𝑣𝑣′
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0
 

或 利用微分形式不变性 

�
𝐹𝐹𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹𝑦𝑦′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹𝑢𝑢′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹𝑣𝑣′𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0
𝐺𝐺𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐺𝐺𝑦𝑦′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐺𝐺𝑢𝑢′ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐺𝐺𝑣𝑣′𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

 

2.5 极值,最值计算 

（一）无条件极值 

  1）定义： 极大：𝑓𝑓(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦); 
            极小：𝑓𝑓(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦); 

      2）极值点不一定是驻点，驻点不一定是极值点  

例：𝑧𝑧 = |𝑥𝑥| + |𝑦𝑦|, (0,0)点为极小值点，但不可导 

     当𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)可导时，极值点一定是驻点，驻点不一定是极值点 

  3)极值的必要条件   𝑓𝑓𝑥𝑥′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = 0,𝑓𝑓𝑦𝑦′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = 0 

  4)极值的充分条件   设𝑓𝑓𝑥𝑥′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = 0,𝑓𝑓𝑦𝑦′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = 0 

取𝐴𝐴 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥′′  ,𝐵𝐵 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥′′  ,𝐶𝐶 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦′′，则： 

（1）当𝐴𝐴𝐴𝐴 −  𝐵𝐵2 > 0时，有极值�
𝐴𝐴 > 0      最小值

𝐴𝐴 < 0      最大值
 

（2）当𝐴𝐴𝐴𝐴 −  𝐵𝐵2 < 0时，无极值 
（3）当𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐵𝐵2 = 0时，不一定（选用定义判断） 

（二）条件极值——拉格朗日乘数法 

 函数𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在条件𝜑𝜑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0条件下的极值，令𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝜆𝜆) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) +
𝜆𝜆𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)，则 

�
𝐹𝐹𝑥𝑥′ = 𝑓𝑓𝑥𝑥′(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝜆𝜆𝜑𝜑𝑥𝑥′ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0
𝐹𝐹𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓𝑦𝑦′(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝜆𝜆𝜑𝜑𝑦𝑦′ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0
𝐹𝐹𝜆𝜆′ = 𝜑𝜑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0                       

 

         多出现在应用题，默认极值存在，则所求驻点为极值点 

 



（三）最值问题 

          求连续函数𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在有界闭区域𝐷𝐷上的最大最小值 

           1.求𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在𝐷𝐷内部可能的极值点 
           2.求𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在𝐷𝐷边界上的最大最小值（条件极值） 

           3.比较 

 

2.6 偏导数的几何应用 

       切对法，线对面 

       1.空间曲线的切线与法平面 

         切线学的早，那就求直导 

�
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡)

        𝑡𝑡 ∈ 𝐼𝐼 

          切向量：   𝑡𝑡 = {𝑥𝑥′(𝑡𝑡0),𝑦𝑦′(𝑡𝑡0), 𝑧𝑧′(𝑡𝑡0)} 

          则切线：   
𝑥𝑥−𝑥𝑥0
𝑥𝑥′(𝑡𝑡0)

= 𝑦𝑦−𝑦𝑦0
𝑦𝑦′(𝑡𝑡0)

= 𝑧𝑧−𝑧𝑧0
𝑧𝑧′(𝑡𝑡0)

. 

          法平面：   𝑥𝑥′(𝑡𝑡0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑦𝑦′(𝑡𝑡0)(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0) + 𝑧𝑧′(𝑡𝑡0)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)  = 0 
       2.空间曲线的法线与切平面 

         法线来的慢，偏导玩得转 

         法向量：    𝑛𝑛 =  {𝐹𝐹𝑥𝑥′(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) ，𝐹𝐹𝑦𝑦′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) ， 𝐹𝐹𝑧𝑧′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) } 

         则法线：    
𝑥𝑥−𝑥𝑥0

𝐹𝐹𝑥𝑥′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0,𝑧𝑧0) = 𝑦𝑦−𝑦𝑦0
𝐹𝐹𝑦𝑦′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0,𝑧𝑧0) = 𝑧𝑧−𝑧𝑧0

𝐹𝐹𝑧𝑧′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0,𝑧𝑧0). 

         切平面： 
             𝐹𝐹𝑥𝑥′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝐹𝐹𝑦𝑦′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0) + 𝐹𝐹𝑧𝑧′(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)  = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



三． 多元函数积分学 

3.1 二重积分      积分符号𝑑𝑑𝑑𝑑 
物理意义：以𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)为面密度，有限平面区域内质量的代数和 
几何意义：表示以 D 为底，以 z= 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)为顶的曲顶柱体体积的代数和 
常用性质： 

1．∬ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝐷𝐷  =D 的面积 

2.中值定理： ∬ 𝑓𝑓(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐷𝐷 = 𝑓𝑓(𝑃𝑃∗)𝑆𝑆𝐷𝐷, 𝑆𝑆𝐷𝐷为区域 D 的面积 

适用于积分式中 x,y 分开，无相乘项 

例： lim
𝑡𝑡→0+

1
𝑡𝑡2 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑡𝑡

0 ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(|𝑥𝑥| + |𝑦𝑦| + �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑡𝑡−𝑥𝑥
0  

3.与泰勒展开或变上限积分函数结合，适用于有 xy 相乘项 

例： lim
𝑡𝑡→0+

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 ∫ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡[(𝑥𝑥𝑥𝑥)2]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0
𝑡𝑡6

 

计算方法：将二重积分化为累次积分 
1. 利用直角坐标计算 

1) 先 y 后 x         ∬ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦2(𝑥𝑥)
𝑦𝑦1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏
𝑎𝑎

 
𝐷𝐷  

2) 先 x 后 y         ∬ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2(𝑦𝑦)
𝑥𝑥1(𝑦𝑦)

𝑑𝑑
𝑐𝑐

 
𝐷𝐷  

3）积分换序        ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦2(𝑥𝑥)
𝑦𝑦1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏
𝑎𝑎 =  ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2(𝑦𝑦)

𝑥𝑥1(𝑦𝑦)
𝑑𝑑
𝑐𝑐  

2.  利用极坐标计算   

存在𝜌𝜌 = 𝜌𝜌1(𝜃𝜃)，𝜌𝜌 = 𝜌𝜌2(𝜃𝜃)，则 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑� 𝑓𝑓(𝜌𝜌 cos 𝜃𝜃 , 𝜌𝜌 sin𝜃𝜃)𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜌𝜌2(𝜃𝜃)

𝜌𝜌1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

 

𝐷𝐷
 

 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 
注：适合用极坐标的被积函数： 

𝑓𝑓(�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2),𝑓𝑓(
𝑦𝑦
𝑥𝑥

),𝑓𝑓(
𝑥𝑥
𝑦𝑦

) 

    适合用极坐标计算的积分域： 
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑅𝑅2 ;  𝑟𝑟2 ≤ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑅𝑅2 ;  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ;  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2𝑏𝑏𝑏𝑏 

    当圆心坐标(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)时,利用平移，令�𝜌𝜌 cos𝜃𝜃 = 𝑋𝑋 − 𝑥𝑥
𝜌𝜌 sin𝜃𝜃 = 𝑌𝑌 − 𝑦𝑦  

3. 利用对称性和奇偶性计算 
① 若积分域 D 关于 x 对称，则： 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 

 

𝐷𝐷(𝑥𝑥>0)
                     0                      𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

 

𝐷𝐷
 

 
 



② 若积分域 D 关于 y 对称，则： 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 

 

𝐷𝐷(𝑦𝑦>0)
                     0                      𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

 

𝐷𝐷
 

 
4. 利用对换对称性计算 

若积分域 D 关于𝑦𝑦 = 𝑥𝑥对称,则 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
 

𝐷𝐷
�𝑓𝑓(𝑦𝑦, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝐷𝐷
 

 
3.2 三重积分       积分符号𝑑𝑑𝑑𝑑 

物理意义：以𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)为体密度有限空间体Ω质量的代数和 

计算方法：把三重积分化为累次积分 
1. 在直角坐标系下 

1）先一后二 

先一后二适合于柱形域�
(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝛹𝛹(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  投影到𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥面为定图

形 

     ∭ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 
Ω

= ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏
𝑎𝑎 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦2(𝑥𝑥)

𝑦𝑦1(𝑥𝑥) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛹𝛹(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜑𝜑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  

2）先二后一  

先二后一适合于片型域� 𝑎𝑎 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝑏𝑏
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷𝑧𝑧

   截面与 z 有关 

   ∭ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 
Ω

= ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑚𝑚 ∬ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜎𝜎1  

2. 在柱坐标系下   

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

= � 𝑓𝑓(𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃 , 𝑟𝑟 sin𝜃𝜃 , 𝑧𝑧)𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 
注：适合用柱坐标的被积函数如： 

𝜑𝜑(𝑧𝑧)𝑓𝑓(�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) 

适合用柱坐标的积分域： 柱面，锥面，两者所围成区域 
3. 在球坐标系下 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

= � 𝑓𝑓(𝜌𝜌 sin𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 , 𝜌𝜌 sin𝜑𝜑 sin𝜃𝜃 ,𝜌𝜌 cos𝜑𝜑)𝜌𝜌2 sin𝜑𝜑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌2 sin𝜑𝜑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

�
𝑥𝑥 = 𝜌𝜌 sin𝜑𝜑 cos𝜃𝜃
𝑦𝑦 = 𝜌𝜌 sin𝜑𝜑 sin𝜃𝜃
𝑧𝑧 = 𝜌𝜌 cos𝜑𝜑

 

 



注：适合用球坐标的被积函数 

𝑓𝑓(�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) 

适合用球坐标的积分域： 球面，
1
4
球体(如限制在第一卦限内)，球壳 

 
 
 
 

4. 利用对称性和奇偶性 
若积分域Ω关于𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥坐标面对称，则： 

         � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

= �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,−𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

Ω(𝑧𝑧>0)

                        0                       𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,−𝑧𝑧) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
   

若积分域Ω关于𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦坐标面对称，则： 

  � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

= �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

Ω(𝑥𝑥>0)

                        0                       𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
 

若积分域Ω关于𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧坐标面对称，则： 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

= �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

Ω(𝑦𝑦>0)

                        0                       𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
 

5. 利用轮换对称性计算 
当积分域表达式中 x,y,z 任意交换位置，积分域不变时，称其具有轮换对

称性，常见于 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2，𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 𝐶𝐶，𝐿𝐿 �𝑥𝑥
2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 0  

以Ω：𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2为例，则： 

� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
 

Ω

� 𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
3
� (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)𝑑𝑑𝑑𝑑

 

Ω

≠
1
3
� 𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑

 

Ω

 

Ω

 

Ω

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3.3 一型曲线      积分符号𝑑𝑑𝑠𝑠 

   物理意义：∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑠𝑠 
𝐶𝐶 表示以𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)为线密度的曲线 C 质量代数和 

   几何意义：∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑠𝑠 
𝐶𝐶 表示以 C 为准线，母线平行于 oz 轴的柱面介于

oxy 平面与𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)之间面积的代数和 

       性质：与路径方向无关     ∫   
𝐿𝐿(𝐴𝐴—𝐵𝐵) = ∫   

𝐿𝐿(𝐵𝐵—𝐴𝐴)  

       计算方法： 
（一）直接法 

1）若𝐶𝐶: �
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)           𝛼𝛼 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝛽𝛽  

   则 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑠𝑠 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡))�𝑥𝑥′2(𝑡𝑡) + 𝑦𝑦′2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝛽𝛽
𝛼𝛼

 
𝐶𝐶  

   此时积分上下限：由小到大 
设空间曲线 L 的方程为： 

�
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡)

         𝛼𝛼 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝛽𝛽         

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑠𝑠 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑧𝑧(𝑡𝑡))�𝑥𝑥′2(𝑡𝑡) + 𝑦𝑦′2(𝑡𝑡) + 𝑧𝑧′2(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛽𝛽

𝛼𝛼

 

𝐶𝐶
 

2）若𝐶𝐶: 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥),           𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏 

         则∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑠𝑠 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦(𝑥𝑥))�1 + 𝑦𝑦′2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏
𝑎𝑎

 
𝐶𝐶  

3）若𝐶𝐶: 𝜌𝜌 = 𝜌𝜌(𝜃𝜃),           𝛼𝛼 ≤ 𝜃𝜃 ≤ 𝛽𝛽 

         则∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑠𝑠 = ∫ 𝑓𝑓(𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌,𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌)�𝜌𝜌2(𝜃𝜃) + 𝜌𝜌′2(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝜃𝜃𝛽𝛽
𝛼𝛼

 
𝐶𝐶  

注：常用曲线： 
1. 心形线        𝜌𝜌 = 𝑎𝑎(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) 

2. 星形线        𝑥𝑥
2
3 + 𝑦𝑦

2
3 = 𝑎𝑎

2
3    �𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3𝑡𝑡

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑡𝑡  

3. 摆线          �
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎(𝑡𝑡 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)    参数方程计算 

4. 双纽线        (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)2 = 𝑎𝑎2(𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2)  𝜌𝜌2 = 𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 
（二）利用奇偶性 

1）若积分曲线关于 x 对称，则： 

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
 

𝐶𝐶
�

2 � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝐶𝐶(𝑥𝑥≥0)
       𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

                     0                      𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
 

2）若积分曲线关于 y 对称，则： 

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
 

𝐶𝐶
�

2 � 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝐶𝐶(𝑦𝑦≥0)
       𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

                     0                      𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
 



3.4 二型曲线        积分符号𝑑𝑑𝑠𝑠 
   物理意义：变力沿曲线做功 

   性质：与路径方向有关    ∫   
𝐿𝐿(𝐴𝐴—𝐵𝐵) =—∫   

𝐿𝐿(𝐵𝐵—𝐴𝐴)  

   计算方法： 
1. 平面二型线积分 
（一）直接法 

设𝐿𝐿: �
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)           𝑡𝑡 ∈ [𝛼𝛼,𝛽𝛽] 则： 

� 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = � [𝑃𝑃(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡))𝑥𝑥′(𝑡𝑡) + 𝑄𝑄(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡))𝑦𝑦′(𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛽𝛽

𝛼𝛼

 

𝐿𝐿
 

 此时积分上下限：从起点到终点，与大小无关 
 

（二）格林公式 

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄
 

𝐶𝐶
= � (

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝐷𝐷
 

适用范围：C 单连通或复连通域 （平面闭曲线） 
注：对于不封闭曲线但适合用格林公式计算可采用补线用格林公式 

格林公式意义：将闭曲线上二型线积分转化为积分域在线包围区域内的二重积分 
 

（三）与路径无关 
1）判定： 

1.D 上任意闭曲线 C,有∮ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 
𝐶𝐶 =  0 

2.D 上第二型曲线积分∫ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 
𝐴𝐴𝐴𝐴 与路径无关 

3. 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄是全微分 

4. 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

 

常见常用：
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

  （区域 D 单连通） 

2）计算方法： 
1. 改换路径 

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄
 

𝐶𝐶
= � 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)
 

常见：先 x 轴方向后 y 轴方向，先 y 轴方向后 x 轴方向 
特殊：x 或 y 在分母位置出现，则选取特殊路径消除分母 

注：对于包含奇异点的二型线积分，可采用转换路径以规避奇异点 

例：计算𝐼𝐼 = ∮ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
4𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 
𝐿𝐿 ,其中 L 是以(1,0)为中心，R 为半径的圆周 

（R≠ 1），取逆时针方向 



          解： 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑦𝑦2−4𝑥𝑥2

(4𝑥𝑥2+𝑦𝑦2)2
,       (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≠ (0,0)  

(1) 若 R<1，则（0,0）点不在曲线围成区域内，由单连通判理一得 
𝐼𝐼 = 0 

(2) 若 R>1，则（0,0）点在曲线围成区域内，由原式与路径无关 
设 C 为椭圆 4𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1 且取逆时针方向，则 

𝐼𝐼 = �
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
4𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿

= �
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
4𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

 

𝐶𝐶

 = �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
 

𝐶𝐶
  =  �(1 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝐷𝐷

 =  𝜋𝜋 

总结：被积表达式分母上包含奇异点（0,0），除奇异点外
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
，则 

① 如果闭曲线围成区域不包含原点，则积分值等于 0 
② 包含原点的任何回路积分值均相等 
③ 包含原点时路径选择根据分母形式 

           常见： 
                                 

� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
4𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿
   ,    � 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦−𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿
  ,    � 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿
 ,

 � (𝑥𝑥−𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑−(𝑥𝑥+𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿
   ,    � (𝑥𝑥+𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑−(𝑥𝑥−𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2+𝑦𝑦2

 

𝐿𝐿
 

 
2. 利用原函数： 

存在𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄，则由牛顿，莱布尼茨公式： 

� 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄
(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)
= 𝐹𝐹(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) —  𝐹𝐹(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) 

                   求原函数方法：偏积分/凑微分 
（四）转换为一型曲线积分 

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄
 

𝐶𝐶
=  � (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄)𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝐿𝐿
 

对应关系   �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 

2. 空间二型线积分： 
（一）直接法 

设𝐿𝐿:�
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡)

       𝑡𝑡 ∈ [𝛼𝛼,𝛽𝛽]  

则：∫ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 
𝐿𝐿  

= � {𝑃𝑃[𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑧𝑧(𝑡𝑡)]𝑥𝑥′(𝑡𝑡) + 𝑄𝑄[𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑧𝑧(𝑡𝑡)]𝑦𝑦′(𝑡𝑡)]
𝛽𝛽

𝛼𝛼

+ 𝑅𝑅[𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑧𝑧(𝑡𝑡)]𝑧𝑧′(𝑡𝑡)}𝑑𝑑𝑑𝑑 
此时积分上下限：从起点到终点 



（二） 斯托克斯公式 

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
 

𝐶𝐶
= � (

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + (
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + (
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝐷𝐷
 

或记做：∮ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 
𝐶𝐶 =  

                                                         ∬   𝑠𝑠 A

dydz dzdx dxdy
∂
∂x

 ∂
∂y

 ∂
∂z

P Q R

 𝑑𝑑𝑑𝑑 

L 为空间曲线，S 为空间以 L 为边界曲面，方向满足右手螺旋定则 
 

适用范围：C 为空间闭曲线 
常见常用于：对平面与空间体的交线积分 
注：1.当 z=0 时，dz=0 化为平面曲线，斯托克斯公式变为格林公式。 
   2.当曲线不封闭但形式适合运用斯托克斯公式，可选择补线法 

    3.当积分为平面与空间体交线时，若平面方程较简单，可选择利 
用平面表达式将 z 化为 x，y 函数利用格林公式计算 

例：计算𝐼𝐼 = ∮ (𝑦𝑦2 − 𝑧𝑧2)𝑑𝑑𝑑𝑑 + (2𝑧𝑧2 − 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑 + (3𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿 ,其中 L 是

平面 x+y+z=2 与柱面|𝑥𝑥| + |𝑦𝑦| = 1的交线，从 z 轴正向看去，L
为逆时针 

【解 1】𝐼𝐼 = ∬   
𝛴𝛴

1
√3

 1
√3

 1
√3

∂
∂x

∂
∂y

 ∂
∂z

 y2-z2  2z2-x2  3x2-y2
 𝑑𝑑𝑑𝑑 

         = - 2
√3
∬ (4𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑆𝑆  

         =- 2
√3
∬ (4𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑆𝑆  

         = -2∬ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 6)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑆𝑆  

         =-12∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐷𝐷  = -24 

【解 2】𝑧𝑧 = 2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦         𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑    C: 𝑥𝑥| + |𝑦𝑦| = 1 

𝐼𝐼 = �[𝑦𝑦2 − (2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2]𝑑𝑑𝑑𝑑 + [2(2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 − 𝑥𝑥2]𝑑𝑑𝑑𝑑 + (3𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2)(−𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑)
 

𝐶𝐶

 

= ∮ [2𝑦𝑦2 − 3𝑥𝑥2 − (2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2]𝑑𝑑𝑑𝑑 + [2(2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 𝑦𝑦2 − 4𝑥𝑥2]𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐶𝐶  

由格林公式  = ∬ [−4(2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) − 8𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 − 2(2 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐷𝐷  

由奇偶性    = −12∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐷𝐷  =-24       



斯托克斯公式意义：将二型线积分转化为积分域在定线包围区域内的

二型面积分 
（三） 与路径无关  （较少） 

满足：
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

，
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

，
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

 

则: ∮ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 
𝐶𝐶 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧)

(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0,𝑧𝑧0)  

 
 

3.5 一型曲面      积分符号𝑑𝑑𝑆𝑆 
    物理意义：以𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)为面密度的曲面 S 的质量的代数和 

    性质：与积分曲面方向无关   ∬ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑆𝑆  =  ∬ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑆𝑆  
−𝛴𝛴   

𝛴𝛴  

计算方法： 
1） 直接法 

𝛴𝛴: 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦)       (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷 

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑆𝑆 
 

𝛴𝛴

=  �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦))�1 + 𝑧𝑧′𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧′𝑦𝑦2
 

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑 

积分域𝐷𝐷:曲面𝛴𝛴在𝑥𝑥𝑥𝑥面上投影 

若无法写成 z=z(x,y),但可以写成 x=x(y,z)或 y=y(x,z),可向不同面投影 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)               𝑑𝑑𝑆𝑆 = �1 + 𝑥𝑥′𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥′𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)               𝑑𝑑𝑆𝑆 = �1 + 𝑦𝑦′𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦′𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑 

2） 利用奇偶性 
若曲面Σ关于𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥坐标面对称，则： 

              � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,−𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

Σ(𝑧𝑧>0)

                        0                       𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,−𝑧𝑧) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

 

Σ

 

若积分域Ω关于𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦坐标面对称，则： 

              � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

𝛴𝛴(𝑥𝑥>0)
                        0                       𝑓𝑓(−𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

 

𝛴𝛴
 

若积分域Ω关于𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧坐标面对称，则： 

              � 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
     2� 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑     𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

 

𝛴𝛴(𝑦𝑦>0)
                        0                       𝑓𝑓(𝑥𝑥,−𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

 

𝛴𝛴
 

 
 
 



 
3） 利用轮换对称性 

常见于当积分面为𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2，𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 𝐶𝐶时 

例：曲面𝛴𝛴：𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2 

�𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛴𝛴

= �𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛴𝛴

= �𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛴𝛴

=
1
3
�(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝛴𝛴

 

=
1
3
�𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝛴𝛴

=
1
3
𝑅𝑅2  · 4𝜋𝜋𝑅𝑅2 

       注：只有线面积分才能代入，因为只有线面积分才沿着给定方程方向， 
           二重、三重积分为积分域，积分域内点均可代入，无某一确定轨迹。 
           重积分的区域由不等式决定，线面积分的区域由等式决定 

不等式无法代入，等式可以 
 
 

3.6 二型曲面       积分符号𝑑𝑑𝑆𝑆 
    物理意义：流体通过给定曲面一侧的流量 

性质：与积分面方向有关  

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  =  −�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  
 

−𝛴𝛴

 
 

𝛴𝛴

 

 计算方法： 
1） 直接法（分面投影法） 

设曲面： 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦)，  (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷 
则 

�𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
 

𝛴𝛴

 =  ±�𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦))
 

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑 

2） 高斯公式 

�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
 

𝛴𝛴外

=  �(
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)
 

Ω

 𝑑𝑑𝑑𝑑 

适用范围：𝛴𝛴为空间内封闭曲面 
当曲面不封闭但仍形式适合用高斯公式时，可以补面用高斯公式 
高斯公式描述了空间曲面外侧二型面积分与该封闭曲面所围成空间体

的三重积分间的关系。 
3）  转化成第一型曲面积分 

�(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛾𝛾)𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛴𝛴

 =  �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
 

𝛴𝛴

 



 �
𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 =  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 =  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛾𝛾 =  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

 

      总结注： 
格林公式，高斯公式完成的是线、面积分到重积分的过渡，使用后的

表达式不可再代入给定方程， 
      斯托克斯公式完成的是二型线到二型面积分过渡，为线面积分转化关

系，使用后仍可带入给定曲面方程。 
 
 
 
3.7 黎曼积分应用——质心、形心、转动惯量   
1.质心 

             𝑥̅𝑥 = ∫ 𝑥𝑥𝜇𝜇(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺
∫ 𝜇𝜇(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺

,𝑦𝑦� = ∫ 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺
∫ 𝜇𝜇(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺

, 𝑧𝑧̅ = ∫ 𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺
∫ 𝜇𝜇(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺

 

2.形心 
若𝛺𝛺是一个由同种材质组成的有限集合体，𝜇𝜇(𝑃𝑃)为常数，则质心与密度无

关，只与形状有关，称为形心 

𝑥̅𝑥 =
∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝛺𝛺 
𝛺𝛺
𝛺𝛺

,𝑦𝑦� =
∫ 𝑦𝑦𝑦𝑦𝛺𝛺 
𝛺𝛺
𝛺𝛺

, 𝑧𝑧̅ =
∫ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝛺𝛺 
𝛺𝛺
𝛺𝛺

 

3.转动惯量 
 几何形体的转动惯量：密度𝜇𝜇(𝑃𝑃) 

𝐼𝐼 = �𝜇𝜇(𝑃𝑃)
 

𝛺𝛺

𝑟𝑟2(𝑃𝑃)𝑑𝑑𝛺𝛺 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



四． 场论初步 

4.1 梯度 

若𝑢𝑢可微，则梯度𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑢𝑢 = (𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

) ，记为𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑢𝑢 或 ∇𝑢𝑢 

它的大小是数量场在点 M 处所有方向导数的最大值，它的方向是取到这个

最大值所沿的那个方向. 
4.2 散度 

对向量𝐴𝐴 = (𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅)，则𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢𝑣⃗𝑣) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑣⃗𝑣) + 𝑣⃗𝑣 · 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 
 
4.3 旋度 

对向量𝐴𝐴 = (𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅)，则𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴  =  {𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
− 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
} 

                          =  

dydz dzdx dxdy
∂
∂x

 ∂
∂y

 ∂
∂z

P Q R

  

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢𝑣⃗𝑣) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑣⃗𝑣  + (𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑢𝑢)  ×   𝑣𝑣���⃗  
4.4  场 

1）无旋场 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴  = 0 

2）无源场 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴 = 0 

3）保守场 𝐴𝐴 = (𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅)满足∫ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 
𝐴𝐴𝐴𝐴 与路径无关 

4）调和场 即无源又无旋 
4.5 常见结论 

1. 梯度场是无旋场 

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑢𝑢) = 0�⃗  

2. 旋度场是无源场 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑣𝑣���⃗ ) = 0 

3.  

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑢𝑢) =
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

 

 
 
 
 
 
 
 



五． 无穷级数 

5.1 数项级数敛散性 
（一）级数的概念与性质 

1. 级数的概念  
无穷级数： ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛  = ∞

𝑛𝑛=1 𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2 +··· +𝑢𝑢𝑛𝑛 +··· 
无穷级数的部分和数列   𝑆𝑆𝑛𝑛 =  ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1   

�𝑢𝑢𝑛𝑛 
∞

𝑛𝑛=1

= lim
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑛𝑛  =  �
            𝑆𝑆            收敛

极限不存在     发散
   

 
2. 级数的性质 

1） 若∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 收敛于 s，则∑ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 也收敛，且和为 ks 
2） 若∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 和∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 分别收敛 s,𝜎𝜎 ,则∑ (𝑢𝑢𝑛𝑛±𝑣𝑣𝑛𝑛 )∞

𝑛𝑛=1 收敛于

𝑠𝑠 ± 𝜎𝜎 
注：收敛±发散=发散； 发散±发散=不确定 

3） 在级数中去掉、增添或改变有限项不改变级数的敛散性 
4） 收敛级数加括号仍收敛且和不变 

和式加括号收敛，原式不一定收敛 ：1-1+1-1+1-1··· 
和式加括号发散，原级数一定发散 

5） ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 收敛 → lim

𝑛𝑛→∞
𝑢𝑢𝑛𝑛  =  0 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑢𝑢𝑛𝑛  =  0是∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 收敛的必要非充分条件 

 
（二）级数的审敛准则 
（1） 正项级数 （∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 ,𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0） 
                                 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≥ 0 → 𝑆𝑆𝑛𝑛单调增，则： 

                                ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 收敛 ↔ 𝑆𝑆𝑛𝑛有上界  （充分必要条件） 

1） 比较判别法 

 设𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 𝑣𝑣𝑛𝑛,则�
∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 收敛，则∞
𝑛𝑛=1 ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 收敛∞

𝑛𝑛=1

∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 发散，则∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 发散∞
𝑛𝑛=1

∞
𝑛𝑛=1

 

2） 比较判别法极限形式 

设 lim
𝑛𝑛→∞

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛

= 𝑀𝑀 

  若 0<M<+∞,则∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 , ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 同敛散性 

① 若 M=0,    则�
∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 收敛，则∞
𝑛𝑛=1 ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 收敛∞

𝑛𝑛=1

∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 发散，则∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 发散∞
𝑛𝑛=1

∞
𝑛𝑛=1

 

② 若 M=+∞，则�
∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 收敛，则∞
𝑛𝑛=1 ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 收敛∞

𝑛𝑛=1

∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 发散，则∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 发散∞
𝑛𝑛=1

∞
𝑛𝑛=1

 

 



注：常用的𝑣𝑣𝑛𝑛形式： 

1. ∑ 1
𝑛𝑛𝑝𝑝

∞
𝑛𝑛=1     �

𝑝𝑝 > 1    收敛

𝑝𝑝 ≤ 1   发散
 

2. ∑ 𝑎𝑎𝑞𝑞𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1   (𝑎𝑎 > 0, 𝑞𝑞 > 0) �

𝑞𝑞 < 1  收敛

𝑞𝑞 ≥ 1  发散
  

3） 比值判别法： 

   设 lim
𝑛𝑛→∞

𝑢𝑢𝑛𝑛+1
𝑢𝑢𝑛𝑛

=  𝜌𝜌,则∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 �

𝜌𝜌 < 1   收敛

𝜌𝜌 > 1   发散

   𝜌𝜌 = 1  不确定

 

4） 根值判别法： 

   设 lim
𝑛𝑛→∞

�𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 =  𝜌𝜌，则∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 �

𝜌𝜌 < 1   收敛

𝜌𝜌 > 1   发散

   𝜌𝜌 = 1  不确定

 

注： 
比值法，根值法使用方便，但适用范围较窄，对某些明显发散级数无法判定 
标志性符号：𝑎𝑎𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛! 
例：∑ 𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1  
比较法和比较法极限使用较复杂，但适用范围广，常与不等式结合考察 
标志性符号：𝑛𝑛𝑝𝑝, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑝𝑝𝑛𝑛 

例：正项级数∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛 ，∞
𝑛𝑛=1 ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 均收敛∞

𝑛𝑛=1  ，则 

        ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛2∞
𝑛𝑛=1  , ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 , ∑ �𝑣𝑣𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑝𝑝

∞
𝑛𝑛=1 (𝑝𝑝 > 1)均收敛   

（2） 交错级数  （∑ (−1)𝑛𝑛−1𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 ,𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0） 

莱布尼茨准则：若（1）𝑢𝑢𝑛𝑛单调减；（2） lim
𝑛𝑛→∞

𝑢𝑢𝑛𝑛  =  0 

              则∑ (−1)𝑛𝑛−1𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=1 收敛 

（3） 任意项级数 
绝对收敛与条件收敛 

① 绝对收敛的级数一定收敛 ，即∑ |𝑢𝑢𝑛𝑛| ∞
𝑛𝑛=1 收敛→ ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∞

𝑛𝑛=1 收敛 

② 条件收敛的级数的所有正项（负项）构成的级数一定发散 
 
 
 
 
 
 
 
 



5.2 幂级数 
（一）收敛半径 收敛区间 收敛域 

定理一 阿贝尔引理 
（1） 若∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1 当𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0(𝑥𝑥0 ≠ 0)时收敛，则 ||𝑥𝑥| < |𝑥𝑥0|时，

∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1 绝对收敛 

（2） 若∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1 当𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0时发散，则||𝑥𝑥| > |𝑥𝑥0|时， 

∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1 发散 

             注：若幂级数∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 在点𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0处条件收敛，则点𝑥𝑥0必为该幂

级数收敛区间（-R,R）的一个端点 

              定理 2： 若 lim
𝑛𝑛→∞

| 𝑎𝑎𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛

| =  𝜌𝜌,则𝑅𝑅 = 1
𝜌𝜌
 

              定理 3： 若 lim
𝑛𝑛→∞

�|𝑎𝑎𝑛𝑛|𝑛𝑛 =  𝜌𝜌,则𝑅𝑅 = 1
𝜌𝜌
 

             收敛半径：   R 
             收敛区间： （-R,R） 
             收敛域：   （-R,R）+点 𝑥𝑥0 = ±𝑅𝑅处敛散性 
 
 
 

（二）幂级数的基本性质 
1）有理运算性质 

设∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 的收敛半径为R1，∑ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=1 的收敛半径为R2， 
  令 R=min{R1 , R2},则当𝑥𝑥 ∈ (−𝑅𝑅,𝑅𝑅) 
① ∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=0 ± ∑ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 = ∑ (𝑎𝑎𝑛𝑛 ± 𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=0  
②  (∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=0 ) · (∑ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛)∞
𝑛𝑛=0 = ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=0  
 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑏𝑏𝑛𝑛−1 +··· +𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏0 

③ 除法：
∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0

∑ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0

=  ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0  

注：只说明在（-R,R）范围内成立，未说明新得出级数的收敛

半径为 R，需重新计算 
2） 分析性质 

设幂级数∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 的收敛半径为 R，和函数𝑆𝑆(𝑥𝑥),则 

（1） 连续性：和函数𝑆𝑆(𝑥𝑥)在其收敛域上连续 
（2） 可导性：和函数𝑆𝑆(𝑥𝑥)在（-R,R）上可导 

     且可逐项求导，半径不变 

                      𝑆𝑆′(𝑥𝑥) = ��𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

�
′

=  �(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛)′
∞

𝑛𝑛=0

=  �𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=0

 

（3） 可积性：和函数𝑆𝑆(𝑥𝑥)在（-R,R）上可积 
                          且可逐项积分，半径不变 

      ∫ 𝑆𝑆(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 = ∫ ∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 =  ∑ ∫ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥
0

∞
𝑛𝑛=0 = ∑ 1

𝑛𝑛+1
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1∞

𝑛𝑛=0    

 
 



（三）函数的幂级数展开 
定理 1 如果函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)能展开为𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0的幂级数，则展开式唯一，

为∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥0)
𝑛𝑛!

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 ,称其为𝑓𝑓(𝑥𝑥)在𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0处的泰勒级数 

能否展开看带有拉格朗日余项的泰勒展开的余项极限值是否为 0 
     注：常用展开式： 

(1) 1
1−𝑥𝑥

= 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 +··· +𝑥𝑥𝑛𝑛 +···                   (−1 < 𝑥𝑥 < 1) 

         (2) 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2!
+··· + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!
+···                  (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞) 

         (3) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3

3!
+··· + (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥2𝑛𝑛−1

(2𝑛𝑛−1)!
+··      (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞) ·    

(4)  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1 − 𝑥𝑥2

2!
+··· + (−1)𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
+···           (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞) 

         (5) ln(1 + 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

2
+··· + (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛
+···   (−1 < 𝑥𝑥 ≤ 1)         

         (6)(1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 = 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛼𝛼(𝛼𝛼−1)𝑥𝑥2

2!
+··· + 𝛼𝛼(𝛼𝛼−1)···(𝛼𝛼−𝑛𝑛+1)𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!
+···  

                                               (−1 < 𝑥𝑥 < 1)      
       展开方法： 

1）直接展开法：根据定理 
2）间接展开法：根据函数展开的唯一性，从某些已知函数的展开式出

发，利用幂级数的性质（四则运算，逐项求导，逐项积分）及变量

代换等方法，求得所给函数的展开式。 
 

5.3 级数求和 
1. 幂级数求和 

同幂级数展开 
注：常用公式 

 (1) 1
1−𝑥𝑥

= 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 +··· +𝑥𝑥𝑛𝑛 +·· ∑ 𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 ·                   (−1 < 𝑥𝑥 < 1) 

(2) 1
1+𝑥𝑥

= 1 − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 −··· +(−1)𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 +·· ∑ (−1)𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0   (−1 < 𝑥𝑥 < 1) 

         (2) 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2!
+··· + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!
+·· = · ∑ 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!
∞
𝑛𝑛=0               (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞) 

         (3) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3

3!
+··· + (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥2𝑛𝑛−1

(2𝑛𝑛−1)!
+·· =  ∑ (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥2𝑛𝑛−1

(2𝑛𝑛−1)!
∞
𝑛𝑛=0   ·  

                                                             (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞)  

(4)  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1 − 𝑥𝑥2

2!
+··· + (−1)𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
+··· =  ∑ (−1)𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
∞
𝑛𝑛=0            

                                       (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞)   

         (5) ln(1 + 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

2
+··· + (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛
+··· ∑ (−1)𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛
∞
𝑛𝑛=0    

                                                             (−1 < 𝑥𝑥 ≤ 1)        



         (6)(1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 = 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛼𝛼(𝛼𝛼−1)𝑥𝑥2

2!
+··· + 𝛼𝛼(𝛼𝛼−1)···(𝛼𝛼−𝑛𝑛+1)𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!
+···  

                                                          (−1 < 𝑥𝑥 < 1)     
2. 常数项级数求和 

数项级数∑ 𝑏𝑏𝑏𝑏∞
𝑛𝑛=0 满足： 

�𝑏𝑏𝑏𝑏
∞

𝑛𝑛=0

=  �𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥0𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

= 𝑆𝑆(𝑥𝑥0) 

           即：将问题转化成求常数项级数所对应的幂级数在某一特定点的和

函数值 
 

5.4 傅里叶级数 
(一) 傅里叶系数与傅里叶级数 

傅里叶系数： 

𝑎𝑎0 =  
1
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
               

𝑎𝑎𝑛𝑛 =  
1
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
           𝑛𝑛 = 0,1,2      

           𝑏𝑏𝑛𝑛 =  1
𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋

−𝜋𝜋            𝑛𝑛 = 1,2   

𝑓𝑓(𝑥𝑥)~
𝑎𝑎0
2

+ �(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞

𝑛𝑛=1

 

(二) 收敛定理（狄利克雷条件） 
设𝑓𝑓(𝑥𝑥)在[−𝜋𝜋,𝜋𝜋]上有连续或有有限个第一类间断点，且只有有限个

极值点，则𝑓𝑓(𝑥𝑥)的傅里叶级数在[−𝜋𝜋,𝜋𝜋]上处处收敛，且收敛于 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧                 𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)              𝑥𝑥为𝑓𝑓(𝑥𝑥)的连续点

       𝑆𝑆(𝑥𝑥) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥+) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥−)

2
    𝑥𝑥为𝑓𝑓(𝑥𝑥)的间断点

𝑆𝑆(𝑥𝑥) =
𝑓𝑓((−𝜋𝜋)+) + 𝑓𝑓(𝜋𝜋−)

2
          𝑥𝑥 = ±𝜋𝜋

 

 
(三) 函数展开为傅里叶级数 

1. 周期为2𝜋𝜋的函数的展开 
（1）[−𝜋𝜋,𝜋𝜋]上展开 

     

𝑎𝑎𝑛𝑛 =  
1
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
           𝑛𝑛 = 0,1,2 ···      

           𝑏𝑏𝑛𝑛 =  1
𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋

−𝜋𝜋            𝑛𝑛 = 1,2 ···   

（2）[−𝜋𝜋,𝜋𝜋]上奇偶展开 
  ①𝑓𝑓(𝑥𝑥)为奇函数 

         𝑎𝑎𝑛𝑛 =  0    

           𝑏𝑏𝑛𝑛 =  2
𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋

0            𝑛𝑛 = 1,2 ··· 



② 𝑓𝑓(𝑥𝑥)为偶函数 

𝑎𝑎𝑛𝑛 =  
2
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝜋𝜋

0
           𝑛𝑛 = 0,1,2 ···      

                                                    𝑏𝑏𝑛𝑛 =  0 
④ 在[0,𝜋𝜋]上展开为正弦或展为余弦 

展为正弦函数：在[−𝜋𝜋, 0]做奇延拓 
展为余弦函数：在[−𝜋𝜋, 0]做偶延拓 

2. 任意周期2𝑙𝑙函数的展开 

𝑎𝑎𝑛𝑛 =  
1
𝑙𝑙
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑙𝑙
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙

−𝑙𝑙
           𝑛𝑛 = 0,1,2 ···      

        𝑏𝑏𝑛𝑛 =  1
𝑙𝑙 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑙𝑙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑙𝑙

−𝑙𝑙            𝑛𝑛 = 1,2 ···   

2）[−𝜋𝜋,𝜋𝜋]上奇偶展开 
  ①𝑓𝑓(𝑥𝑥)为奇函数 

         𝑎𝑎𝑛𝑛 =  0    

           𝑏𝑏𝑛𝑛 =  2
𝑙𝑙 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑙𝑙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑙𝑙

0            𝑛𝑛 = 1,2 ··· 

② 𝑓𝑓(𝑥𝑥)为偶函数 

𝑎𝑎𝑛𝑛 =  
2
𝑙𝑙
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑙𝑙
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙

0
           𝑛𝑛 = 0,1,2 ···      

                                                    𝑏𝑏𝑛𝑛 =  0 
 
 


