











































































































注意
①当为线性组合时拆成两个⾮⻬⽅程分别求通解
② 求导的时候 然 作为部分

CHMsspxtscxjs in3x 作另部分

⽤莱布尼茨公式求导不要展开这样易保存形式

③耐⼼求导 仔细⽐对系数

多元函数

极限计算
不可⽤洛必达 单调有界定理

来挤是理 重要极限换元换成鼎豳豳州啊
极坐标化简

x rcssotrsino
cx gs co r 0














































































































可微等价的极限形式

in fxntflxoiifcxinx XD fy m
x加⽐啊 x_x 㢨以7 F

O

可微的话 ⼆扣⻔

dzhx igifx no dxtfny my

复合函数求导⽐较麻烦要多做题体会

隐函数 ⼀个⽅程三个变量

FIX y Z 满⾜ Flxo下 Z 0

Fix 到 to

则FIX下班 lx no 到某邻域上唯⼀确定

Eflx 有叕⼆
⽚迴
感⼼ 7 Z














































































































哥 -
1家 迪
FEcx in z

注意是对中间变量

这是试法 要先写成Fix 归 的形式

还有直接法 直接对⽅程两边求导要分清谁是谁还数

还有⽆脑全微分法 ⼀切变量平等后根据全微分

形式确定出偏导

隐函数⽅程组

记 鶚 鬭
对于 FIX以 2 Glx以Z 可以确定下引
Z Zlx














































































































-

迎
2 CXDre

a
z Mit

公式法

装 -
灵器 对中间变量㰃
⼦ 1⾎
⼦以 Z

空间曲线与法平⾯

曲线 以⼒ x ⼼ ⽕了⼼ Eat

在以 到处的切问量为 d 旧 粥 王伯
如果没有t 但 7和油ㄨ表示 切问量为11 张 𤦷

切线⽅程⼆

不⽌ ⼆
订⼆
张

2还
xit Z ⼼

法平⾯ 切问量是它法问量














































































































若曲线以⽅程组
F 以 归 0

Glxy Z 0

确定 切问量为

1 蠿 器 器

曲⾯由隐函数 Fix 归⼼

法同量和切平⾯

法问量⼼ 成的 以 it iylxoiy it 恼加3⽇
切平⾯ 成 x_x ⽚以四⼗隐区到⼆ 0

曲⾯由显函数 ⼆ 加 7 给出
曲⾯⽅程化为 Fix以 班 加 以 Z

法问量为 P__ 灰x in 𢫕加以 -7














































































































⽅向导数
TE casa cop cosy

器 hn ⼆成的了对的了13堆啊 hn io 到

梯度

gradf fcxiitfjlx si

⼆维问量微分算⼦ ⼜ 录许录⼦
沿梯度⽅向增加最快 变化率对梯度取模
沿珓⽅同变化率为0

⼆元函数极值
求出驻点和不可导点 再算fix 揃 痛

⼀个个点代⼊ fix捌⼀⼩刘⼦中 ⼤于内极值点

报 为极⼩值点 拹 为极⼤值点














































































































对于隐函数 两边对x 打求阶偏导020式

令岳 ⼆哥⼆0 得到的式⼦代⼊原⽅程解出驻点

⼆阶偏导则对犳式分别对x 殏导 做驻点值和

叕⼆器 可解出⼆阶编导最后计算Ac 5

条件极值 拉格朗⽇乘数法

⼆ 批 在约束条件 4以 7 0下在点的 处

⽿做值的必要条件为

⼆

抓⼼ ⼗⼋发⼼ ⽅的 对㛏编导亲

tiny ⼗⼋4jcx in 0 对球偏导哥
4 ⼼下的 对⼊求编导录

恰好是 Lcx 以⼊ 加班⼊4 x 擁当于

在⼼万州取⽆条件
2001

极值的必要条件

多个条件约束时⽤多个不同的⼊

我啊根据具体函数变成更容易求导的式⼦只要极值点不变














































































































⼆重积分

①中值定理 拟 7在有界闭区域为连续则在⼝上⾄少

存在⼀点 G 以使得分加 7 d6 - fcs DE

②投影法分区域

积不出考虑换序
翻积分先观察区域看有⽆对称性对等性 分段

还有常数换积分的神奇操作证明题
b a hbdxfddy

③极坐标
适⽤范围 对于积分区域17为圆圆环圆扇形
对于被积函数为 奸巧 哟 xy 腹合函数

不是⽤极坐标不要什么都⽤极坐标
遇到根本⽆法积的就⽤
⼀般都是先积 世积8














































































































仙州 dabgfgflrs no msprdr

对于区域不过原点 ⽤坐标轴平移 先将原被积函数

转换成新坐标系下的函数再进⾏极坐标变换

三重积分

①投影法要找⼀个好的⾯投影
最先积的变量可以轻松找到上下限 先后 ⼆

fddxhipdyjpfcxn DZ
霺 元 范
常要换序即换个先积的变量 平⾏其坐标轴
可轻松得到上下限那种

②截⾯法统⼆后⼀

适⽤于被积函数为单变量函数时积分可化为

先积个好算⾯积的⾯ 再积该单变量














































































































椭圆⾯积 5 - Tabla ⻓ b短

③类似有对称性与对等性但是对于⾯对称

④柱坐标 r az

x rcssatrsino EE
适⽤范围与⼆重积分中的极坐标表示法类似
投影法 not Dna ZECZ ir 孙 ⼆ 的

截⾯法 a迟 动 也 加 1 Z

两个平⾯
⼀

截

⑤球坐标 4 4 0
x fsinhssay fsin 4s no zifcssy
适⽤于积分区域⼝球⼼在原点或球⾯过原点的情况

或顶点在原点 以坐标轴为轴的圆锥不是在斑
被积函数为妊⼦⼗⼆的复合函数 可换⽉调查














































































































⼀般是
gjffǘisinynsatsin4sina fm 93inYdf
固定⼀个⽉ 找中与⼗的关系来积分

积分应⽤

①曲⾯⾯积

曲⾯⽅程⼆ 拟7 ds⼆ 年喻⾯ 2

dxdy
对于⽅程为仁 fly到或让 fix 2 的曲⾯类似

②质⼼ ⼀阶矩

在⼆维空间是对于坐标轴来说的

在三维空间是对于坐标⾯来说的 ⼭ 和坐标和避孕⺟

对于可轴的矩得Mu 求出质⼼横坐标不 哭 鬟
对于ㄨ轴的矩得Mx 求出质⼼纵坐标来㘴 i
dMy xflxindo

dMFyflx gg
⾯积

当协常数时 答中扒 啊提出 不⼆ 步器
D














































































































三维空间类似 ⼗⼆⼗以 7 到简则
不 1笲 _

怂⽐
1119dV

可 1县 Itch
es

⼆ 架 ⼆
⽣恐
坐edV

求质⼼经常要利⽤对称性不会三个坐标都要求出

③转动惯量⼆阶⽮的
对轴或点的转动
⼆维 Ii 119以 7 可知 Iy fcx mx站

D

三维 IF Nfl x可也红了d
e

I y 坐⼗⼋们 旿巧⽐
亚 坐⼗刚 从到了北

对原点⼯ ⼀ 吐 们 喇个巧⽐














































































































④引⼒ ⼝区域内质点对另⼀个⼝外的质点的引⼒

FGmoyt dVElx xin EE

不质点

fix y x_x
吩⽅向后 分别求出 FFGmoN rsdV

Fy GmoytnbdV
FZ am四

⼤ 了⼀ ⽐

⼀般通过对称性淌去Fx Fu Fz某分⼒ 毕竟 P很难积分

对弧⻓的曲线积分

平⾏推⼴上述积分应⽤只是积分为 应⽤ds

加 在曲线让连续 渗数⽅程为 炎炎的㶭

4⼼与4⽐ 连续 且 世啊 4 们 的

则 finds 存在 值为

flat 灿 lxjdt














































































































t可换为ㄨ 即 14
-
2- dx

类似可得三维空间下以⼆ Iticund

对坐标的曲线积分

fpnndxt ⼜以 7 dy ⼏4以 灿 4前⼗2141以灿 悧

斯泰炎莎 更常⽤档参数 给剥
Plxiytxxycxpyiydx

换到⼀个坐标上去算

两类曲线积分的关系

kpcxindxtQMDdyhlcxyjcssxtacxigjcospds
a sn和啊其实也是⼼ 的函数是⼈的单位切问量的⽅向余

弦 将𠃊向量化 rct 4⽐⼼ 4内扣
切问量 ritkyitittcti

cszsn
监 ⼟ 4

Nitti cnpyyiī
与增⻓⽅向⼀致为正 否则为负














































































































格林试 国平为 对坐标的曲线积分 上为平⾯积分

名MMHHQlx mg 仈翇器dxdy
Tinley

PIX4 ⼜以7在⼝连偏

利⽤ ⼆ 哥⽃求图形⾯积 取 加 X ⼗的 周围图形

的曲线来求出⾯积

当曲线 不是闭曲线时⼆

①加⼀条⾦使⼭⼗⼝构成闭曲线要求围成区域中⽆奇导点
②挖去奇导点 ⼀般⽤去 梁哥的情况下
以什么图形挖需要根据原132的形式来定
四个等价命题
前提 P以川与⼜以 7在单连通区域a 中有连偏导

四命题 1 你 Pdxtady 与路径⽆关
2 fcPdxtQdyi sc 内闭曲线
3 G中有 due Pdxtdy
4 G中有 哥⼆ 哥














































































































⽥ 4 与 以 若编导相等 并且新路径与原路径围成

的区域内⽆奇异点 则换个好算的路径评⾏于坐标轴

3中全体原函数为 u fiiipdxtadytc
lx it 如⼼ can 以2 沿平⾏坐标轴直线积分

yiyo X_X
No 7 X y x 7

go do

求原函数也可⽤解偏微分⽅程的⽅法 四个等价保证是有解

due 恐 dxt䂬dy u 1器 dt 41
再代⼊ 器中得解

⼀种可以解的微分⽅程 全微分⽅程
⼏州 州 ⼜以川州⼆0 题微分⽅程的充要条件为梁⼆哥
哥⼆哥 ⼼ due Pdxtzdy 由du 0 则 让 C僀

故全微分⽅程Pdxtady的通解为ucxig 0

利梁⼆哥求出陈双 再对Pdxtady进⾏曲线积分得 u














































































































dxftdyf
保弱概念 LFdEKPlx int ⽨ 叫与路径

⽆关再称向量场成 吐 ⼏州许⼜以引⼦为保畅睁⽛
梯颞

曲线积分的基本定理

hidFPEdFUCD
⼈是A到13点的有问孤

脑 丱以7 许⼜以7⽉是平⾯区域G 元需单连通的⼀个
问量场 助 ⼜在 仩连续并且成 ⾮ 9rad u
因为梯度场 9rad说明⼆是u的导数 刺曲线积
分 hid Fhpdxtad 7与路径⽆关
jgradud Full 3⼈⽐们相当于衍洲以北叫训
grade 巺 许 哥T

T 天

哪 ⼜连续知器器连续故⾮ Pdxtady
存在 三 新仍成⽴ 梁 ⼆哥不需要成⽴了


