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1 能解释成⽅程的根的问题  
 

1.1  ——介值定理（零点存在定理）  

例⼀：设函数  在  上连续，且 ，求证：存在 ，

使得 .

分析：设 ，即证  在  上有零点. 由已知得： ，所以 

； . 由零点存在定理得证.

例⼆：设  在  上有⼆阶连续导数，若  分别是  在  上的最⼤值和最⼩值，
证明：⾄少存在⼀点 ，使得 .

分 析 ： 设  ， 则  
，

，由零点存在定理得证.

批注：不要被积分吓到了，它就是⼀个常数⽽已.

 

1.2  ——罗尔定理  

难点：构造函数，凑出 .
构造函数的⽅法：1. 直接观察；2. 利⽤定积分；3. 解微分⽅程。

例⼀：设  在  上连续，在  内可导，且 . 证明对任意实数 ，
存在  使得 .

分析：观察 ，前⼀个括号是后⼀个括号的导数，于是构造函数：
，则只需证存在  使 . 由罗尔定理，只需找到  的两个零点，由于 

，还需要找到另⼀个零点，问题转化为 1.1 类型问题. 应⽤零点存在定理即可.

批注：对  的处理及把括号视为整体很关键.

例 ⼆ ： 设   在   上 连 续 ， 在   上 ⼆ 阶 可 导 且 具 有 相 等 的 最 ⼤ 值 ，
，证明存在  使 .



分析：设 ，则 ，还差⼀个零点：若最⼤值同时取到，即再找到了
⼀个零点；否则，在两最⼤值点处  异号，由零点存在定理找到了⼀个零点.  三个零点，由
罗尔定理有  两个零点，又由罗尔定理有  ⼀个零点，命题得证.

批注：本质是⽅程  的根的问题，适于罗尔定理解决. ⼆阶导⼀根 ⼀阶导⼆根 
原函数三根.

例三：设  在  上连续，在  内可导，且 ，求证：存在 ，使得 
.

分析：设 ，则只需证  在  有根. 由于 ，所以由罗尔
定理得证.

批注：这么神仙的构造不是凭空想出来的，⽽是通过积分发现的。整理需要证的式⼦得到：
， 积 分 得 ： ， 化 简 得 ： ， 故 构 造  

.

例 四 ： 设   在   上 连 续 ， 且  ， 求 证 ： 存 在  ， 使 得  
.

分析：设 ，那么问题实际上是：已知 ，求证  在 
 内有根.

设 ，只需证 . 由于 ，所以由罗尔定

理得证.

批注：含有积分上限函数的证明题本质上和⼀般的证明题是⼀样的，看不习惯就换个元好了. 例如下
⾯这道题：

设函数  在区间  上可导， ，且满⾜等式 ，求导数
 的表达式.

解 ： 设  ， 则  ， 且  ， 变 形 ：
， 凑 导 数 ： ， 两 边 积 分 得 ：

，代⼊条件得： ，所以 ，求导有：
，解得： .

例五：设  是区间  上任⼀⾮负连续函数. 试证：存在  使得 .

分析：设 ，则 . 由罗尔定理得证.

批注：熟悉后不必换元了.



例六：设函数  在  上连续，在  内可导， ，求证：存在 ，使得 
.

分析：容易构造函数 ，只需证  在  内有根. 由罗尔定理，只需找
到  的两个零点.

由条件及积分中值定理易知： ，类似
的， . 故 ，得证.

批注：结合积分中值定理去寻找使得罗尔定理成⽴的条件，本质还是罗尔定理.

例七：设  在闭区间  上⼆阶可导，且 ，证明：存在 
，使得 .

分析：构造函数 ，只需证  在  内有根，只需证  有两个根，只
需证  有三个根. 已知 ，又由定积分中值定理有： ，知： ，
于是 ，找到了三个根，命题得证.

批注：如果不能观察出构造的话，直接解微分⽅程也可得到该构造。

例 ⼋ ： 设  ， 且  ， 证 明 ： ， 使  
.

分析：构造函数 ，只需证 . 由于 ，由罗尔
定理得证.

批 注 ： 要 证 的 式 ⼦  
，故构造 

.

 

1.3  ——拉格朗⽇中值定理  

虽然是不等式，不是所谓⽅程的根的问题，但其本质与 1.2 是⼀致的，所以划分到这⼀类下.
难点：构造函数，凑出 .

例⼀：若  在  上连续，在  内有⼆阶导数， ，且存在⼀点 ，使
得 ，求证⾄少存在⼀点 ，使得 .

分析：思路与 1.2 的例⼆如出⼀辙，找3个原函数，2个⼀阶导即可. 题⽬已经给好了3个原函数，于是
应⽤拉格朗⽇中值定理得：  上有 ，  上有 ，再⽤拉格朗⽇中值定理得：

 上有 .



例 ⼆ 【 2019 考 研 数 学 ⼆ 】 ： 已 知 函 数   在   上 具 有 ⼆ 阶 导 数 ， 且  
，证明：

（1）存在 ，使得 ；

（2）存在 ，使得 .

分 析 ： （ 1 ） 由 罗 尔 定 理 ， 需 要 找 到   的 两 个 函 数 值 相 等 的 点 ， 容 易 发 现  
，于是得证.

（ 2 ） 构 造 函 数  ， 则 只 需 证  . 已 知  
， 于 是 在   上 应 ⽤ 拉 格 朗 ⽇ 中 值 定 理 有 ：

，再在  上⽤拉格朗⽇中值定理得： . 得证.

 

 



2 拉格朗⽇与柯西在等式证明中的应⽤  
 

2.1 拉格朗⽇中值定理  

特点：同⼀个中值相关函数是加减关系（  ）. 特别说明：不可⼀概⽽论，有些乘除关系是由构
造出的函数求导得到的，其本质并不是两个函数相乘除，例如 .

解法：单中值构造函数；双中值需要谨慎选取分割点，在两个区间⾥分别应⽤拉格朗⽇中值定理.
难点：构造函数；双中值问题选取分割点.

例 ⼀ ： 设   在   上 可 导 ， 且  ， 证 明 存 在 两 个 不 同 点  ， 使  
.

分析：两个中值——两次中值定理：  均是加减关系，所以是在两个区间上应⽤拉格朗⽇中值定
理. 容易构造函数： ，则只需证 . 没有什么系数，于是等分区间，
分别使⽤拉格朗⽇中值定理命题即可得证.

例⼆：设  在  上连续，在  内可导，且 ，证明对于任意给定的正数 
，在  内⾄少存在两个不同的点 ，使得 .

分析：两个中值——两次中值定理：  都只有⼀个，所以是在两个区间上应⽤拉格朗⽇中值定理.
由介值定理可知，存在  使得 ，在  和  上分别使⽤拉格朗⽇中值定
理有： ，整理两式即可.

批注：经典的拉格朗⽇中值定理双中值问题！分割区间遵循原则：将值域分割为  的两部分. 注意
与例四对⽐.

例三：设  在  上可微， ，  个正数  的和为 ，证明存在  个不同
的数  使得 .

分析：三个中值——三次中值定理：  都只有⼀个，所以是在三个区间上应⽤拉格朗⽇中值
定理. ⽤  将值域   分割成  的三个部分，分别使⽤拉格朗⽇中值定理有：

，整理即可.

批注：和例⼆本质相同.

例四：设  在  上连续，在  内可导，且 ，若 ，求证：
，使得 .



分析：两个中值——两次中值定理：  都只有⼀个，所以是两个区间上应⽤拉格朗⽇中值定理. 在 
 上 分 别 使 ⽤ 拉 格 朗 ⽇ 中 值 定 理 有 ：

，整理两式即可.

批注：经典的拉格朗⽇中值定理双中值问题！分个区间遵循原则：将定义域分割为  的两部分. 注
意与例⼆对⽐.

例 五【 2005考研数学⼀、⼆】： 已 知 函 数   在   上 连 续 ， 在   内 可 导 ， 且  
. 证 明 ： （ 1 ） 存 在  ， 使 得  ； （ 2 ） 存 在 两 个 不 同 的 点  

，使得 .

分析：（1）翻译成⽅程的根的问题，零点存在定理易证. （2）两个中值——两次中值定理：  都
只有⼀个，所以是在两个区间上应⽤拉格朗⽇中值定理. 分别在  上应⽤即可.

批注：  是⼀个巧妙的点：它将定义域分割成了  的两部分，同时又将值域分割成了 
的两部分. 如果没有第⼀问的铺垫，这个  的寻找很困难啊.

 

2.2 柯西中值定理  

特点：同⼀个中值相关函数是乘除关系（  ）.

解法：构造函数.
难点：构造函数.

例⼀：设  在  上连续，在  内可导，且 ，证明在  内⾄少存在两点 ，使得 
.

分析：两个中值——两次中值定理：  只有⼀个，是由拉格朗⽇中值定理产⽣的；  有两个且为除法
关系，是柯西中值定理产⽣的.

应⽤拉格朗⽇中值定理有： ；观察  的形式，构造函数： ，应⽤
柯西中值定理有： .

联⽴两式，原式得证.

例⼆：设  在  上连续，在  内可导， ，证明存在 ，使 .

分析：两个中值——两次中值定理：  只有⼀个，是由拉格朗⽇中值定理产⽣的；  有两个且为乘除
关系，是由柯西中值定理产⽣的.



应⽤拉格朗⽇中值定理有： ；观察  的形式，构造函数： ，应⽤柯
西中值定理有： .

联⽴两式，原式得证.

例三：设  在  上可导， ，证明 ，使 .

分析：容易构造函数 ，则问题转化为证明 . 中值  有两个且为乘

除关系，是由柯西中值定理产⽣的. 观察  的形式，构造函数 ，应⽤柯西中值定理有：
，化简即可.

 

 



3 泰勒展开  
特点：在同⼀个点处多次求导；有⾼阶导；有时有奇怪的数字.
难点：想到⽤泰勒展开；选取展开点.

例⼀：设函数  在  上⼆阶可导，且 ，其中  都是⾮负常数，  是区间
 内任意⼀点，证明： .

分析：将  在  处展开为⼀阶拉格朗⽇余项形式： .
分别将  代⼊后两式相减化简即可.

例⼆：设函数  在  内具有连续的三阶导数，且 ，证明在 
内存在⾄少⼀点 ，使 .

分 析 ： 将   在   处 展 开 为 ⼆ 阶 拉 格 朗 ⽇ 余 项 形 式 ：

. 带 ⼊ 条 件 化 简 得 ：
， . 相减得： . 设

 是  在  上的最⼤值，则 . 命题得证.

例 三 ： 设   有 ⼆ 阶 连 续 导 数 ， ， 证 明 在   内 ⾄ 少 存 在 ⼀ 点  ， 使 得  
.

分析：将  在  处展开为⼀阶拉格朗⽇余项形式： .
分 别 将   代 ⼊ 得 ：

. 代 ⼊ 左 式 得 ：
. 由介值定理得证.

例四：设函数  在  上⼆阶可导， ，且 ，试证：当   时，
.

分 析 ： 将   在   处 展 开 为 ⼀ 阶 拉 格 朗 ⽇ 余 项 形 式 ：
. 分 别 将   代 ⼊ 得 ：

， 两 式 相 减 得 ：
. 故  

. 又由  的任意性可知原
命题成⽴.

 

 



4 带定积分的证明题  
 

4.1 纯积分——设积分上限函数  

积分外没有函数或导数.
积分本质上就是加法，此类题⽬即其离散版本的连续化. 考虑离散情况，我们会想到⽤数学归纳法，⽽连
续化之后，设⼀个积分上限函数相当于在进⾏归纳.

例⼀：设函数  在  上可导，且 ，证明： .

分 析 ： 设  ， 则  . 设  
， 则  （   易 证 ） ， 于 是  

，于是 ，于是 . 命题得证.

例⼆：设  在  上连续且单调增加，求证： .

分 析 ： 设  ， 则  
（ 其

中， ），故 ，命题得证.

例三：设  在  上连续，且 ，证明：

（1）⾄少存在⼀点 ，使得 . （2）⾄少存在不同的两点 ，使得 
.

分析：（1）设 ，只需证明  在  有根. 又 ，代⼊条件得： 

. 所以 ，命题得证.

（2）即证  在  上有两个根. 由（1）知： ，由罗尔定理得证.

 

4.2 积分⾥函数，积分外导数——拉格朗⽇余项形式泰勒展开  

难点：选取展开点.

例 ⼀ ： 设 函 数   在   上 具 有 ⼆ 阶 连 续 导 数 ， 证 明 ： 存 在  ， 使 得  
.



分 析 ： 将   在   处 展 开 为 ⼀ 阶 拉 格 朗 ⽇ 余 项 形 式 ：
. 对其积分化简即可.

例 ⼆ ： 设   在   上 有 ⼆ 阶 连 续 导 数 ， ， 证 明 存 在  ， 使 得  
.

分析：将  在  处展开为⼀阶拉格朗⽇余项形式： . 对其积分化
简即可.

例 三 ： 设   在 区 间   上 有 连 续 的 导 数 ， 且  ， 证 明 ：
.

分析：将  分别在  和  处展开为“零阶”拉格朗⽇余项形式（说⽩了就是拉格朗⽇中值定
理）： ，分别应⽤在
两 个 积 分 上 得 ：

.

批注：拉格朗⽇中值定理可以看作泰勒展开的“零阶”形式，此题满⾜积分⾥函数、积分外导数结
构，所以将其归⼊这⼀类.

例四：设  是  上的可微函数，满⾜ ，证明： .

分 析 ： 对   分 别 在   处 使 ⽤ 拉 格 朗 ⽇ 中 值 定 理 ： ，
. 于 是 ，

. 又 若 取 等 ， 则  
，  在  处不可微，故不能取等，原命题得证.

例 五 ： 设   在   上 有 连 续 的 ⼆ 阶 导 数 ， 求 证 ： 存 在  ， 使  
.

分析：将  在  处展开为⼀阶拉格朗⽇余项形式： . 对其积分
化简即可.

批注：这道题也可设积分上限函数做.
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