
§1.2 极限的概念及其性质

10 极限理论的重要地位

牛顿 (1642  —— 1727)

莱布尼兹 (1646 —— 1716)

创立微积分：

柯西 (1789—— 1857 )

维尔斯特拉斯 (1815 —— 1897)

对极限给出了严格的定义：



2º 数列与收敛数列
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定义 数列是以自然数集 N 为定义域的函数 , 若

记此函数关系为 f , 则

就称为数列 , 记为 { an } , 而 an 称为数列的通项

有界数列: 对于数列 , } { na 如果存在 M > 0 , 使

对一切 n 有 Man 

则称数列 { an } 为有界数列 , 否则称为无界数列



单调数列:

(1) 若对一切 n , 有 1+ nn aa

则称数列 { an } 为单调增数列 .

(2)  若对一切 n , 有 nn aa +1

则称数列 { an } 为单调减数列

本段我们讨论数列 { an } 的极限
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定义 对任意的正数  > 0 , 存在 N > 0 , 当 n > N 时 ,

有 − Aan

则称当 n →时 ,  an 以 A 为极限 , 记作
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我们称有极限 的数列 { an } 为收敛数列 ,  lim Aan
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数列极限的几何意义
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解 1r当 时 , 我们证明 :  lim 0=
→

n

n
r

如果 r = 0 , 则 rn = 0 0n

n
  r  lim

→
 =

下设 . 10  r 对任意的  > 0 ,  要使

=− nn
rr 0

只需 , 
ln

ln
  lnln

r
nrn


  故取 ]

ln

ln
[

r
N


=

则当 n > N 时 ,  就有
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例 n
 r  { }对于数列 ,  证明: 当 时为收敛数列1r



说明: (1)  当 r = 1 时 , , 1=n
r

 为收敛数列}  {
n

r

(2)  当 r = -1 时 , , )(
n1−=n

r 由于其轮番地

取 -1 或 1 , 不接近于任何常数 , 故知

} ){(}  {
n1−=n

r 为发散数列

定理（数列收敛的必要条件）

若 , lim Aan
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=
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则 是有界数列 ,}{  a n

即存在 M > 0 , 使对任意 n 都有  Man 



证明 由 , lim Aan
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则对  = 1 , 存在 N > 0 ,

使当 n > N 时 , 有 , 1=− Aan

于是有

AAAaAAaa nnn ++−+−= 1

取 }  ,  , ,  , max{ AaaaM N += 121 

则对任意的自然数 n , 有

Man 



构成一数列 },  {
kna

定义 在已给数列 中 , 任意取出无限多项排}  { na

成一列 ,  ,  , ,  , 
knnn aaa
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我们称 为 的子数列} {
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证明 ”“ 设 , lim Aan
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则对任意  > 0 ,

存在 N > 0 , 使当 n > N 时 , 有

− Aan

由于 2N > N , 2N+1 > N , 故可取 K = N , 使当

k > K 时 ,  就有 2k > 2K > N , 2k + 1 > N ,  从而有

,  − Aa k2 ,  −+ Aa k 12
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=
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则对任意  > 0 ,  分别存在 K1 > 0 , K2 > 0 , 使当

k > K1 时 , 有 ,  − Aa k2

当 k > K2 时 , 有   −+ Aa k 12

取 N = max{ 2K1 ,  2K2+1 } , 则当 n > N 时 , 必有
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30自变量趋于有限值时函数的极限
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定义：设函数 f (x) 在

x0 的某个邻域 N(x0) 

( 点 x0 可以除外) 内有

定义 ,  A 是一常数 ,  若

对任意给定的正数ε> 0 ,

使当 时,  有− 00 xx

− Axf )(

则称当 时 ,  f (x) 以 A 为极限 , 记作0xx →

Axf
xx

=
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)(lim
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)(xfy =
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说明：（1）为什么 x0 可以除外？

（2）ε为什么要任意给定而不是给定一个？

（3）存在一 的意义是什么？是否唯一？0

极限定义的几何解释：

显然, 在找到一个
后,比其小的数都可
作为定义中的 

)(xfy =

x

y

o −0x +0x
0x
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−A
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当 x 在 x0 的去心 邻域时，函数 y = f (x) 图形

完全在以直线 y =A 为中心线，宽为 2的带区域
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证明

2242 +−=− xxx

由于 ，故只需在 x = 2 的邻近考虑问题2→x

,0 任给不妨设 ),( 31   x 由于

为使 ,)( −=− 44 2
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例 证明： 0
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的点使 , yf    xf nn 11 −== )(,)( 可知在 x = 0 的邻近,

函数 f (x)在 −1 与 1之间无限震荡,不趋向于任何常数,

所以极限 不存在)(lim xf 
x 0→

f (x)在 x = 0 的邻近无限震荡引起极限不存在
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f  (x) 在 x = 0 的邻近无界引起极限不存在



30 单侧极限

右极限： 如果保持 x > x0 ,且 ( 简记为0xx →

，时）或   xx  xx 000 +→→ +

  Axf    →)(

   x xf x x  A ,)( 处的右极限在时，趋向于是则称 00
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即记为   xf  ,)( 00 +
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左极限：

定义：""  −
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有时使当 , xx − 00 ( )f x A − 

  Axf    →)(

   x xf x x  A ,)( 处的左极限在时，趋向于是则称 00

0

0 0( ) lim ( )
x x

f x f x A
−→

− = =

即记为   xf  ,)( 00 −
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      xx  xx ，时）或 000 −→→ −

0xx 



定理（左、右极限与极限的关系）

关于左极限、右极限与极限有以下的结论：

处的左、右在充要条件是 0
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x  xf Axf
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极限存在，而且 Axfxf =+=− )()( 00 00
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40自变量趋向无穷大时函数的极限

问题：当自变量 x 趋向无穷远处时，研究函数

y = f (x)的变化趋势

自变量 x 趋向无穷远处可分为以下三种情况：
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 Mx MAxf     
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 Mx MAxf     
x

,,,)(lim)( 时当 −=
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说明： (1) 定义中的 M 不是唯一的 , 与 ε有关 ,

重要的在于存在性
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f x B y B  y f x
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= = =若 则称 为曲线

在 方向的水平渐近线+→x

2
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= = =若 则称 为曲线
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x
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在 方向的水平渐近线−→x

与单侧极限类似有以下定理
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说明：

y = A 是曲线 y=f (x) 的水平渐近线的充要条件是

y = A 既是 方向的又是 方向的+→x −→x

水平渐近线
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50 极限的性质

定理（唯一性定理） 如果极限 存在，)(lim xf
xx 0→

则此极限值是唯一的

证明 用反证法

设 时, 函数 f (x) 有两个不同的极限 ,0xx →
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定理（局部有界性定理）

，则）（若 Axf
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0
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有时使当则存在 , xx      − 000 ,

定理 (局部保序性定理)

证明 由 ,lim  Axf
xx

=
→

）（
0

故对 ,0
2


−

=
BA



存在 有,01    xx ,时使当 100 −

2

BA
Axf   

−
=− )(

可得
22

BABA
AAxf

+
=

−
−=− )(



又由 ,)(lim  Bxg
xx

=
→ 0

,02 存在

  xx ,时使当 200 − 有

2

BA
Bxg   

−
=− )(

即有
22

BABA
BBxg

+
=

−
+=+ )(

现取 },,min{ 21  =   xx ,时则当 − 00

有 )()( xf
BA

xg 
+


2

定理证毕



若定理中的 g(x) = 0 , 则有以下的推论

注意：局部保号性的逆定理未必成立

反例 002 = x  ,  xxf )(

但是   xxf
xx

02

00
==

→→
lim)(lim

推论 ( 局部保号性定理) ,)(lim Axf  
xx

=
→ 0

若

),(  A   A    00  或且 则存在 x0 的某去心邻域使得

f (x)在此邻域内与 A 保持同号, 

有时使当 , xx   − 00

))(()( 00  xf    xf 或

, 0即存在



尽管如此, 仍有以下结论

推论 ,)(lim Axf  
xx

=
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如果 且在 x0 的某去心邻域内

恒有 ,  则有))(()( 00  xf    xf 或

)( 00  A    A 或

证明 利用反证法及局部保号性定理即可证得

说明：

以上三个定理及推论对 x 的其他趋限过程：

−→+→→→→ +−
x , x , x , xx , xx 00

及数列极限继续成立


