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第十一章 曲线积分与曲面积分

习题十一

11.1

1.设在 xOy平面内有一分布着质量的曲线弧 L，它在点  yx, 处的线密度为

 yx, .用对弧长的曲线积分分别表示：

⑴ 该曲线弧对 x轴、 y轴的转动惯量 xI ， yI ；

解     syxxIsyxyI
LyLx d,,d, 22   

⑵ 该曲线弧的质心坐标 yx, .

解
 
 

 
  syx

syxy
y

syx

syxx
x

L

L

L

L

d,

d,

d,

d,





 








，

2.计算下列对弧长的曲线积分.

⑴ sx
L
d ，其中 L为抛物线 2xy  上从点  0,0 到点  1,1 的弧段；

解

 

       155
12
141

12
141d41

8
1

41d21d

1
0

2
3

221

0
2
1

2

1

0

21

0

2








xxxx

dxxxxxxsx
L

⑵ syx
L

d3
4

3
4

 







 ，其中 L为星形线 






 

2
0sin,cos 33 ttaytax 在第一象限

内的弧；

解

    

  3
7

2
0

2
0

553
7

2
0

443
7

22222
0

43
4

43
4

3
4

3
4

cosdcossindsin3dcossincossin3

dcossin3sincos3sincosd

attttattttta

tttattatatasyx
L






























 


 



⑶ syx
L

d22  ，其中 L为圆周 xyx 222  ；
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解   20,sin
2

,cos1
2

 ttaytaxL：

 

2

0

22

0

2

22
2

0

22

2d
2

cosd
2

cos
2

dcos
2

sin
2

cos1
2

dd

attatta

ttatataasaxsyx
LL

























⑷ s
L

yx de
22

  ，其中 L为圆周 222 ayx  ，直线 xy  及 x轴在第一象限内所

围成的扇形的整个边界；

解 将 L分成 321 ,, LLL 三部分，其中

axyL  0,0:1

  之间与在 







2
,

2
0,0,: 222

2
aaayxL

2
0,:3

axxyL 

又

1eded01ede
00

2

1

22
   aa xa x

L

yx xxs

aa

L

a

L

a

L

yx aasss e
44

ededede
222

22 
  

  1e2ded11ede 2
0

22
0

222

3

22
   a

a
x

a
xx

L

yx xxs

所以

  aa

L

yx

L

yx

L

yx

L

yx assss e
4

1e2dededede
3

22

2

22

1

2222 
  

⑸ s
zyxL
d1

222 
，其中 L为曲线 ttt ztytx e,sine,cose  上相应于 t从 0

变到 2的这段弧；

解

           

 22

0

2222

0 222

222

e1
2
3de

2
3

decosesinesinecose
esinecose

1

d1

 














t

ttttt
tt

s
zyx

t

ttttt

ttt

L



3

⑹ sxy
L

d ，其中 L是空间曲线










1
2

422

zx
yx

.

解 将 L写成参数形式

20,cos1,sin2,cos2:  ttztytxL

则

     

 

   855
3
16sin4

3
28

sin4dsin48dsin4cossin16

dsin4cossin8dsin4cossin4

dsincos2sin2sin2cos2d

2
0

2
3

2

22
0

222
0

22

2

22

0

2222

0





























t

tttttt

tttttttt

ttttttsxy
L

3.求圆柱面 222 Ryx  界于 xOy平面及柱面
R
xRz
2

 之间的一块柱面片的

面积.

解 记 222: RyxL  ，则柱面片的面积为

s
R
xRA

L
d

2

 









将 L写成参数形式

20,sin,cos:  ttRytRxL

则

       
2222

0

22

2

0

22222

0

2

32d
2

2cos12

dcos1dcossincos

RRRttRR

ttRttRtRtRRA

















4. 设螺旋形弹簧一圈的方程为 ktztaytaxL  ,sin,cos: ，其中 20  t ，

它的线密度 222 zyx  ，求：

⑴ 它关于 z轴的转动惯量 zI ；

解
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        

   2222222

0

222222

2222222

0

222222

43
3
2d

dcossind

kakaattkakaa

tktatatkaaszyxyxI
Lz














⑵ 它的质心.

解 设质心坐标为  zyx ,, ，则

 
 

 
 

 
  szyx

szyxz
z

szyx

szyxy
y

szyx

szyxx
x

L

L

L

L

L

L

d

d
,

d

d
,

d

d
222

222

222

222

222

222

























其中

       

   222222

0

22222

2222222

0

2222

43
3
2d

dcossind

kakatkatka

tktatatkaaszyx
L














   
  2222

0

22222

222222

0

222

4dcos

dcosd

kkaatttkakaa

tkatkataszyxx
L













   
   22222

0

22222

222222

0

222

4dsin

dsind

kkaatttkakaa

tkatkataszyxy
L













   
  422222

2

0

22222222

42

dd





kakak

ttkatkakszyxz
L



 

所以

 
 

 
 
 

 
222

222

22222

422222

222

2

22222

2222

222

2

22222

222

43
23

43
3
2

42

,
43

6

43
3
2

4

43
6

43
3
2

4

ka
kak

kaka

kakakz

ka
ka

kaka

kkaay

ka
ak

kaka

kkaax













































故质心坐标为
 















 222

222

222

2

222

2

43
23,

43
6,

43
6

ka
kak

ka
ka

ka
ak








.

11.2
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1.计算下列对坐标的曲线积分.

⑴  
L

yxxy dd ，其中 L为圆周 tRytRx sin,cos  上对应 t从 0到
2

的一段弧；

解

      

02sin
2
1d2cos

dcoscossinsindd

2
0

22
0

2

2
0












tRttR

ttRtRtRtRyxxy
L

⑵     
L

yxyyxxyx d2d2 22 ，其中 L为抛物线 2xy  上对应 x从 1 到1的一

段弧；

解

         
   

15
14d42d242

d222d2d2

1

0

241

1

2345

1

1

2222222













xxxxxxxx

xxxxxxxxyxyyxxyx
L

⑶
   

 


L yx
yyxxyx

22

dd
，其中 L为圆周 222 ayx  （按逆时针方向绕行）；

解 将 L写成参数形式

20,sin,cos: 到从ttaytaxL 

则

         

    02cos2sin
2
1d2sin2cos

dcossincossinsincosdd

2
0

2

0

2

0 222
















ttttt

t
a

tatatatatata
yx

yyxxyx
L

⑷   
L

zyxyyxx d1dd ，其中 L是从点  1,1,1 到点  4,3,2 的一段直线；

解 将 L写成参数形式

10,31,21,1: 到从ttztytxL 

则

        

  13d146

d312112211d1dd
1

0

1

0








tt

tttttzyxyyxx
L
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⑸       zyxyxzxzy
L

ddd 222222  ，其中 L是
 











xyx
zxzyx

2

04
22

222

，从

z轴正向看 L取逆时针方向.

解 将 L写成参数形式

到从  ttztytxL ,
2

cos2,sin,cos1:

因为

    0dsin
2

cos4sind 2222 





   

ttttxzy
L





    



4dcoscos1

2
cos4d 2222 



   

ttttyxz
L

     0d
2

sinsincos1d 2222 





  

ttttzyx
L





所以

     
       4040ddd

ddd
222222

222222








zyxyxzxzy

zyxyxzxzy

LLL

L

2. 设在 xOy平面内有一力场 F，它的方向指向原点，大小等于点  yx, 到原

点的距离.

⑴ 质点从点  0,aA 沿椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

逆时针方向移动到点  bB ,0 ，求力场所

做的功；

解 由题设知

22 yxF 


F

的方向为

 jyix
yx

F o 





22

1

所以力场为

jyixFFF o 


力场 F

沿路径 L所做的功为

 
LL

yyxxrFW ddd

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将 L写成参数形式

2
0,sin,cos: 
到从ttbytaxL 

则所做的功为

      
2

dcossindcossinsincos
22

2
0

222
0

batttbattbtbtataW 
 



⑵ 质点按逆时针方向沿椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

运动一周，求力场所做的功.

解 此时 L的参数形式为

20,sin,cos: 到从ttbytaxL 

所做的功为

  0dcossinddd
2

0

22   tttbayyxxrFW
LL



3.将对坐标的曲线积分     
L

yyxQxyxP d,d, 化作对弧长的曲线积分，其中 L

为：

⑴ 在 xOy平面内沿直线从点  0,0 到点  1,1 ；

解 L为从  0,0 到点  1,1 的有向直线段，则其上的任一点处的切向量的方向

余弦为

2
2

4
coscoscos 



所以

              syxQyxPsyxQyxPyyxQxyxP
LLL

d,,
2
2dcos,cos,d,d,   

⑵ 沿抛物线 2xy  从点  0,0 到点  1,1 ；

解 10,: 2 到从xxyL  ，则 L的切向量为

   xyT 2,1,1 


其方向余弦为

22 41
2cos,

41
1cos

x
x

x 



 

于是
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             s
x

yxxQyxPsyxQyxPyyxQxyxP
LL

d
41

,2,dcos,cos,d,d,
2




 

⑶ 沿上半圆周 xyx 222  从点  0,0 到点  1,1 .

则 L的切向量为

 






 


y
xyT 1,1,1



其方向余弦为

xy  1cos,cos 

于是

                syxQxyxyPsyxQyxPyyxQxyxP
LLL

d,1,dcos,cos,d,d,   

11.3

1. 利用曲线积分，求星形线 taytax 33 sin,cos  所围成图形的面积.

解 20,sin,cos: 33 到从ttaytaxL 

围成图形的面积为

    

 
22

0

22

0

22
2

2

0

2424
2

2

0

2323

8
3d

8
4cos1

2
3dcossin

2
3

dcossinsincos
2
3

dsincos3sincossin3cos
2
1dd

2
1

attattta

ttttta

tttatattataxyyxA
L























2.利用格林公式，计算下列对坐标的曲线积分.

⑴     yxyxyx
L

d635d42  ，其中 L是三个顶点分别为    0,30,0 ， 和

 2,3 的三角形正向边界；

解 令 635,42  xyQyxP ，则

3,1 







x
Q

y
P

记 L所围成的三角形闭区域为 D ，由格林公式得
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   

   1234dd4dd13

ddd635d42
























DD

D
L

yxyx

yx
y
P

x
Qyxyxyx

⑵     yyxxxyxxyxyx x

L

x de2sindesin2cos 222  ，其中 L 为正向星形线

 03
2

3
2

3
2

 aayx ；

解 令 xx yxxQyxxyxyxP e2sin,esin2cos 222  ，则

x
Qyxxxx

y
P x






 e2sin2cos2

记 L所围成的区域为 D ，由格林公式

   

0dd0dd

de2sindesin2cos 222























yxyx

y
P

x
Q

yyxxxyxxyxyx

DD

x

L

x

⑶    yyxxyxxyx
L

dlnd 2222  ，其中 L 是从点  1,2 沿上半圆周

 2111  xy 到点  1,0 的弧段；

解 令  2222 ln, yxxyxQyxP  ，则

   0,0,,1,
2222












 yx

yx
y

x
Q

yx
y

y
P

补直线段

20,1:1 到从xyL 

记 L和 1L 围成的区域为 D ，由格林公式

     

  
 52ln

2
15

2
d1dd

d1dddlnd

dlnddlnd

2

0

2

2

0

22222

22222222

1

1





























xxyx

xxyx
y
P

x
Qyyxxyxxyx

yyxxyxxyxyyxxyxxyx

D

D
L

LL
L
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⑷     yyxxxxy y

L
dedsin3 2  ，其中 L 是从点  0,0 到点  8,4 的抛物线段

xxy 22  ；

解 令 yyxQxxyP e,sin3 2  ，则

x
x
Qx

y
P 2,3 








补折线段 BOAB ，其中

04,8: 到从xyAB 

08,0: 到从yxBO 

记由 BOABL ,, 围成的区域为 D ，由格林公式得

       

       

 

  80

8

0

4

0

8

0

4

22

22

e74cos
3
448dedsin24dd

dedsin24dd

dedsin3dedsin3

dedsin3dedsin3

































yyxxxyxx

yyxxxyx
y
P

x
Q

yyxxxxyyyxxxxy

yyxxxxyyyxxxxy

y

D

y

D

y

BO

y

AB

y

BOABL

y

L

⑸  


L yx
yxxy

22

dd
，其中 L是逆时针方向的椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

；

解 令 2222 ,
yx

xQ
yx
yP







 ，则

     0,0,,222

2












 yx

x
Q

yx
xy

y
P

补一小圆周  充分小 222
1 :  yxL ，逆时针方向，记 L和 

1L 围成的区域为 D ，

由格林公式

0dd0dddd

1

22 





















yxyx
y
P

x
Q

yx
yxxy

DDLL

所以
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      


 
2ddcoscossinsin

dddd

2

0

2

0 2

2222
1

















tttttt
yx
yxxy

yx
yxxy

LL

其中  20,sin,cos:1 到从ttytxL  .

3.确定闭曲线C，使曲线积分  





 










C
yxxyxyx d

3
2d

3
3

3

达到最大值.

解 记 D为C所围成的闭区域，由格林公式得

  yxyx

yxyx
y

xxy
x

yxxyxyx

D

D
C

dd21

dd
33

2d
3
2d

3
22

3
33

3


































 










 










要使上式中的二重积分达到最大值 ，C应取逆时针方向的椭圆 12 22  yx .

4.证明：曲线积分   
L

x yyxy dsindcose 在整个在 xOy平面内与路径无关，并

求  
 

 
 

ba x yyxy
,

0,0
dsindcose .

解 令 yQyP xx sine,cose  ，则

x
Qy

y
P x






 sine

所以曲线积分   
L

x yyxy dsindcose 在整个 xOy平面内与路径无关，于是

 
 

   

  1cose1cose1e

dsinededsindcose
00

,

0,0



 
bb

yyxyyxy
aaa

b xa xba x

5.计算曲线积分 yxy
y

xxy
xL

d
4

sin1d
4

sin1






 






 


，其中 L是由点  ，1 到点







 2
2
，


的直线段.

解 令 





 






 

4
sin1,

4
sin1  xy

y
Qxy

x
P ，则当 0,0  yx 时恒有

x
Qxy

y
P










 




4
cos 
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所以在第一象限上曲线积分与路径无关，取积分路径为

2
1,:1


到从x

x
yL 

则

0d0d
4
3sin

4
3sin1

d
4

sin1d
4

sin1d
4

sin1d
4

sin1

2
1

2
1 2

1























 






 






 






 




 






xx
x

x
x

yxy
y

xxy
x

yxy
y

xxy
x LL

6.计算曲线积分  


L yx
yxxy

22

dd
，其中 L 是摆线

 
 






tay
attax

cos1
sin 

上由点

 0,a 到点  0,a 的的弧段.

解 令 2222 ,
yx

xQ
yx
yP







 ，则当    0,0, yx 时，恒有

  x
Q

yx
xy

y
P













222

22

所以曲线积分在不包含原点的单连通区域上与路径无关，取积分路径为从

点  0,a 到点  0,a 的上半圆周

0,sin,cos:1 到从 ttaytaxL 

则

   
 






















00

2

2222

ddcoscossinsin

dddd
1

tt
a

tatatata
yx
yxxy

yx
yxxy

LL

7. 设   11 f ， 试 求 可 微 函 数  xf ， 使 曲 线 积 分

      yxxfxxfx
x
y

L
ddsin 2 在半平面   0,  xyxD 内与路径无关，并

计算从点 





 

，
2
3

到点 





 0

2
，


的这个积分.

解 令      2,sin xxfQxfx
x
yP  ，因曲线积分在 D上与路径无关，所以

在 D上恒有
x
Q

y
P








，即
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     xxfxfx
x

2sin1


   
x
xxxf

x
xf sin21



其通解为   



  xxC

x
xf cos

3
21 3 ，由   11 f 得 1cos

3
1
C ，所以

  



  1coscos

3
2

3
11 3 xx

x
xf

故

     

32

2
3

0
2

0
2

2
3

2

4
31cos

3
2

9
2d0d

2
3

2
3

ddsin

 


















































 







 

xyf

yxxfxxfx
x
y，

，

8. 设质点 A对质点M 的引力大小为 2r
k

( k为常数)，r为点 A与点M 之间的

距离，将质点 A固定于点  1,0 处，质点M 沿上半圆周 22 xxy  从点  0,0

处移动到点  0,2 处，求此运动过程中质点 A对质点M 的引力所做的功.

9. 解
 222 1


yx
k

r
kF


， F

的单位向量为

 
 22 1

1






yx

jyixF o


所以引力为

  
  jyix

yx

kFFF o 



 1

1 2
3

22

故所作的功为

 

  





LL
yx

yyxxkrFW
2
3

22 1

d1dd 


令

     23222
3

22 1

1,
1 









yx

yQ
yx

xP ，则当    0,0, yx 时，恒有

   x
Q

yx

yx
y
P













2
5

22 1

)1(3

所以在不包含点  1,0 的单连通区域上，曲线积分与路径无关，于是
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 

   

 

 







 








  1

5
1

1

d

1

d1d 2

0
2
3

2

2,0

0,0
2
3

22
k

x

xxk
yx

yyxxkW

9.验证表达式     yyxxyxxyyx dsinsin2dcoscos2 22  在整个 xOy平面内是

某一函数  yxu , 的全微分，并求出一个这样的  yxu , .

解 令 yxxyQxyyxP sinsin2,coscos2 22  ，则

x
Qxyyx

y
P






 cos2sin2

所以在 xOy平面内所给表达式是某个函数  yxu , 的全微分，且有

     
 

 

 
yxxy

xyxxyxyyxxyxx

yyxxyxxyyxyxu
yx

yx

cossin

cossindsinsin2d2

dsinsin2dcoscos2,

22

2222

0

2

0

,

0,0

22











10.验证方程     0d46d63 2222  yyyxxxyx 是全微分方程，并求其通解.

解 令 2222 46,63 yyxQxyxP  ，则

x
Qxy

y
P






 12

所以所给方程是全微分方程，又

     
 

 

  3223

0

22

0

2

,

0,0

2222

3
4346d3

d46d63,

yyxxyyyxxx

yyyxxxyxyxu

yx

yx









所以微分方程的通解为

Cyyxx  3223

3
43

11.设  xf 具有二阶连续导数，     1000  ff ， ，且方程

        0dd 2  yyxxfxyxfyxxy 是全微分方程，求  xf 及此全微分方程

的通解.

解 令       yxxfQyxfyxxyP 2,  ，则
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    xyxf
x
Qxfxyx

y
P 2,22 








由于是全微分方程，所以
x
Q

y
P








，即

    xyxfxfxyx 222 

化简得

    2xxfxf 

其通解为

  2sincos 2
21  xxCxCxf

由     1000  ff ， 得 12 21  CC ， ，所以

  2sincos2 2  xxxxf

微分表达式的一个原函数

         
 

 

       2222

0

2

0

,

0,0

2

2
12sin2cos

2
1dd0

dd,

yxxyxxyyxyxfyyxxfx

yyxxfxyxfyxxyyxu

yx

yx









所以方程的通解为

  Cyxxyxxy  22

2
12sin2cos

11.4

1.设有一分布着质量的曲面 ，在点  zyx ,, 处它的面密度为  zyx ,, ，用对

面积的曲面积分表示该曲面的质量.

解 曲面的质量为

 


 Szyxm d,,

2. 计算下列对面积的曲面积分.

⑴
 


 

 S
zyx
zyx dsin1

222

3

，其中 是下半球面 222 yxRz  ；

解
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   

 24
2
11d10d1

dsind1dsin1

2
222

222

3

222222

3




















R
R

S
R

S
R

S
zyx

zyxS
zyx

S
zyx
zyx

⑵  


 Szxxxy d22 2 ，其中 为平面 622  zyx 在第一卦限中的部分；

解 将 写成 yx, 的函数

  Dyxyxz  ,,226:

其中

  xyxyxD  30,30,

则

        

         
 

4
27d91033

d3332363d22236d3

dd22122622d22

3

0

23

3

0

2223

0

23

0

2222
















xx

xxxxxxxyyxyxxx

yxyxxxxySzxxxy

x
D

⑶  


 Szxyzxy d ，其中 为锥面 22 yxz  被柱面 axyx 222  所截得的

有限部分.

解 由对称性知

0d,0d  


SyzSxy

所以

 

442
0

54

cos2

0
2

2

22

2

22

2

22

22

2
15
64

3
2

5
428dcos28

dcosd2dd2

dd1dd

aaa

rrrryxyxx

yx
yx
y

yx
xyxxSzxSzxyzxy

a

D

D































































其中

  axyxyxD 2, 22 

2. 求面密度为 0 的均匀半球壳  02222  zazyx 对于 z轴的转动惯量.

解   Dyxyxaz  ,,: 222 ，其中   222, ayxyxD  ，则转动惯量为
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   

4
0

4
0

2
0

34
0

2
0

33

0

sin

0 22

22

00222

22

0

2

222

2

222

22
00

22

3
4

3
22dsin2dcos

cos
sin2

dddd

dd1d

aattatta
ta
taa

rr
ra

rayx
yxa

yxa

yx
yxa

y
yxa

xyxSyxI

tar

a

D

D
z






































































11.5

1.计算下列对坐标的曲面积分.

⑴ 


yxzyx dd22 ，其中 是球面 2222 Rzyx  的下半部分的下侧；

解   DyxyxRz  ,,: 222 ，下侧，其中   222, RyxyxD  ，所以

 
   

722

0

52

0

2

222

0

22

0

22222

2222222

105
2dd2sin

4
1

dsincosddd

dddd

RrrRr

rrrRrryxyxRyx

yxyxRyxyxzyx

R

R

D

D






















⑵ 


 yxzxzyzyx dddddd ，其中 是抛物面 22 yxz  在平面 1z 下方的部

分的上侧；

解   Dyxyxz  ,,: 22 ，上侧，其中   1, 22  yxyxD ，所以

 

        

2
dd

dddd22

dddddddd

2

0

1

0

2

2222

22



























 






rrr

yxyxyxyxyyxx

yxyx
y
zy

x
zxyxzxzyzyx

DD

D

⑶ 
 


222

2 dddd
zyx
yxzzyx
，其中 是由圆柱面 222 Ryx  及两平面 RzRz  ， 所

围成的立体表面的外侧.

解 将 分成 4321 ,,,  三部分，其中
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 
 

 
  后侧

前侧

下侧

上侧

,,,:

,,,:

,,,:

,,,:

22
4

22
3

2

1

yz

yz

xy

xy

DzyyRx

DzyyRx

DyxRz

DyxRz









这里

  222, RyxyxDxy 

  RzRRyRzyDyz  ,,

则

yx
Ryx

Ryx
Ryx

R

zyx
yxz

zyx
zyx

zyx
yxzzyxI

xyxy DD

dddd0

dddddddd

222

2

222

2

222

2

222222

2

1

111























yx
Ryx

Ryx
Ryx

R

zyx
yxz

zyx
zyx

zyx
yxzzyxI

xyxy DD

dddd0

dddddddd

222

2

222

2

222

2

222222

2

2

222























zy
zR
yR

zy
zR
yR

zyx
yxz

zyx
zyx

zyx
yxzzyxI

yzyz DD

dd0dd

dddddddd

22

22

22

22

222

2

222222

2

3

333


























zy
zR
yR

zy
zR
yR

zyx
yxz

zyx
zyx

zyx
yxzzyxI

yzyz DD

dd0dd

dddddddd

22

22

22

22

222

2

222222

2

4

444


























于是
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RyyR
zR
zzy

zR
yR

zy
zR
yR

zy
zR
yR

yx
Ryx

Ryx
Ryx

R

IIII
zyx
yxzzyx

R

R

R

R
D

DDDD

yz

yzyzxyxy

2
dd2dd2

dddddddd

dddd

2
22

2222

22

22

22

22

22

222

2

222

2

4321222

2






















































2. 将对坐标的曲面积分      


 yxzyxRxzzyxQzyzyxP dd,,dd,,dd,, 化成对

面积的曲面积分，其中 是：

⑴ 平面 63223  zyx 在第一卦限的部分的上侧；

解 在任一点处的单位法向量为

 
kjikjino





5
32

5
2

5
3

3223

3223
222







所以

5
32cos,

5
2cos,

5
3cos  

于是

     

      

     

























SzyxRzyxQzyxP

SzyxRzyxQzyxP

yxzyxRxzzyxQzyzyxP

d,,
5
32,,

5
2,,

5
3

dcos,,cos,,cos,,

dd,,dd,,dd,,



⑵ 抛物面  228 yxz  在 xOy平面上方的部分的上侧.

解 在其上一点  zyx ,, 处的法向量为

kjyixkj
y
zi

x
zn

 







 22

其单位法向量为

144
22

22 




yx
kjyix

n
nno





所以
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144
1cos,

144
2cos,

144
2cos

222222 








yxyx
y

yx
x 

于是

     

      

     





















S
yx

zyxRzyxyQzyxxP

SzyxRzyxQzyxP

yxzyxRxzzyxQzyzyxP

d
144

,,,,2,,2

dcos,,cos,,cos,,

dd,,dd,,dd,,

22



11.6

1.利用高斯公式计算下列曲面积分.

⑴ 


 yxyzxzyzyxz dddddd4 2 ，其中 是平面 1,1,1,0,0,0  zyxzyx

所围成的立方体的全表面的外侧；

解 令 yzRyQxzP  ,,4 2 ，则

y
z
Ry

y
Qz

x
P











 ,2,4

记 围成的区域为，由高斯公式得

     
2
3d2dd4ddddd24

ddddddddd4

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2
































yyxzyzyxzyxyyz

zyx
z
R

y
Q

x
Pyxyzxzyzyxz

⑵ 


 yxzxzyzyx dddddd 333 ，其中 为球面 2222 azyx  的外侧；

解 令 333 ,, zRyQxP  ，则

222 3,3,3 z
z
Ry

y
Qx

x
P













记 围成的区域为，由高斯公式

  5

0

22

0

2

0

222

333

5
12dsindd3ddd3

ddddddddd

azyxzyx

zyx
z
R

y
Q

x
Pyxzxzyzyx

a

































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⑶
 


 


222

2 dddd
zyx

yxazzyax
，其中 为下半球面 222 yxaz  的上侧；

解
   






 yxazzyax
azyx

yxazzyax dddd1dddd 2

222

2

补一平面   Dyxz  ,,0:1 ，上侧，其中   222, ayxyxD  ，记 与 1 围

成的区域为，由高斯公式得

    

    4

0

2

2

2

0

2

2
3sin3cos2ddddd32

ddd2dddd
1

adazyxaz

zyxazayxazzyax

a 
















又

   

4222

22

dd0

dddddddd
111

aaayxa

yxazzyaxyxazzyax

D

 








所以

     

444

222

22
3

dddddddddddd
11

aaa

yxazzyaxyxazzyaxyxazzyax

 

 
 

故

  34

222

2

22
1dddd aa
azyx

yxazzyax 















⑷    


 yxyzxzyzyxy dd4dd12dd18 2
，其中 是由曲线  31

0
1











y

x
yz

绕 y轴旋转一周所生成的曲面，它的法向量与 y轴正向的夹角恒大于
2

.

解 曲面 为

  Dxzyzx  ,,1: 22 ，左侧，其中   2, 22  zxxzD

补一平面

  Dxzy  ,,3:1 ，右侧，其中   2, 22  zxxzD

记 与 1 围成的区域为，由高斯公式
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        

   

 
3
47d45262

d38ddddd38

ddd41418dd4dd12dd18

2

0

42

3

1

2

0

2

0

2

2

1


















rrrr

yryrzyxy

zyxyyyyxyzxzyzyxy

r






又

   

   

     16280dd3120

dd4dd12dd18

dd4dd12dd18

22

2

2

111

1

















D

xz

yxyzxzyzyxy

yxyzxzyzyxy

所以

   

       

16
3
47

dd4dd12dd18dd4dd12dd18

dd4dd12dd18

11

22

2















yxyzxzyzyxyyxyzxzyzyxy

yxyzxzyzyxy

2.求向量 kjiA xyxzyz  穿过圆柱体 hzayx  0222 ， 的全表面向外的

通量.

解 记圆柱体为，记的全表面外侧为 ，则所求通量为

      0ddd0ddd

ddddddd
































zyxzyxxy
z

xz
y

yz
x

yxxyxzxzzyyzSA


3.求下列向量场 A 的散度.

⑴ 设    kjiA 2coscos xzxyexy  ，求 A 的散度；

解 令    2cos,cos,e xzRxyQP xy  ，则

   2sin2sinediv xzxzxyxy
z
R

y
Q

x
PA xy 















⑵ 设  kjiA zyxxyz  ，求 A 在点  3,2,1 处的散度.

解 令 222 ,, xyzRzxyQyzxP  ，则
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xyzxyzxyzxyz
z
R

y
Q

x
PA 6222div 















所以

    366div 3,2,13,2,1  xyzA


11.7

1.利用斯托克斯公式计算下列曲线积分.

⑴       
L

zyxyxzxzy d3d2d 222222 ，其中 L是平面 2 zyx 与柱面

1 yx 的交线，从 z轴正向看去 L是逆时针方向；

解 取   Dyxzyx  ,,2: ，上侧，其中   1,  yxyxD .

的法向量为  1,1,1n ，其方向余弦为

3
1cos,

3
1cos,

3
1cos  

令 222222 3,2, yxRxzQzyP  ，由斯托克斯公式得

     

     

       

  24dd12dd62

dd1116
3
2d324

3
2

d
3
122

3
162

3
142

dcoscoscos

d3d2d

22

222222






















































































DD

D

L

yxyxyx

yxyxSzyx

Syxxzzy

S
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

zyxyxzxzy



⑵  
L

zxyzxy ddd 222 ，其中 L 是上半球面  02222  zazyx 与柱面

axyx  22 的交线，从 x 轴正向看去 L是逆时针方向.

解 取   Dyxyxaz  ,,: 222 ，上侧，其中   axyxyxD  22, .

令 222 ,, xRzQyP  ，由斯托克斯公式
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4cos

0

22

2

222

222222

222

222

222

4
dcosd2

dd2dd2

dd222

dd222dd2dd2dd2

dddddd

ddd

arr

yxxyxy
yxa

xyx

yxy
yxa

yx
yxa

xyxa

yxy
y
zx

x
zyxayxyxzxzyz

yx
y
P

x
Qxz

x
R

z
Pzy

z
Q

y
R

zxyzxy

a

DD

D

D

L




 



























































































































































2.设  是球面 9222  zyx 的上半部分的上侧， L 为  的边界线，

kjiF 232 zxy  ，试用下面指定的方法计算曲面积分 


 SF drot .

⑴用对面积的曲面积分计算；

解             kky
y

x
x

jz
x

y
z

ix
z

z
y

F





















 























 2323rot 22

的单位法向量为

 kzjyixno
 

3
1

所以

 933
3
1dd3

3
1

dd
99

19
3
1

d
3

drotdrot

2

9

2

22

2

22

22

22





































































yx

yx
yx

y
yx

xyx

SzSnFSF

D

yx

o

⑵ 用对坐标的曲面积分计算；

解  93dddddrot 2

922

 
 yx

yxyxSF


⑶ 用高斯公式计算；
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解 补一平面 9,0: 22
1  yxz ，下侧，记 与 1 围成的区域为，由高斯

公式

0ddd0dddrot
11

 


zyxyxSF


所以

 93dddddrotdrot 2

92211

 
 yx

yxyxSFSF


⑷ 用斯托克斯公式计算.

解

 

    9dddd23

0d,d3d2

dd3d2drot

99

2

2222
































yxyx

L

L

yxyxy
y

x
x

zxOyLyxxy

zzyxxySF

所以平面上在



3.求下列向量场 A 的旋度

⑴ 设    kjiA zxyxzyyx cossinsinsin 22  ，求 A 的旋度；

解 令    zxyRxzyQyxP cossin,sin,sin 22  ，则

         kyxxzzyjzyixzxyzx

k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
RA





coscoscossincoscossin

rot

222 














































⑵ 设      kjiA 222222 yxxzzy  ，求 A在点  3,2,1 处的旋度.

解 令 222222 ,, yxRxzQzyP  ，则

     kyxjxzizyk
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
RA


222222rot 















































所以

  kjiA


242rot 3,2,1 

3. 设 L为圆周 0,2 22  zyxz （从 z轴正向看去 L是逆时针方向），求

向量场     kjiA 23 3xyyzxzx  沿闭曲线 L的环流量.

解 将 L写成参数形式

20,0,sin2,cos2: 到从tztytxL 
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所求的环流量为

   

       
 



12
22

1
4
364dcos640dcos16dcossin4

dcos20sin2cos2sin20cos2

d3ddd

2
0

42

0

2

0

4

2

0

3

23







 





ttttttt

tttttt

zxyyyzxxzxrA
LL



5. 设 函 数  zyxQ ,, 具 有 连 续 的 一 阶 偏 导 数 ， 且   00,,0 yQ ， 表 达 式

    zzyxyzyxQxaxz d12d,,d 22  是某函数  zyxu ,, 的全微分，求常数 a，函

数  zyxQ ,, 及  zyxu ,, .

解 因为     zzyxyzyxQxaxz d12d,,d 22  是某函数  zyxu ,, 的全微分，所以

有

       axz
yx

Rzyx
x

axz
zz

Qzyx
y 




















 ,12,12 2222

即

0,2,4 







x
Qxaxyz

z
Q

由 xax 2 得 2a ，由 0


x
Q

得

    0d0d0,,0,,
00





  xx
x
QyQzyxQ

xx

所以     00,,0,,  yQzyxQ ，由 yz
z
Q 4



得

    2

00
2d4d0,,,, yzzyzz

z
QyxQzyxQ

zz





 

所以   22,, yzzyxQ  ，故

 
 

    CzzyzxCzzyxyyzxxzzyxu
zyx

  222222,,

0,0,0
d12d2d2,,

总习题十一

1.设曲面 是上半球面  02222  zRzyx ，曲面 1 是曲面 在第一卦限中

的部分，则有（ ）

（A） 



1

d4d SxSx （B） 



1

d4d SySy
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（C） 



1

d4d SzSz （D） 



1

d4d SxyzSxyz

解 选（C）.

2.求八分之一的球面 0,0,0,2222  zyxRzyx 的边界线的形心坐标.

解 记八分之一球面的边界线为 L，将 L写成 321 LLLL  ，其中

2
0,cos,0,sin:

2
0,sin,cos,0:

2
0,0,sin,cos:

3

2

1













RzyRxL

RzRyxL

zRyRxL

设 L的形心坐标为  zyx ,, ，由对等性知 zyx  ，又



L

L

s

sx
x

d

d

其中

RRs
L


2
32

4
13d 

   

    22
0
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222

2
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0d0cossincosdddd
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












所以
 3
4

3
2 2 R
R
Rx  ，故形心坐标为 








 3

4
,

3

4
,

3

4 RRR
.

4. 计算曲线积分 



C yx

yxyxyx
22

22

1
dd

，其中C是由下半圆周 2
1 1: xyC  及直

线段  110:2  xyC 构成的顺时针闭曲线.

解

     
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2
1
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2
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2
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1
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1
dd

1
dd

1

0

322222

222222

22

22

22

22

22

22

21

21






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
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
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


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
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C
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C
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其中   0,1, 22  yyxyxD .

4.设函数  xf 在区间   , 内具有一阶连续导数， L是上半平面  0y 内

的 有 向 分 段 光 滑 曲 线 ， 其 起 点 为  ba, ， 终 点 为  dc, . 记

      yxyfy
y
xxxyfy

y
I

L
d1d11 2

2
2   .

⑴证明：曲线积分 I 与路径无关；

⑵当 cdab  时，求 I 的值.

解 ⑴ 因为

         























 1111 2

22
2 xyfy

y
x

x
xyfxy

y
xyfxyfy

yy

在上半平面内处处成立，所以在上半平面内曲线积分与路径无关.

⑵ 取积分路径为由点  ba, 到点  bc, 再到点  dc, 的有向折线，则

     

   

     
b
a

d
cdttf

b
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d
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b
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d
c

b
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b
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y
cxbxfb

b
I
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d

b

c

a

d

b

c

a
















dd

dd

d1d11 2
2

2

5.在半平面   0,  yxyxD 上，表达式
   

 3
2222 d2d52

yx
yyxyxxyxyx




是否为某一函数  yxu , 的全微分？若是，求出  yxu , .

解 令
   3

22

3

22 2,52
yx

yxyxQ
yx

yxyxP








 ，则在 D上恒有

  
  x

Q
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xyyx
y
P













4

5

所以表达式在 D上是某函数  yxu , 的全微分，且
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     
  

 

 

     
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2

2

0 3
2

0 20

0 3

22

1

,

0,1 3

2222

2lnd14d14d1ln

d2d1d2d52,

6.对于半空间   0,,  xzyx 内任意光滑有向封闭曲面 ，都有

    0ddedddd 2 


yxzxzxfxyzyxxf x ，其中  xf 在区间  ，0 内具有一阶连

续导数，且   1lim
0




xf
x

，求  xf .

解 令     zRxxyfQxxfP x2e,,  ，则

    x

z
Rxxf

y
Qxfxxf

x
P 2e,,)( 









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由题设知，当 0x 时恒有

0









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z
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y
Q

x
P

即

       00e2  xxxfxfxxf x

整理得

    x

x
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x
xf 2e111
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

 

其通解为
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
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由   1lim
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

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x

得 1C ，于是
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