
1

第十二章 无穷级数

习题十二

12.1

1. 写出下列级数的一般项 nu .

⑴ ;
17
4

10
3

5
2

2
1 

解 一般项为

,2,1,
12 


 n
n
nun

⑵ .
8642

3
642
33

42
3

2
3 2












解 一般项为

  ,2,1,
!2

3
!!2

3 22
 n

nn
u n

nn

n

2. 已知级数


1n
nu 的部分和 .,2,1,

1
2 


 n
n
nsn

⑴ 求此级数的一般项 nu ；

解 一般项为

    ,2,1,
1

2
11

2
1

2
1 








  n

nn
n

n
n

n
nssu nnn

⑵ 判断此级数的敛散性.

解 因为

211

2lim
1

2limlim 








n
n
ns

nnnn

所以级数  


 1 1
2

n nn
收敛，且和为 2，即   2

1
2

1





n nn
.

3.根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的敛散性，对收敛级数求出其

和.

⑴    ;
1212

1
75
1

53
1

31
1  










 nn
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解 由    













 12
1

12
1

2
1

1212
1

nnnn
得部分和

  






































 






 










12
11

2
1

12
1

12
1

5
1

3
1

3
11

2
1

1212
1

53
1

31
1

nnn

nn
Sn





而

2
1

12
11

2
1limlim 











 n
S

nnn

所以级数   


 1 1212
1

n nn
收敛，且和为

2
1
，即    2

1
1212

1
1






n nn
.

⑵


1 2
sin

n

n
;

解 因为

 ,2,1

4,0
14,1
24,0
341

2
sin 
















 k

kn
kn
kn
kn

n
，



所以

0
2

sin,1
2

sin
4

1
4

14

1
14  








k

k
k

k

k
k

nSnS 

故 nn
S


lim 不存在，从而级数



1 2
sin

n

n
发散.

⑶






1 2
12

n
n
n

;

解 设

nn
nS
2

12
2
3

2
1

2


 

则

132 2
12

2
3

2
1

2
1




 nn
nS 

两式相减得
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11

1

112 2
32

2
3

2
12

2
11

2
1

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1


























 nn

n

nnn
nnnS 

所以 nn
nS
2

323 
 ，而

3
2

323limlim 





 


 nnnn

nS

故级数






1 2
12

n
n
n

收敛，且和为 3，即 3
2

12
1






n
n
n

.

⑷









 

1

11ln
n n

.

解 级数的部分和为

      1lnln1ln2ln3ln2ln1ln
2
3ln2ln 


 nnn

n
nSn 

而   


1lnlimlim nS
nnn

，所以级数









 

1

11ln
n n

发散.

4.用性质判定下列级数的敛散性.

⑴  
n3
1

9
1

6
1

3
1

；

解 因为


1

1
n n

发散，所以级数











11

1
3
1

3
1

3
1

9
1

6
1

3
1

nn nnn


发散.

⑵  
n 3
1

3
1

3
1

3
1

3
；

解 因为 01
3
1lim 

 nn
，所以级数



1 3
1

n
n

发散.

⑶  





 






 






 






  nn 3

1
2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3322 .
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解 因为级数


1 2
1

n
n 和



1 3
1

n
n 都收敛，所以级数










 

1 3
1

2
1

n
nn 收敛.

5. 已知





1

2

2 6
1

n n


，求级数
 



 1
212

1
n n

的和.

解 因为

      
































1 1
2

1
2

1
222

1
4
1

12
1

2
1

12
11

n nnn nnnnn

所以

  864
31

4
3

12
1 2

1

2

2
1

2



 







 nn nn

6.一类慢性病人需每天服用某种药物，按药理，一般患者体内药量需维持

在 20～25mg 之间，设体内药物每天有 80%排泄掉，问病人每天服用的药量

为多少？

解 设患者每天服药 xmg，则体内长期维持药量为

xx
4
5

5
1

5
11 2 






  

要满足 25
4
520  x ，所以 2016  x .

12.2

1.用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的敛散性.

⑴  



12

1
5
1

3
11

n
；

解 因为

nn 2
1

12
1




而级数 









11

1
2
1

2
1

nn nn
发散，由比较审敛法知，级数



 1 12

1

n n
发散.

⑵   n2
sin

2
sin

2
sin

2
sin 32


；

解 因为

0

2
1
2lim

2
1
2

sin
lim 






n

n

n

n

n

n
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而


1 2
1

n
n 收敛，由比较审敛法的极限形式知，级数



1 2
sin

n
n


收敛.

⑶
 







1 3
sin3

n
n

nn n
；

解 因为

    n

n

n

n

nn n







 








3
13

3
13

3
sin30

而级数










 

1 3
13

n

n

收敛，由比较审敛法知，级数
 







1 3
sin3

n
n

nn n
收敛.

⑷ 

















 

1

11ln1
n nn

.

解 因为

 
  2

1
12
1lim

2
1
11

lim1lnlim
0020










 xx
x

x
xx

xxx

所以

0
2
1

1

11ln1

lim
2








 



n

nn
n

而


1
2

1
n n

收敛，由比较审敛法的极限形式知，级数

















 

1

11ln1
n nn

收敛.

2. 用比值审敛法判定下列级数的敛散性.

⑴  









 n

n

n 2
3

23
3

22
3

21
3

3

3

2

2

；

解 因为

  1
2
3

12
3lim

2
3
21

3

limlim
1

1

1 

















 n
n

n

n
u
u

n

n

n

n

n

n
n

n

n

由比值审敛法知，级数


 1 2
3

n
n

n

n
发散.
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⑵ 


1

!2
n

n

n

n
n
；

解 因为

 
  1

e
2

11

2lim
!2

1
!12

limlim
1

1

1 






 

















nn
n

n
n

u
u

n

n

n

n

n

n
n

n

n

由比值审敛法知，级数


1

!2
n

n

n

n
n
收敛.

⑶ 





1
12

tan
n

nn 
.

解 因为

   
1

2
1

2

2
1

lim

2
tan

2
tan1

limlim
1

2

1

2
1 

























n

n

n

n

n

n
n

n

n
n

n

n

n

u
u









由比值审敛法知，级数





1
12

tan
n

nn 
收敛.

3.用根值审敛法判定下列级数的敛散性.

⑴ 














1

12

13n

n

n
n

；

解 因为

1
9
1

3
1

13

1lim
13

limlim
2

12

12














































n

n
n

n

n
n

nn

n
n
nu

由根值审敛法知，级数














1

12

13n

n

n
n

收敛.

⑵












1n

n

na
b

，其中   abanaa nn ,,, 均为正数.

解
a
b

a
bu
n

n
n

nn



limlim
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由根值审敛法知，当 1
a
b

，即 ab 时，级数收敛；当 1
a
b

，即 ab 时，

级数发散. 而当 1
a
b

，即 ab 时，级数的敛散性不能确定，例如， 1,1  ban ，



















11

1
nn

n

na

b
发散， 1,

2

 bna n
n ， 2

1

1
na

b
n

n

n














收敛.

4. 判定下列级数是否收敛？如果是收敛的，是绝对收敛还是条件收敛？

⑴
   





n

n 11
4
1

3
1

2
11 ；

解 级数
  














11

1 11
nn

n

nn
发散，所以级数

 






1

11
n

n

n
不绝对收敛. 又

01lim,,2,1,
1

11





 n
n

nn n


由莱布尼茨审敛法知，级数
 








1

1
1

n

n

n
收敛，故级数

 






1

11
n

n

n
条件收敛.

⑵  






1

1
1

3
1

n
n

n n
；

解 对于级数   










 
1

1
1

1
1

33
1

n
n

n
n

n nn
，因为

1
3
11

3
1lim

3

3
1

lim
1












 n
n

n

n

n

n

n

n

由比值审敛法知，级数  






1

1
1

3
1

n
n

n n
收敛，所以级数  









1
1

1

3
1

n
n

n n
绝对收

敛.

⑶
 









 
1

2

1sin
n nn

n
（ 为任意实数）；
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解 对于级数
 



1
2

sin

n n

n
，因为

 
22

1sin
nn

n



，而



1
2

1
n n

收敛，由比较审敛法

知，级数
 



1
2

sin
n n

n
收敛，所以级数

 


1
2

sin
n n

n
绝对收敛，又级数



1

1
n n

发散，

故级数
 









 
1

2

1sin
n nn

n
发散.

⑷ 









 

2 ln
1sin

n n
n .

解  














 

22 ln
1sin1

ln
1sin

n

n

n nn
n

当 3n 时， 0
ln
1sin 
n

，所以

  









33 ln

1sin
ln
1sin1

nn

n

nn

又


 n
n

n

n
nn ln
lim1

ln
1sin

lim

由比较审敛法的极限形式知，级数  





2 ln

1
sin1

n

n

n
发散，所以级数

 





2 ln

1sin1
n

n

n
不绝对收敛.又

  0
ln
1sinlim,,4,3,

1ln
1sin

ln
1sin 




 n
n

nn n


由莱布尼茨审敛法知，级数  





2 ln

1sin1
n

n

n
收敛，故级数

 














 

22 ln
1sin1

ln
1sin

n

n

n nn
n

条件收敛.

6. 讨论级数 n

n
n 



1

的敛散性，其中 为任意实数，  为非负实数.
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解   
 



n

n
n n

n
n

nn
nnu limlimlim

由根值审敛法知，当 1 而 任意时，级数收敛；当 1 而 任意时，

级数发散.

又当 1 时，若 1 ，则级数





1

1
n n  收敛；若 1 ，则






1

1
n n  发散.

综上，当 1 而 任意，或 1,1   时，级数收敛；当 1 而 任

意，或 1,1   时，级数发散.

6. 证明：

⑴ 若正项级数


1n
nu 收敛，则



1

2

n
nu 收敛；

证 因为


1n
nu 收敛，所以 10lim 

 nn
u ，由极限保序性知，存在正整数 N ，当

Nn  时， 1nu ，所以 nn uu 2 ，而级数


1n
nu 收敛，由比较审敛法知，级数



1

2

n
nu

收敛.

⑵ 若正项级数 






 11
,
n

n
n

n vu 均收敛，则  1,
11










p
n
vvu

n
p
n

n
n

n 均收敛.

证 由（1）的结论知，级数 






 1

2

1

2 ,
n

n
n

n vu 都收敛，因为

 22

2
10 nnnn vuvu 

而级数  





1

22

2
1

n
nn vu 均收敛，由比较审敛法知，级数 n

n
nvu



1

收敛.

又因为







  pnp

n

n
v

n
v 1

2
10

而 


















 

111

1
2
11

2
1

n
p

n
n

n
pn n

v
n

v 收敛，由比较审敛法知，级数


1n
p

n

n

v
收敛.
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7.利用收敛级数的性质证明   0
!2

lim 
 n
nn

n
.

证 以为  !2n
nn

通项构成级数  


1 !2n

n

n
n

，因为

 
 

 
  10

122

11
lim

!2

!22
1

lim

1










 








 n
n

n
n
n
n n

nn

n

n

由比值审敛法知，级数  


1 !2n

n

n
n

收敛，故   0
!2

lim 
 n
nn

n
.

8.设级数 






 1

2

1

2 ,
n

n
n

n ba 均收敛，证明：  
 

  













11

2
2
1

1
,1,
n

n

n
nn

nn

n
n

n n
ababa 均绝对

收敛.

证 因为

   
 

  





 



2
2222

2
1

22 1
2
1,221,

2
1

n
a

n
ababababa n
n

nnnn

nn

nnnn

而级数 










 1
2

1

2

1

2 1,,
nn

n
n

n n
ba 均收敛，由比较审敛法知，级数

 
 

  













11

2
2
1

1
,1,

n

n

n
nn

nn

n
nn n

ababa

均收敛，故级数  
 

  













11

2
2
1

1
,1,
n

n

n
nn

nn

n
n

n n
ababa 均绝对收敛.

12.3

1.求下列幂级数的收敛半径及收敛域.

⑴     22

2

1
2

1
n
xxx
n

n
；

解 收敛半径为

 

 
 

111lim

1
1

1

limlim
2

2

1

2

1







 










 n

n

n
a
aR

nn

n

n
n

n

n
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所以收敛区间为  1,1 .

当 1x 时，级数化为
     












1
2

1
2

111
n

n
n

n

n

nn


，收敛，所以幂级数的收

敛域为  1,1 .

⑵   


 









n

xxxx n

242642422

32

；

解 收敛半径为

 

  
  









22lim

22242
1

242
1

limlim
1

n

nn

n
a
aR

nn
n

n
n





所以幂级数的收敛域为   ， .

⑶ 






0
2 1

3
n

nn

n
x

；

解 收敛半径为

 

1311

111
lim

11

3
1

3

limlim 1
1

2

2

2

2

1

2

1










 





 










nn
nn

n

n
n

n

n

n

nn

n

n
a
aR

所以收敛区间为  1,1 .

当 1x 时，级数化为  









1
2 1

31
n

n
n

n
，收敛，所以幂级数的收敛域为

 1,1 .

⑷  0,0
1

2 













bax
n
b

n
a n

n

nn

；

解 当 ba 0 时，收敛半径为
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    bb
b
an

b
an

n
n
b

n
a

n
b

n
a

a
aR n

n

nnn

nn

n
n

n

n

11

11

1
11lim

11

limlim 1

2

2

11

2

1

























 







 




所以收敛区间为 







bb
1,1 .

当
b

x 1
 时，级数化为    




































1
2

11
2

11111
n

n

n

n
n

n

n

nn

nb
a

nbn
b

n
a

，

收敛，所以当 ba 0 时，幂级数的收敛域为 





bb
1,1 .

当 ab 0 时，收敛半径为

aa
a
b

nn

b
a

n
na

aR n

n

n
n

n

n

11
111

11
11limlim 1

2

1

























  




所以收敛区间为 







aa
1,1 .

当
a

x 1
 时，级数化为 




































1
2

11
2

111
n

n

n

n

n

nn

a
b

nnan
b

n
a

，发散；当

a
x 1

 时，级数化为    
n

n

n

n

n
n

n

nn

a
b

nnan
b

n
a






















 











 1
2

11
2

11111
，收敛，

所以当 ab 0 时，幂级数的收敛域为 






aa
1,1 .

⑸
 







1

5
n

n

n
x

；

解 收敛半径为

1

1
1

1

limlim
1











n

n
a
aR

n
n

n

n

所以收敛区间为  6,4 .
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当 4x 时，级数化为
 







1

1

n

n

n
，收敛；当 6x 时，级数化为



1

1
n n

，发

散，所以幂级数的收敛域为  64， .

⑹
 







1

12
n

n

n
x

；

解
  n

n

n

n

n

x
nn

x






 

 






 2
1212

11

其收敛半径为

2
111

2
1lim

1
2

2

limlim 1
1







 







 n

n

n
a
aR

nn

n

n
n

n

n

所以收敛区间为  0,1 .

当 1x 时，级数化为  





1

11
n

n

n
，收敛；当 0x 时，级数化为



1

1

n n
，

发散，所以幂级数的收敛域为  01， .

⑺  









1

12

12
1

n

n
n

n
x

；

解 因为

 

 
22

12

32
1

32
12lim

12
1

32
1

lim xx
n
n

n
x
n
x

nn
n

n
n

n




















由比值审敛法知，当 12 x ，即 1x 时，幂级数绝对收敛，当 12 x ，即 1x

时，幂级数发散，所以收敛半径为 1R ，收敛区间为  1,1 .

当 1x 时，级数化为      



















11

12

12
1

12
11

n

n

n

n
n

nn
，收敛，所以幂级数

的收敛域为  1,1 .
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⑻ 22

1 2
12 




  n

n
n xn

；

解 因为

212
12

2
1lim

2
12

2
12

lim
2

2

22

2
1 xx

n
n

xn

xn

nn
n

n
n

n
















由比值审敛法知，当 1
2

2


x

，即 2x 时，幂级数绝对收敛，当 1
2

2


x

，即

2x 时，幂级数发散，所以收敛半径为 2R ，收敛区间为  2,2 .

当 2x 时，级数化为   













1

22

1 2
122

2
12

n

n

n
n

nn
，发散，所以幂级

数的收敛域为  2,2 .

⑼ 


0 2

2

n
n

nx
.

解 因为

 

















 









1,

1,
2
1

1,0

2
1lim

2

2lim 121

1

2

2

x

x

x

x
x

x
n

n

n

n

n

n

n

由比值审敛法值，当 1x 时，幂级数绝对收敛，当 1x 时，幂级数发散，

所以收敛半径为 1R ，幂级数的收敛域为  1,1 .

2.设幂级数  





0

1
n

n
n xa 在 3x 处条件收敛，试确定此幂级数的收敛半径，

并阐明理由.

解 令 1 xt ，则   









00

1
n

n
n

n

n
n taxa ，已知当 3x ，即 4t 时，级数



0

4
n

n
na

条件收敛，由阿贝尔定理，当 44 t 时，


0n

n
nta 绝对收敛，由此知该幂级
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数的收敛半径 4R ，假如 4R ，由阿贝尔定理知，级数


0

4
n

n
na 绝对收敛，

这与它条件收敛矛盾，于是幂级数   









00

1
n

n
n

n

n
n taxa 的收敛半径为 4R .

3.求下列幂级数的收敛域及和函数.

⑴ 1

1





 n

n
xn ；

解 收敛半径为

1
1

limlim
1








 n

n
a
aR

n
n

n

n

所以收敛区间为  1,1 ，又当 1x 时，级数化为   1

1

1






 n

n

n ，发散，所以幂

级数的收敛域为  1,1 .

设    1,1,1
1

 



 xxnxS n

n

，则和函数为

   
 

 1,1,
1
1

1 2
11




























 









x
xx

xxxxS
n

n

n

n

⑵  





1253

1253

n
xxxx

n

；

解 收敛半径

1

12
1
12

1

limlim
1











n

n
a
aR

n
n

n

n

所以区间为  1,1 ，又当 1x 时，级数化为 


 


1 12
1

n n
，发散，所以幂级数

的收敛域为  1,1 .

设    1,1,
121

12











x
n
xxS

n

n

，则



16

  2
1

22

1

12

1
1

12 x
x

n
xxS

n

n

n

n
















 











从 0到 x积分得

         1,1,
1
1ln

2
1d

1
1d0

0 20








  x
x
xt

t
ttSSxSxS

xx

⑶ 






1

22

2n

n
n x
n

；

解 幂级数的收敛域为  2,2 .

设    2,2,
2

22

1
 




 xxnxS n

n
n ，则

     2,2,
2
2

2
1

4
222

2
222

2

1
1

2

1
1

2
12

1
1 

















































 















 x

x
x

x

x
xxxnxxS

n
n

n

n
n

n
n

n
n

当 0x 时，解得    222
2
x

xS


 ，又  
2
10 S ，所以和函数为

     2,2
2

2
22




 x
x

xS ，

⑷    









1

2
1

12
1

n

n
n

nn
x

；

解 幂级数的收敛域为  1,1 .

设        1,1,
12

1
1

2
1 








 x
nn
xxS

n

n
n

，则

           















































1

12
1

1

2
1

1

2
1

12
12

12
1

12
1

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n
x

nn
x

nn
xxS

        2
1

221

1

12
1

1

12
1

1
212

12
12

12
12

x
x

n
x

n
xxS

n

nn

n

n
n

n

n
n





























 



















从 0到 x积分得

        xt
t

ttSSxSxS
xx

arctan2d
1
2d0

0 20



 

再从 0到 x积分得
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       1,1,1lnarctan2darctan2d)0()( 2

00
  xxxxttttSSxSxS

xx

⑸
  n

n
x

n
n



 


0

2

1
1

.

解 幂级数的收敛域为  1,1 .

设      1,1,
1
1

0

2










xx
n
nxS n

n
，则

    










 


000 1
441
n

n

n

nn

n n
xxxnxS

其中

   
 20

1

0

1

0 11
1

x
x

x
xxxxn

n

n

n

nn

n 

























 















x
x

n

n






 1
1

0

令   


 


0
1 1n

n

n
xxS ，则

  









0

1

1 1n

n

n
xxxS

求导得

  
x

x
n
x

n
xxxS

n

n

n

n

n

n





























 














1
1

11 00

1

0

1

1

从 0到 x积分得

      xt
t

tttSxxS
xx




  1lnd
1
1d

00 11

当 0x 时，解得    x
x

xS  1ln1
1 ，又   10 S ，所以和函数为

 
 

   
     





















0,1

1,00,1,1ln4
1

34

1
14

1
1 2

12

x

xx
xx

x
xS

xx
xS

4.求常数项级数
   







0

2

2
11

n
n

n nn
的和.
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解 考虑幂级数   n

n
xnn






0

2 1 ，其收敛域为  1,1 .

设      1,1,1
0

2 




xxnnxS n

n

，则

       

   
 1,1,

1
123

1
1

1
2

1
1

11
1

1
11

3

2

3

2
2

1

2

1

2

0

2

1

2

00

2











































































x
x
xx

xx
x

xx
xx

x
xx

x
xxxxnnxxxnnxS

n

n

n

n

n

nn

nn

nn

n

所以

   
27
22

2
1

2
11

0

2














Snn
n

n

n

5.设幂级数 n

n
nxa



1

的收敛半径为 3，和函数为  xS ，求幂级数   1

1
1 





 n

n
n xna 的

收敛区间及和函数.

解 设   n

n
nxaxS 






1

，已知其收敛半径 3，所以幂级数   1

1





 n

n
nxnaxS 的收敛

半径为 3，从而幂级数     1

1
11 





  n

n
n xnaxS 的收敛半径也为 3，因此幂级

数

         11111 21

1

21

1
 









 xSxxaxxna n

n
n

n

n
n

的收敛半径为 3，收敛区间为  4,2 .

12.4

1. 若   n

n
nxaxf 






0

，试证：

⑴ 当  xf 为奇函数时，必有 ,2,1,0,02  ka k ；

证 当  xf 为奇函数时，有

        n

n
n

nn

n
n

n

n
n xaxaxfxfxa 















0

1

00
1

比较两边幂级数的系数得   n
n

n aa 11  ，当 ,2,1,0,2  kkn 时，有
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  kk
k

k aaa 22
12

2 1  

故

,2,1,0,02  ka k

⑵ 当  xf 为偶函数时，必有 ,2,1,0,012  ka k ；

证 当  xf 为偶函数时，有

        n

n
n

nn

n
n

n

n
n xaxaxfxfxa 














000

1

比较两边幂级数的系数得   n
n

n aa 1 ，当 ,2,1,0,12  kkn 时，有

  1212
12

12 1 


  kk
k

k aaa

故

,2,1,0,012  ka k

2. 将下列函数展开成 x的幂级数，并求展开式成立的区间.

⑴
2

e x ；

解 因为  




,,
!

e
0

x
n
x

n

n
x ，所以

    








,,
!!

e
0 0

22
2

x
n
x

n
x

n n

nn
x

⑵ x2sin ；

解 因为      




,,
!2

1cos
0

2

x
n
xx

n

n
n

，所以

   
        









,,
!2

21
!2

21
2
1

2
12cos

2
1

2
1sin 2

0

12

0

2
2 xx

nn
xxx n

n

n
n

n

n
n

⑶  221ln xx  ；

解 因为      1,1,11ln
1

1  




 x
n
xx

n

n
n

，所以
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     

         































2
1,

2
1,121211

21ln1ln21ln

11

1

1

1

2

xx
nn

x
n
x

xxxx

n

n
nn

n

n
n

n

n
n

⑷ 22 xx
x


；

解 因为    1,1,1
1
1

0


 




xx
x n

nn
，所以

       1,1,
2
11

3
11

3
1

2
1

3
1

1
1

3
1

2
1

1
3
1

1
3
1

2
3
2

2

000

2





 



































xxxx

xxxxxx
x

n

n
n

nn

n

n
n

n

n

⑸
21 x

x


；

解 因为    
   1,1,
2642
1253111

1
1

1













xx
n

n
x n

nn




，所以

   
 

   
   1,1,
2642
125311

2642
1253111

1
1

1

1

12

1

2

22






































xx
n

nx

x
n

nx
x

x
x

x

n

nn

n

nn







⑹
x
x
21
21arctan




；

解 因为

      




















 







 2
1,

2
1,412412

41
2

21
21arctan 2

0

2

0
2 xxx
xx

x nn

n

nn

n

n

所以从 0到 x积分得

 

    




































 













2
1,

2
1,

12
412d412

d412d
21
21arctan

421
21arctan

0

12

0
0

2

0
0

2

0

xx
n

tt

ttt
x
x

x
x

n

n
n

n

n

x nnn

x

n

nnnx

故

  









 







2
1,

2
1,

12
412

421
21arctan

0

12 xx
nx

x
n

n
n

n
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⑺ x
x
xx
dsin

0 .

解 因为      









,,
!12

1sin
0

12

x
n
xx

n

n
n

，所以

       

          















 


















,,
!1212

1d
!12

1

d
!12

1d
!12

11dsin

0

12

0
0

2

0
0

2

0

12

00

x
nn

xx
n
x

x
n
xx

n
x

x
x

x
x

n

n
n

n

x n
n

x

n

n
n

n

n
nxx

3. 将下列函数展开成  0xx  的幂级数，并求展开式成立的区间.

⑴ 1, 0
3 xx ；

解 因为    1,1,
!

1
2
31

2
3

2
3

11
1

2
3








 






 

 




xx
n

n
x n

n


，所以

    

           2,0,1
!2

!!52131
8
31

2
31

1
!

1
2
31

2
3

2
3

111

3

2

1

2
3

3













 






 














xx
n
nxx

x
n

n
xx

n

n
n

n

n

n



⑵
3

,cos 0


xx ；

解 令
3


 xt ，则

       

             



























 








 





















 



 























,,
!12

33
!2

31
2
1

!12
3

!2
1

2
1

!12
1

2
3

!2
1

2
1sin

2
3cos

2
1

3
coscos

0

122

0

122

0 0

122

x
n

x

n

x

n
t

n
t

n
t

n
ttttx

n

nn

n

n

nn
n

n n

n
n

n
n





⑶ 4,
23

1
02 


x

xx
.

解
2

1
1

1
23

1
2 





 xxxx

令 4 xt ，则
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   

   2,6,4
3
1

2
1

3
1

2
1

2
1

2
1

3
1

3
1

2
1

1
2
1

3
1

1
3
1

23
1

0
11

0
11

00
2







 






 














































xxt

tt
ttxx

n

n
nn

n

n
nn

n

n
n

n

n
n

4. 求下列幂级数的收敛域及和函数.

⑴ 


1

2

!2n
n

n

n
xn

；

解 幂级数的收敛域为   , .

令  




,,
!2

)(
1

2

x
n
xnxS

n
n

n

，则

   

 





















































































,,e
24!

2
24

!22!24)!1(22)!2(24

!2!2
1

!2
)(

2
2

0

2

00

2

1
1

1

2
2

22
111

2

xxx
n

x
xx

n
xx

n
xx

n
xx

n
xx

n
nx

n
xnn

n
xnnnxS

x

n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n
n

n

n

n
n

n

n
n

n

⑵
   

 
12

0 !2
121 




  n

n

n

x
n
n

；

解 幂级数的收敛域为   , .

令      
   


 




 ,,

!2
121 12

0
xx

n
nxS n

n

n

，则

     
         

         



























































,,sincoscos
!2

1

!2
1

!2
1

!2
121

0

2

0

12

0

12
2

0

xxxxxxxx
n
xxx

n
xx

n
xxx

n
nxxS

n

n
n

n

n
n

n

n
nn

n

n

⑶  


0

3

!3n

n

n
x

.

解 幂级数的收敛域为   , .



23

令      





0

3

,,
!3n

n

x
n
xxS ，则

       
















1

23

1

13

!23!13 n

n

n

n

n
xxS

n
xxS ，

所以

           
x

n

n

n

n

n

n

n

n

n
x

n
x

n
x

n
xxSxSxS e

!!23!13!3 01

23

1

13

0

3







 
















方程       xxSxSxS e 的通解为

  x
x

xCxCxS e
3
1

2
3sin

2
3cose 21

2 











又     0010  SS ， ，所以 0,
3
2

21  CC ，故幂级数的和函数为

   


,,e
3
1

2
3cose

3
2 2 xxxS x

x

12.7

1.下列周期函数  xf 的周期为 2 ，试将  xf 展开成傅里叶级数，如果  xf

在   , 上的表达式为：

⑴  
24
xxf 


；

解 傅里叶系数为

 
2

d
24

1d1
0


















   

xxxxfa

 

,2,1,0cos
2
1sin

2
1sin

4
1

dcos
24

1dcos1

2 



 







 



 

nnx
n

nxx
n

nx
n

xnxxxnxxfan

















 

  ,2,1,1sin1cos
2
1cos

4
1

dsin
24

1dsin1


















 







 



 

n
n

nx
n

nxx
n

n
n

xnxxxnxxfb

n

n

















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所以傅里叶级数为

 







1

sin1
4 n

n

nx
n



由狄利克雷定理知

 





















1 ,
4

,
24sin1

4 n

n

x

xx

nx
n 




⑵   13 2  xxf ；

解 因为  xf 是偶函数，所以 ,2,10  nbn ， ，又

     12d132d2 2

0

2

00   



xxxxfa

   

  ,2,1,112sin1cos12

sin12sin2dsin26sin32

dcos132dcos2

202

0000
2

0

2

0










 









n
n

nx
n

nxx
n

nxdxx
n

nx
n

xnxx
n

nxx
n

xnxxxnxxfa

n

n













所以傅里叶级数为

  nx
nn

n

cos1121
1

2
2 








由狄利克雷定理知

   


 




xxnx
nn

n

,13cos1121 2

1
2

2

⑶  
3

sin2 xxf  ；

解 因为  xf 是奇函数，所以 ,2,1,00  nan ， ，又

 

  ,2,1,
19

1318

3
1
3
1sin

3
1
3
1sin

2

d
3
1cos

3
1cos2dsin

3
sin22dsin2

2

1

0

000

































 










 

















 






 





n
n

n

n

xn

n

xn

xxnxnxnxxxnxxfb

n

n









所以傅里叶级数为
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 









1
2

1

sin
19

1318
n

n

nx
n

n


由狄利克雷定理知

 























 x

xx
nx

n
n

n

n

,0

,
3

sin2
sin

19
1318

1
2

1

⑷  











x

x
xf

x

0,1
0,e
.

解 傅里叶系数为

    1e11d1de1d1
0

0

0   

xx xxxxfa










 

     
  ,2,1,
1

e110sincose
1
1

dcos1dcose1dcos1

2
0

2

0

0
















 

n
n

nxnnx
n

xnxxnxxnxxfa

n
x

x
n
















 

   

  
 

  ,2,1,11
1

1e1

cos1cossine
1
1

dsin1dsine1dsin1

2

0
0

2

0

0





















 

n
nn

n

nx
n

nxnnx
n

xnxxnxxnxxfb

nn

x

x
n




















所以傅里叶级数为

     

























 













1

22 sin11
1
e1cos

1
e111

2
e1

2
1

n

nnn

nx
nn

nnx
n





由狄利克雷定理知

     

 
































 












 
















x

xxf

nx
nn

nnx
nn

nnn

,
2
1e

,

sin11
1
e1cos

1
e111

2
e1

2
1

1
22

2. 将函数     xxxf 0
2

cos 展开成余弦级数.

解 傅里叶系数为


 4d

2
cos2

00   xxa
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 

  ,2,1,
14

14

2
1
2

sin

2
1
2

sin
1

d
2
1cos

2
1cos1

dcos
2

cos2dcos2

2

1

0

00

































 










 

















 






 









n
nn

n

n

n

xxnxn

xnxxxnxxfa

n

n














,2,10  nbn ，

所以余弦级数为

 










1

2

1

cos
14

142
n

n

nx
n

由狄利克雷定理知

  






 







xxnx
nn

n

0,
2

coscos
14

142
1

2

1

3. 将区间  ,0 上的函数  




















xx

xx

xf

2
,1

2
0,

展开成正弦级数.

解 傅里叶系数为

,2,1,00  nan ，

 

 

 

,2,1,
2

sin4

dcoscosdcoscos2

cosdcosd2

dsin1dsin2dsin2

22

22

2
0

2
02

2

2
02

2

2
00








































 







nn
n

xnxnxxxnxnxx
n

nxxnxx
n

xnxxxnxxxnxxfbn
































所以正弦级数为

   
 








 



1

2
1

2
1

22 12
12sin14sin2

sin4
n

n

n n
xnnx

n

n







由狄利克雷定理知
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   
 































 xx

xx

n
xn

n

n

2
,1

2
0,

12
12sin14

1
2

1
2

4. 设 函 数      xxxxf 2 的 傅 里 叶 级 数 为

 





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa
，求系数 3b ，并说明常数

2
0a 的意义.

解 系数 3b 为

   
















3
23sin

3
13cos

3
203sin2

d3sin1d3sin1

00

2
3







 





 

xxxxdxx

xxxxxxxfb

因为  



dxxfa

2
1

2
0 ，所以

2
0a 等于函数  xf 在一个周期内的平均值.

12.8

1.将下列周期函数展开成傅里叶级数（下面给出函数在一个周期内的表达

式）.

⑴   





 

2
1

2
11 2 xxxf ；

解 因为  xf 是偶函数，所以 ,2,10  nbn ， ，又

   
6
11d14d

2
1
2 2

1

0

22
1

00   xxxxfa

     

        ,2,1,12cos
8
22cos

4
22sin

2
14

d2cos14d

2
1cos

2
1
2

22

1
2
1

03322

2

2
1

0

22
1

0























n
n

xn
n

xn
n
xxn

n
x

xxnxxxnxfa

n

n














所以傅里叶级数为

   xn
nn

n




2cos11
12
11

1
2

1

2 






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由狄利克雷定理知

   
2
1

2
1,12cos11

12
11 2

1
2

1

2 


 






xxxn
nn

n




⑵  








30,1

03,12
x

xx
xf .

解 傅里叶系数为

    1dd12
3
1d

3
1 3

0

0

3

3

30 



   

xxxxxfa

   

   ,2,1,116
3

cos
3

cos12
3
1d

3
cos

3
1

22

3

0

0

3

3

3







   

n
n

dxxndxxnxxxnxfa

n

n





   

  ,2,1,16

d
3

sind
3

sin12
3
1d

3
sin

3
1

1

3

0

0

3

3

3







 



 

n
n

xxnxxnxxxnxfb

n

n





所以傅里叶级数为

    












 

1

1
22 3

sin61
3

cos116
2
1

n

nn xn
n

xn
n






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      














  







3,2
33,

3
sin61

3
cos116

2
1

1

1
22 x

xxfxn
n

xn
nn

nn 





2.将函数    202  xxxf 分别展开成正弦级数和余弦级数.

解 展开成正弦级数，傅里叶系数为

,2,1,0,0  nan

   
 

   ,2,1,111681d
2

sind
2

sin
2
2

3
12

0

22

0
  n

nn
xxnxxxnxfb nn

n 


所以正弦级数为

    
2

sin11218
1

23

1 xn
nnn

n
n 

 

















由狄利克雷定理知

    

























2,0
20,

2
sin11218 2

1
23

1

x
xxxn

nnn

n
n 
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展开成余弦级数，傅里叶系数为

 
3
8dd

2
2 2

0

22

00   xxxxfa

    ,2,1,161d
2

cosd
2

cos
2
2

22

2

0

22

0
  n

n
xxnxxxnxfa n

n 


,2,1,0  nbn

所以余弦级数为

 
2

cos116
3
4

1
22

xn
nn

n 
 







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  20,
2

cos116
3
4 2

1
22 


 





xxxn
nn

n 


总习题十二

1. 设级数


1n
nu 条件收敛，又设

2
,

2
nn

n
nn

n

uu
w

uu
v





 ，则级数（ ）.

（A）


1n
nv 和



1n
nw 都收敛

（B）


1n
nv 和



1n
nw 都发散

（C）


1n
nv 收敛，但



1n
nw 发散

（D）


1n
nv 发散，但



1n
nw 收敛

解 选（B）

2. 设   
x

ttxf
sin

0

2dsin ，   









1

12

2n
n

n

n
xxg ，则当 0x 时，  xf 是  xg 的（ ）.

（A）等价无穷小

（B）同阶，但不等价无穷小

（C）低阶无穷小

（D）高阶无穷小

解 选（A）
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3.设正项数列  na 单调递减，且级数  





1

1
n

n
na 发散，试问级数












1 1
1

n

n

na
是

否收敛？并说明理由.

解 因为正项数列  na 单调减少，所以存在 0a 使得 aann



lim ，又  






1

1
n

n
na

发散，所以 0a ，即 0a ，于是

1
1

1
1

1lim
1

1limlim 


















nn
n

n

n

n
n

n
nn aaa
u

由极值审敛法知，级数











1 1
1

n

n

na
收敛.

4.利用 





 

x
x

x
1cos

d
d

的幂级数展开式，求级数    












1

2

2!2
121

n

n
n

n
n 

的和.

解 设   





 


x
x

x
xS 1cos

d
d

，则   2

sincos1
x

xxxxS 
 ，因为

   





0

2

!2
1cos

n

n
n

n
xx

所以

 
           

   































 












 


,
!2
121

!2
1

d
d

1
!2

1

d
d 22

11

12
0

2

xx
n
n

n
x

xx
n
x

x
xS n

n

n

n

n
nn

n
n

，

令
2


x 得

   
  2

22

1

2

2
01

2!2
121

2


































 n

n

n

n
nS

所以

   
  2

1
2!2

121
2

1
















n

n

n

n
n
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5.设  












0,1

0,arctan1 2

x

xx
x
x

xf ，将  xf 展开为 x 的幂级数，并求级数

 


 


1
241

1
n

n

n
的和.

解 因为

         1,1,11
1
1arctan

0

2

0

2
2 


 









xxx
x

x
n

nn

n

nn

从 0到 x积分得

       1,1,
12

1d1darctanarctan
0

12

0
0

2

0



  









x
n
xttttx

n

n
nx

n

nnx
，

所以，当 0x 时，有

           

      n

n

n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

x
nn

x
n
x

n
x

n
x

n
xx

n
x

x
xxf

2

1
2

1

2
1

1

2

0

22

0

2

0

2
2

0

122

41
121

12
1

12
11

12
1

12
1

12
11

12
11





























































当 0x 时，上式也成立，故

     1,1
41
121 2

1
2 




 




xx
n

xf n

n

n

，

令 1x ，得

   


 



1

241
1211

n

n

n
f

解得

   
2
1

42
11arctan2

2
11

41
1

1
2 














f
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