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第十章重积分

习题十

10.1

1.设有一平面薄板（不计其厚度）占有 xOy平面上的闭区域 D，薄板上分布

着面密度为  yx,  的电荷，且  yx, 在 D上连续，试用二重积分表达该

薄板上的全部电荷Q .

解 将 D分成 n个小闭区域 nDDD ,,, 21  ，其面积记为 n  ,,, 21  ，任取

  iii D， ，则全部电荷为
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i
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d,,lim
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其中  的直径ini
D

1
max

2.根据二重积分的性质，比较下列积分的大小.

⑴   
D

yx dln 与    
D

dyx 2ln ，其中 D是三角形闭区域，三个顶点分别

为      0,2,1,1,0,1 ；

解 因为积分区域 D位于区域   21,  yxyx 内，所以在 D上

  1ln0  yx

可知

    yxyx  lnln 2

且不恒等,由二重积分性质

      dlndln 2  
DD

yxyx

⑵   
D

yx d2 与   
D

yx d3 ，其中 D是由圆周     212 22  yx 所围成的

闭区域.

解 因为积分区域 D位于半平面   1,  yxyx 内，所以在 D上

   32 yxyx 



2

且不恒等,由二重积分性质

    
DD

yxyx  dd 32

3.利用二重积分的性质估计下列积分的值.

⑴   
D

yxxy d ，其中   10,10,  yxyxD ；

解 在 D上

  20  yxxy

且不恒等,又 D的面积等于1，由二重积分性质

  2d0  
D

yxxy 

⑵   
D

yx d94 22 ，其中   4, 22  yxyxD .

解 函数 94),( 22  yxyxf 在 D上的最大值为 25,最小值为 9,所以在 D上

25949 22  yx

且不恒等,又 D的面积等于 4 ，由二重积分性质得

      425d9449 22  
D

yx

即

   100d9436 22  
D

yx

10.2

1.计算下列二重积分.

⑴   
D

yxyx dd 其中 D是以      1,1,0,1,0,0 为顶点的三角形闭区域；

解

   

2
1

2
1d

2
3d

2

dddd

1
0

31

0

2
0

1

0

2

0

1

0


















 xxxxyxy

yyxxyxyx

xy
y

x

D

⑵   
D

yxyyxx dd3 323 ，其中   10,10,  yxyxD ；
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解
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⑶ 
D

yxyx dd ，其中 D是由两条抛物线 2, xyxy  所围成的闭区域；

解
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⑷   
D

yxyx ddsin1 2 ，其中     yxyxD 0,0, ；

解
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DD

⑸    
D

yxxyyx ddsin 22 ，其中 D是由曲线 122  yx 与直线 1,0  yy 所围成

的闭区域.

解
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2. 交换下列二次积分的积分次序.

⑴   yyxfx
x

d,d
ln

0

e

1  ；

解 积分区域为    ee,10),(ln0e,1),(  xyyxxyxyxD y ，所

以

    xyxfyyyxfx y

x
d,dd,d

e

e

1

0

ln

0

e

1  

⑵   yyxfx
x

x
d,d

21

0  ；

解 积分区域为

 

 1,21),(
2
,10),(

21,0),(
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所以
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⑶   xyxfy
y

y
d,d
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0 2 ；

解 积分区域  








 xyxxyxyxyyyxD
2
,40),(2,20),( 2 ，

所以
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解 积分区域为
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所以
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3. 计算二次积分 x
x
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y
dcosd 66
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.
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4.设平面薄片所占的闭区域 D由直线 xyyx  ,2 和 x轴所围成，它的面密

度   22, yxyx  ，求该薄片的质量.

解 所求薄片的质量为

     

 







 

















1

0

32321

0

2
3

2 221

0

22

3
4d

3
722

3
1d

3

ddddd,

yyyyyxyx

xyxyyxyxyxm

yx
yx

y

y
DD



5. 求 由 平 面 1,0,0  yxyx 所 围 成 的 柱 体 被 平 面 0z 及 抛 物 面

zyx  622 截得的立体的体积.

解 记   xyxyxD  10,10, ,则立体体积为
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6.利用极坐标计算下列二重积分.

⑴  
D

yxyx dd22 ，其中 D是圆环闭区域   2222, byxayx  ；

解 在极坐标系下,积分区域  brarD  ,20),(  ，所以
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⑵   
D

yxyx dd22 ，其中   xyxxyxyxD 4,2, 2222  ；

解 在极坐标系下,积分区域为








  cos4cos2,
22

),( rrD ，所

以
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⑶   
D

yxyx dd2
3

22 ，其中   xyxyxyxD 2,1, 2222  .

解 记     0,,,1  yDyxyxD ,则

    
1

dd2dd 2
3
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3
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yxyxyxyx

在极坐标系下,
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所以
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7. 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分.

⑴   yyxfx d,d
1

0

1

0  ；

解 积分区域为
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4
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所以

      rrrrfrrrrfyyxfx dsin,cosddsin,cosdd,d sin
1

0
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(2)   yyxfx
x

x
d,d
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1
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.

解 积分区域为
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所以
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8. 把下列积分化成极坐标形式,并计算积分.

(1) y
yx

x
x

x
d1d 2 22

1
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；

解 积分区域为
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4
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所以
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解 积分区域为
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所以
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9. 计算以 xOy 平面上的圆周 axyx  22 围成的闭区域为底，而以曲面

22 yxz  为顶的曲顶柱体的体积.

解 记   axyxyxD  22, ，则曲顶柱体的体积为
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10.3

1.计算下列三重积分.

⑴ 


zyxxyz ddd ，其中为球面 1222  zyx 及三个坐标面所围成的在第一

卦限内的闭区域；

解 积分区域为

 222 1010,10),,( yxzxyxzyx  ，

所以

   

 
48
1d1

8
1

d
4

1
22

d1
2

d

d
2

ddddddd

1

0

22

1
0

1

0

4
2

21

0

221

0

1

0

1
0

21

0

1

0

1

0

1

0

22

2 22222


























 






xx

xyxyxyyxxyx

yxyzxzxyzyxzyxxyz

xy
y

x

x yxz
z

yxx

⑵  


 zyxzxy dddcos ，其中是由柱面 xy  和平面
2

,0,0 
 zxzy 所

围成的闭区域；

解 积分区域为



9









 xzxyxzyx
2

00,
2

0),,( 
，

所以

   

   

   











































1
82

1sincos
22

1

dsin
2
1dsin1

2

dsin1ddsind

dcosdddddcos

2
2
0

2

2
0

2
0 0

2

0
2
00

2
0

2
0

2
00

2
0









xxxx

xxxxxxy

yxyxyzxyx

zzxyyxzyxzxy

xy
y

xx xz

z

xx

⑶  


 zyxzyxy ddd5432 ，其中  
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解 平面  bybyy  截所得区域为
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⑷   


 Vzxfy d1 ，其中是由不等式组 223 0,1,11 yxzyxx  所

限定的闭区域，  zf 为任一连续函数.

解 用柱面 3xy  将分成 1 和 2 两部分：

  2233
1 0,,10,, yxzyxyyzyx 

  2233
2 0,,01,, yxzxyxxzyx 
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由对称性知

      0ddddddddd
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于是
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2.利用柱坐标计算下列三重积分.

⑴ zyx
yx

ddd
1

1
22

 
，其中是由锥面 222 zyx  及平面 1z 所围成的闭

区域；

解 在柱坐标系下，积分区域为

 110,20),,(  zrrzr ，

所以
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⑵   zyxyx ddd22


 ，其中是旋转抛物面 222 yxz  与平面 8,2  zz 所围

成的闭区域.

解 在柱坐标系下，积分区域为

 zrzzr 2020,82),,(  ，

所以
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3. 利用球坐标计算下列三重积分.

⑴   zyxzx ddd


 ，其中是由锥面 22 yxz  及球面 221 yxz  所围成

的闭区域；
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解 在球坐标系下，积分区域为
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，其中是由不等式组   111 222222  zyxzyx ， 所确

定的闭区域；

解 在球坐标系下，积分区域为
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 ，其中是球体       1211 222  zyx .

解 令 2,1,1  zZyYxX ，则   1,, 222  ZYXZYX ，所以
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4. 把积分 z
zyx

yx
yxx

d1dd
222 11

1 222

1

0

1

1 


 
化成球坐标形式，并计算积分

值.

解 积分区域为
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5.设有一物体，占有空间闭区域   10,2,, 22  zxyxzyx ，在点  zyx ,,

处的密度为   222,, zyxzyx  ，计算该物体的质量.

解 该物体的质量为
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10.4

1.求锥面 22 yxz  被柱面 xz 22  所割下部分的曲面面积.

解 曲面在 xOy平面上的投影区域为

  xyxyxD 2, 22 

所求曲面的面积为
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2.设平面薄片所占的闭区域 D由抛物线 2xy  及直线 xy  所围成，它在点处

 yx, 的面密度   yxyx 2,  ，求该薄片的质心.

解 设薄片的质心坐标为  yx, ，则
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所以
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故薄片的质心坐标为 
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3. 设均匀薄片所占的闭区域 D界于两个圆  babrar  0cos,cos  之

间，求该薄片的质心.

解 设薄片的质心坐标为  yx, ，由对称性知 0y ，又
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故薄片质心坐标为   
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4. 设 均 匀 物 体 所 占 的 闭 区 域  由 抛 物 面 xyxy 2 ， 和 平 面

6,0  zxz 所围成，求该物体的质心.

解 设该物体的质心坐标为  zyx ,, ，则
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6

0

26

0

26

0
 





xxxzzyxzyxz
xx

x

所以

7
12

6
5
48

6
35
576

,6
16
15

6
5
48
54,

7
18

6
5
48

6
35
864

 zyx

故物体的质心坐标为 







7
126

16
15

7
18

，， .

5. 设一球占有闭区域   Rzzyxzyx 2,, 222  ，它在内部各点处的密度

的大小等于该点到坐标原点的距离的平方，试求该球的质心.

解 设球体的质心坐标为  zyx ,, ，密度函数为   222,, zyxzyx  ，由对称

性知 0 yx ，又

 
  Vzyx

Vzyxz
z

d

d

222

222














其中

 

52
0

55cos2

0

42
0

2

0

22222

15
32dsincos

5
322dsindd

ddsind

RR

dVzyx

R














 

6cos2

0

52
0

2

0

22222

3
8dcossindd

dddsincosd

R

Vzyxz

R














所以
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R
R

R
z

4
5

15
32
3
8

5

6






故物体的质心坐标为 





 R

4
500 ，， .

5. 设均匀薄片（面密度为常数1）占有闭区域  








 1, 2

2

2

2

b
y

a
xyxD ，求该

薄片关于 y轴的转动惯量.

解 薄片关于 y轴的转动惯量为

     

babattttba

ttatata
a
bxxax

a
b

xxax
a
byxxyxxI

taxa

a

a

x
a
b

x
a
b

a

a
D

y

332
0

2
0

423

2
0

2
sin

0

222

2221

1

22

4
1

22
1

4
3

22
14dsindsin4

dcoscossin4d4

d2dddd
2

2

 







 














 












7. 设一均匀物体（密度  为常数）占有的闭区域由曲面 22 yxz  和平面

ayaxz  ,,0 所围成.

(1) 求物体的体积；

(2) 求物体的质心；

(3) 求物体关于 z轴的转动惯量.

解 (1) 物体的体积为

 

4

0

3
2

0

22

0000

3
8d

3
4

dd4ddd4d
22

axaax

yyxxzyxVV

a

aayxaa




















(2) 设物体的质心坐标为  zyx ,, ，则由对称性知 0 yx ，又















 
V

Vz

V

Vz
z

d

d

d

d





其中
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6

0

5234

0

4224

0000

45
56

5
1

3
22

d2
2
1d4ddd4d

22

adxaxaax

yyyxxxzzyxVz

a

aayxaa







 










所以

2

4

6

15
7

3
8
45
56

a
a

a
z 

故物体的质心坐标为 






 2

15

7
，0，0 a .

(3) 物体关于 z轴的转动惯量为

   

  4

0

4224

0

0

22

00

22

45
112d2d4

ddd4d
22

ayyyxxx

zyxyxVyxI

aa

yxaa

z
















总习题十

1. 设 有 空 间 闭 区 域   0,, 2222
1  zRzyxzyx ， ，

  0,0,0,, 2222
2  zyxRzyxzyx ， ，则有（ ）

（A） 



21

d4d VxVx （B） 



21

d4d VyVy

（C） 



21

d4d VzVz （D） 



21

d4d VxyzVxyz

解 由对称性知
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111

d4d

0ddd

VzVz

VxyzVyVx

所以选(C).

2.设  xf 为连续函数，     xxfytF
t

y

t
dd

1  ，则   2F （ ）

（A）  22 f （B）  2f （C）  2f （D） 0
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解          
txtt

y

t
xxxfyxfxxxfytF

1111
d1dddd

所以

          )2(1222,1 ffFttftF 

故选(B).

3. 设  yxf , 在 闭 区 域   0,, 22  xyyxyxD 上 连 续 ， 且

    yxyxfyxyxf
D

dd,81, 22 


.求  yxf , .

解 设   yxyxfA
D

dd, ，则   Ayxyxf

81, 22  ，所以

8
8dd1dd81 2222 








  

DD

AyxyxyxAyxA

于是

 

 
9
1

123
2

26
1dcos1

6
1

d1
3
1

2
1d1d

2
1

dd1
2
1dd1

2
1

2
0

2

2
0

sin
0

2
3

2sin

0

22
0

222







 

























r
r

DD

rrrr

rrryxyxA

故

 
3
2

9
81, 22 


yxyxf

4. 设  xf 连 续 ， 且     


 VyxfztF d222 ， 其 中  由 不 等 式 组

222,0 tyxhz  所确定，求
t
F
d
d

.

解

       

    

 
































t

t hz
z

ht

rdrrfhh

rrzrfzzrrfzr

zrrrfzzyxyxfztF

0

2
3

0 0
2

3

0

22

0

2

0

22222

3
2

d
3

2ddd

dddddd









求导得
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 2

3

3
2 tfhhttF 

5. 有 一 融 化 过 程 中 的 雪 堆 ， 高  thh  （ t 为 时 间 ） ， 侧 面 方 程 为

   
 th
yxthz
222 

 （长度单位为 cm，时间单位为 h）.已知体积减小的速率

与侧面积成正比（比例系数为 9.0 ）.问原高   cm1300 h 的这个雪堆全部融

化需要多少小时？

解 雪堆的体积为

 

    
       thzzththyxzVV

th

zththyx

th 3

0

2

2
1

0 4
d

2
dddd

222


 



雪堆的侧面积为

    

 
  

   
 

    
 

 thrth
th

rrrth
th

yx
th
yxyx

th
y

th
xA

thr

r

th

thyxthyx

22
0

2
3

222
0

222

0

2

2

22

2

22

12
1316

24
d16d1

dd161dd441
2

22
2

22





































又由于 A
t
V 9.0
d
d

 ，所以

   





 th

t
hth 22

12
139.0

d
d)(3

4


即

10
13

d
d


t
h

解得   Ctth 
10
13

，由   1300 h 得 130C ，所以

  tth
10
13130 

令   0th 得 100t 小时.

6.在均匀的半径为 R的半圆形薄片的直径上，要接上一个一边与直径等长的

同样材料的均匀矩形薄片，为了使整个均匀薄片的质心恰好落在圆心上，

问接上去的均匀矩形薄片另一边的长度应是多少？

解 选取直角坐标系使整个均匀薄片占有区域

  22,, xRylRxRyxD 



20

其中 l是矩形薄片所求边长,设整个薄片的质心坐标为  yx, ，由对称性知

0x ，又






D

D

y
y





d

d

其中

  RlRxlxRyyxy
R

R

xR

l

R

R
D

23222

3
2d

2
1ddd

22

  






令 0y 得 0
3
2 23  RlR ，解得 Rl

3
2

 .

7.求由抛物线 2xy  及直线 1y 所围成的均匀薄片（面密度为常数 ）对于

直线 1y 的转动惯量.

解 薄片所占区域为

  10,,  yyxyyxD

薄片对于直线 1y 的转动惯量为

   

  



105
368d22d12

dd1d1

1

0
2
1

2
3

2
51

0

2

1

0

22
1
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