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第七章 微分方程

7.6

1.验证
2

e1
xy  及

2
e2
xxy  都是方程 0)24(4 2  yxyxy 的解，并写出该

方程的通解.

解 将
2

e1
xy  和

2
e2
xxy  代入方程得

0e)24(e24e)42()24(4
222 22

1
2

11  xxx xxxxyxyxy

  0e)24(e214e)46()24(4
222 223

2
2

22  xxx xxxxxxyxyxy

所以 1y 与 2y 都是方程的解.

又因为 x
y
y


1

2 不是常数，所以 1y 与 2y 线性无关，故方程的通解为

  2
e212211
xxCCyCyCy 

2.验证 31 y ， 2
2 3 xy  ， xxy e3 2

3  都是方程

    66)22(22 22  xyxyxyxx 的解，并写出该方程的通解.

解 将 31 y ， 2
2 3 xy  ， xxy e3 2

3  代入方程得

    663)22()22(22 11
2

1
2  xxyxyxyxx

        66)3()22(2222)22(22 222
22

2
2

2  xxxxxxxyxyxyxx

    33
2

3
2 )22(22 yxyxyxx 

            66e322e22e22 222  xxxxxxx xxx

所以 31 y ， 2
2 3 xy  ， xxy e3 2

3  都是方程的解.

因此 xyyxyy e, 23
2

12  是微分方程所对应的齐次微分方程的解，又

x

x
yy
yy

e

2

23

12 



不为常数，所以 2x 与 xe 线性无关，故方程的通解为

3e2
2

1  xCxCy



2

3.验证

⑴  是任意常数21
52

21 ,e
12
1ee CCCCy xxx  是方程 xyyy 5e23  的通解；

解 记 xxx yyy 52
21 e

12
1,e,e   ，则

0e2e3e23 111  xxxyyy

0e2e6e423 222
222  xxxyyy

且 x

y
y e
1

2  不为常数，所以 1y 与 2y 是对应齐次微分方程 023  yyy 的两个

线性无关解，又因为

xxxyyy 555 e
12
2e

12
15e

12
2523  

所以 y 为 xyyy 5e23  的特解，故 xxx CCy 52
21 e

12
1ee  是微分方程的通

解.

⑵  是任意常数21

2
25

1 ,ln
9

CCxx
x
CxCy  是方程 xxyyxyx ln53 22  的通

解；

解 记 xxy
x

yxy ln
9

,1,
2

2
5

1   ,则

05532053 5432
111

2  xxxxxyyxyx

0513253 23
2

222
2 















xx
x

x
xyyxyx

且 6
1

2 1
xy

y
 不为常数，所以 1y 与 2y 是对应齐次微分方程 0532  yyxyx 的

两个线性无关解，又因为

xxxxxxxxxxyxyyx ln
9
ln5

9
ln23

9
3ln253 2

2
22 








 

所以 y 是原方程的特解，故 xx
x
CxCy ln

9

2
25

1  是方程的通解.
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⑶  是任意常数4321
2

4321 ,,,sincosee CCCCxxCxCCCy xx   是 方 程

  24 xyy  的通解.

解 记 xyxyyy xx sin,cos,ee 4321  ， ,则

   4,3,2,104  iyy ii

又 4321 ,, yyyy， 线性无关，所以 4321 ,, yyyy， 是对应齐次微分方程
  04  ii yy

的线性无关解,记 2xy  ，则

    224 0 xxyy  

所以 y 是方程   24 xyy  的特解,故方程的通解为

2
4321 sincosee xxCxCCCy xx  

7.7

1.求下列微分方程的通解.

⑴ 04  yy ；

解 特征方程 042  rr ，解得 40 21  rr ， ，所以方程的通解为

xCCy 4
21 e

⑵ 0 yy ；

解 特征方程 012 r ，解得 ir 21， ，所以方程的通解为

xCxCy sincos 21 

⑶ 054  yyy ；

解 特征方程 0542  rr ，解得 ir  221， ，所以方程的通解为

 xCxCy x sincose 21
2 



4

⑷ 025
d
d20

d
d

2

2

 x
t
x

t
x

；

解 特征方程 025204 2  rr ，解得
2
5

21  rr ，所以方程的通解为

  t
tCCx 2

5

21 e

⑸   024  yyy .

解 特征方程 012 24  rr ，解得 ir 21， （二重根），所以方程的通解为

    xxCCxxCCy sincos 4321 

2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.

⑴ 10,6,034 00   xx yyyyy ；

解 特征方程 0342  rr ，解得 31 21  rr ， ，所以方程的通解为

xx CCy 3
21 ee 

求导得

xx CCy 3
21 e3e 

将 10,6,034 00   xx yyyyy 代入得








103
6

21

21

CC
CC

解得 24 21  CC ， ，故所求特解为

xxy 3e2e4 

⑵ 15,0,0294 00   xx yyyyy ；

解 特征方程 02942  rr ，解得 ir 5221 ， ，所以方程的通解为

 xCxCy x 5sin5cose 21
2  

求导得

    xCCxCCy x 5sin255cos25e 2112
2  

将 15,0 00   xx yy 代入得



5








1525
0

12

1

CC
C

解得 30 21  CC ， ，故所求特解为

xy x 5sine3 2

7.8

1.求下列微分方程的通解.

⑴ xyyy e22  ；

解 特征方程 012 2  rr ，解得 1
2
1

21  rr ， ，所以对应的齐次微分方程的

通解为

x
x

CCY  ee 2
2

1

设方程的特解为 xay e ，代入方程得

xxxx aaa e2eee2 

消去 xe 解得 1a ，即 xy e ，故方程的通解为

xx
x

CCyYy eee 2
2

1  

⑵ 12552 2  xxyy ；

解 特征方程 052 2  rr ，解得
2
50 21  rr ， ，所以对应的齐次微分方程的

通解为

x
CCY 2

5

21 e




设方程的特解为  21
2

0 bxbxbxy  ，代入方程得

  12554101215 2
2110

2
0  xxbbxbbxb

比较系数得















154
21012

515

21

10

0

bb
bb

b



6

解得
25
7

5
3

3
1

210  bbb ，， ，所以 xxxy
25
7

5
3

3
1 23  ，故方程的通解为

xxxCCyYy
x

25
7

5
3

3
1e 232

5

21 


⑶ xyyy x 2sine52  ；

解 特征方程 0522  rr ，解得 ir 2121 ， ，所以对应的齐次微分方程的通

解为

 xCxCY x 2sin2cose 21 

设  xbxaxy x 2sin2cose  ，代入方程并消去 xe 得

xxaxb 2sin2sin42cos4 

比较系数得 0
4
1

 ba ， ，所以 xxy x 2cose
4
1

 ，故方程的通解为

  xxxCxCyYy xx 2cose
4
12sin2cose 21  

⑷   xxyyy 3e196  ；

解 特征方程 0962  rr ，解得 321  rr ，所以对应的齐次微分方程的通解

为

  xxCCY 3
21 e

设   xbaxxy 32 e ，代入方程并消去 x3e 得

126  xbax

比较系数得
2
1

6
1

 ba ， ，所以 xxxy 323 e
2
1

6
1







  ，故方程的通解为

  xx xxxCCyYy 3233
21 e

2
1

6
1e 






  

⑸ xyy x cose  ；

解 特征方程 012 r ，解得 ir 21， ，所以对应的齐次微分方程的通解为

xCxCY sincos 21 

对于 xyy e ，设 xay e1 
，代入方程得

xxx aa eee 
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比较系数得
2
1

a ，所以 xy e
2
1

1 
.

对于 xyy cos ，设  xbxbxy sincos 102  ，代入方程得

xxbxb cossin2cos2 01 

比较系数得
2
10 10  bb ， ，所以 xxy sin

2
1

2 
 .

因此,方程的通解为

xxxCxCyyYy x sin
2
1e

2
1sincos 2121  

⑹  xxyyyy 22 ee16842   .

解 特征方程 0842 23  rrr ，解得 22 321  rrr ， ，所以对应的齐次微

分方程的通解为

  xx CxCCY 2
3

2
21 ee 

对于 xyyyy 2e16842  ，设 xAxy 2
1 e  ，代入方程解得 1A ，所

以 xxy 2
1 e  .

对于 xyyyy 2e16842  ，设 xBxy 22
2 e

，代入方程解得 2B ，所

以 xxy 22
2 e2

.

因此,微分方程的通解为

  xxxx xxCxCCyyYy 2222
3

2
2121 e2eee  

2.求下列微分方程满足所给初始条件的特解.

⑴ 2,1,523 00   xx yyyyy ；

解 特征方程 0232  rr ，解得 21 21  rr ， ，所以

xx CCY 2
21 ee 

设 Ay  ，代入方程得
2
5

A ，所以
2
5

y ，故方程的通解为

2
5ee 2

21  xx CCy

求导得

xx CCy 2
21 e2e 



8

将 2,1 00   xx yy 代入得











22

1
2
5

21

21

CC

CC

解得
2
7,5 21  CC ，故所求特解为

2
5e

2
7e5 2  xxy

⑵ 1,1,02sin    xx yyxyy ；

解 特征方程 012 r ，解得 ir 21， ，所以

xCxCY sincos 21 

设 xBxAy 2sin2cos  ，代入方程得

xxBxA 2sin2sin32cos3 

比较系数得
3
10  BA ， ，所以 xy 2sin

3
1

 ，故方程通解为

xxCxCy 2sin
3
1sincos 21 

求导得

xxCxCy 2cos
3
2cossin 21 

将 1,1    xx yy 代入得











1
3
2
1

2

1

C

C

解得
3
1,1 21  CC ，故所求特解为

xxxy 2sin
3

1
sin

3

1
cos 

⑶ 1,0,e4 00   xx
x yyxyy .

解 特征方程 012 r ，解得 11 21  rr ， ，所以

xx CCY  ee 21



9

设   xBAxxy e ，代入方程并消去 xe 得

xBAAx 4224 

比较系数得 11  BA ， ，所以   xxxy e2  ，故方程的通解为

  xxx xxCCy eee 2
21  

求导得

  xxx xxCCy e1ee 2
21  

将 1,0 00   xx yy 代入得








11
0

21

21

CC
CC

解得 1,1 21  CC ，故所求特解为

  xxxxy  ee12

3.一链条悬挂在一钉子上，起动时一端离开钉子 8m，另一端离开钉子 12m，

分别在以下两种情况下求链条滑下来所需的时间：

⑴ 若不计钉子对链条所产生的摩擦力；

解 设在时刻t链条的一端离钉子的距离  txx  ，则另一端离钉子距离 x20 ，

当 0t 时， 12x ，即 120tx ，由牛顿第二定律，有

   gxxx   2020

即

gxgx 
10

且 012 00   tt xx ， .

由特征方程 0
10

2 
gr 得

102,1
gr  ，设 Ax  ，代入方程得 10A ，所

以 10x ，故方程的通解为

10ee 10
2

10
1 

 tgtg

CCx

将 012 00   tt xx ， 代入得 121  CC ，所以



10

10ee 1010 
 tgtg

x

令 20x 得   s
g

t 625ln10
 .

⑵ 若摩擦力的大小等于 1m 长的链条所受重力的大小.

解 由牛顿第二定律，有

   ggxxx   2020

即

gxgx
10
21

10


且 012 00   tt xx ， .

设 Bx  ，代入方程得
2
21

B ，所以
2
21

x ，故方程的通解为

2
21ee 10

2
10

1 
 tgtg

CCx

将 012 00   tt xx ， 代入得
4
3,

4
3

21  CC ，所以

2
21ee

4
3 1010 












 tgtg

x

令 20x 得  s
g

t 





  22

3
4

3
19ln10

.

7.9

1.求下列欧拉方程的通解.

⑴ 032  yyxyx ；

解 令 tx e 或 xt ln ，则

t
y

t
yyx

t
yyx

d
d

d
d,

d
d

2

2
2 

代入方程得

0
d
d2

d
d

2

2

 y
t
y

t
y
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其特征方程为 0122  rr ，解得 121  rr ，所以线性微分方程的通解为

  ttCCy  e21

故欧拉方程的通解为

x
xCCy ln21 

⑵ xyyxyx 22  ；

解 令 tx e 或 xt ln ，则

t
y

t
yyx

t
yyx

d
d

d
d,

d
d

2

2
2 

代入方程得

ty
t
y

t
y e2

d
d2

d
d

2

2



其特征方程为 0122  rr ，解得 121  rr ，所以对应的齐次线性微分方程

的通解为

  ttCCY e21 

设 tAty e2 ，代入方程中得 1A ，所以 tty e2 ，故线性微分方程的

通解为

  tt ttCCy ee 2
21 

于是欧拉方程的通解为

  xxxxCCy 2
21 lnln 

2.求欧拉方程 xyyxyx ln22  满足初始条件 2,1 11   xx yy 的特解.

解 令 tx e 或 xt ln ，则

t
y

t
yyx

t
yyx

d
d

d
d,

d
d

2

2
2 

代入方程得

ty
t
y 2

d
d

2

2
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其特征方程为 012 r ，解得 11 21  rr ， ，所以对应的齐次线性微分方程

的通解为

tt CCY  ee 21

设 baty  ，代入方程得 0,2  ba ，所以 ty 2 ，故线性微分方程

的通解为

tCCy tt 2ee 21  

欧拉方程的通解为

x
x
CxCy ln22

1 

求导得

xx
CCy 2
2
2

1 

将 2,1 11   xx yy 代入得








22
1

21

21

CC
CC

解得
2
3,

2
5

21  CC ，故所求欧拉方程的特解为

x
x

xy ln21
2
3

2
5



总习题七

1.已知 xxxxxxx xyxyxy   eee,ee,ee 2
32

2
1 是某二阶非齐次常系数

线性微分方程的三个解，求此方程.

解 因 xxx yyyy 2
1231 ee,e   是对应齐次微分方程的解，所以特征根

21 21  rr ， ，故特征方程为

   0221 2  rrrr

从而所求的微分方程具有如下形式

 xfyyy  2

又 xxy e 是方程的特解，代入方程得

        xxxx xxxxxf e21e2e1e2 
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于是所求的微分方程为

  xxyyy e212 

2. 设 二 阶 常 系 数 线 性 微 分 方 程 xyyy e  的 一 个 特 解 为

  xx xy e1e2  ，试确定常数  ，， ，并求出该方程的通解.

解 求导得

    xxxx xyxy e3e4,e2e2 22 

代入方程得

         xxx xxxyyy ee123e24 2  

比较同类项系数得













01
23

024






解得 123   ，， ，故所求方程为

xyyy e23 

其特征方程 0232  rr ，解得 21 21  rr ， ，又 xxy e 是方程的解，所以微

分方程的通解为

xxx xCCy eee 2
21 

3.求方程 12cos2  yyx 满足  
4
9lim 




xy
x

的解.

解 方程化为 yyx 22 cos2 ,分离变量得

x
xy

y d2
cos
d

22 

积分得 C
x

y 
2

tan ,由条件  
4
9lim 




xy
x

得 C
4
9tan 

，即 1C ，故所

求特解为

12tan 
x

y
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4.从船上向海中沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器的下沉速度 y，

（从海平面算起）与下沉速度 v之间的函数关系，设仪器在重力作用下，从

海平面由静止开始铅直下沉，在下沉过程中还受到阻力和浮力的作用，设

仪器的质量为 m，体积为 B，海水密度为  ，仪器所受阻力与下沉速度成正

比，比例系数为 k（ 0k ），试建立 y与 v所满足的微分方程，并求出函数

关系  vyy  .

解 由牛顿第二定律得

kvBmg
t
ym  2

2

d
d

又

y
vv

t
y

y
v

t
v

t
y

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

2

2



所以 y与 v所满足的微分方程为

kvBmg
y
vmv  
d
d

且 00yv .

分离变量得

y
kvBmg

vmv dd


 

积分得
    CykvBmg
k

Bmgmv
k
m




  ln2

由 00yv 得

    Bmg
k

BmgmC 


 ln2

故所求函数关系是

 



Bmg
kvBmg

k
Bmgmv

k
my




 ln2

5. 设  xfy  在区间  ，1 上有连续的导数，若由曲线  xfy  ，直线

 1,1  ttxx 及 x轴所围平面图形绕 x轴旋转一周所成旋转体的体积为
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      1
3

2 ftfttV 


，试求  xfy  所满足的微分方程，并求该微分方程满

足条件
9
2

2xy 的解.

解 由题设知

        1
3

d 2

1

2 ftftxxftV
t

 
 ，

求导得

      tftttftf  22 2
3


化简得

     tfttftft 22 32 

所以  xfy  满足方程

22 32
d
d yxy
x
yx 

将方程写成
















x
y

x
y

x
y 23
d
d 2

令
x
yu  ，则 xuy  ，

x
uxu

x
y

d
d

d
d

 ，代入上式得

uu
x
uxu 23
d
d 2 

分离变量得

x
xuu

u d3d
2 


积分得

Cxuu lnln3ln1ln 

即 31 Cx
u
u




，将
x
yu  代入得 yCxxy 3 ，由

9
2

2xy 得， 1C ，于是

31 x
xy


 为所求的特解.

6.设  xf 连续，且满足积分方程     txttfxxf
x

dsin
0  ，求  xf .

解 令 xtu  ，则

          uuufuufxuufuxtxttf
xxx

x
dddd

000

0  


代入方程得

      uuufuufxxxf
xx

ddsin
00

 


求导得
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       xxfxxfuufxxf
x

  dcos
0

即

    uufxxf
x

dcos
0



对其求导得

   xfxxf  sin

将其中 x 换成 x得

   xfxxf  sin

对    xfxxf  sin 求二阶导得

    xfxxf  sin4

将    xfxxf  sin 代入得

     xfxxxf  sinsin4

即

     04  xfxf

其特征方程为 014 r ，解得 irr  2,12,1 1， ，所以

  xCxCCCxf xx sincosee 4321  

又可知         00,00,1000  ffff ， ，对  xf 求导得

  xCxCCCxf xx cossinee 4321  

  xCxCCCxf xx sincosee 4321  

  xCxCCCxf xx cossinee 4321  

代入初值得



















0
0
1

0

421

321

421

321

CCC
CCC
CCC

CCC

解得
2
1,0,

4
1,

4
1

4321  CCCC ，故所求函数为

  xxf xx cos
2
1e

4
1e

4
1
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7.利用变换将方程   xy
x
yxxx

x
yx tan

d
dcossin1cos2

d
dcos 2

2

2
4  化简，并求此

方程的通解.

解 求导得

t
y

xx
t

t
y

x
y

d
d

cos
1

d
d

d
d

d
d

2

2

2

432

2

2322

2

d
d

cos
1

d
d

cos
sin2

d
d

d
d

cos
1

d
d

cos
sin2

d
d

cos
1

d
d

d
d

t
y

xt
y

x
x

x
t

t
y

xt
y

x
x

t
y

xxx
y









代入方程得

  ty
t
y

x
xxx

dt
y

xt
y

x
xx 










d
d

cos
1cossin1cos2d

cos
1

d
d

cos
sin2cos 2

2
2

2

43
4

即

ty
t
y

t
y


d
d2

d
d

2

2

其特征方程 0122  rr ，解得 121  rr ，所以

  ttCCY  e21

设 baty  ,代入方程得 2,1  ba ，所以 2 ty ,故

  2e21   ttCCyYy t

于是原方程的通解为

  2tanetan tan
21   xxCCy x


