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第九章 多元函数微分法及其应用

9.1

1. 求下列函数的定义域，并指出其中的开区域与闭区域，连通集与非连通

集，有界集与无界集.

⑴
yxyx

z






11

；

解 函数的定义域为   0,0,  yxyxyxD ，是无界开区域.

⑵   xyxz  lnln ；

解 由   0ln  xyx 得








1
0
xy

x
或








10
0

xy
x

即

10  yx 或







1
0

xyx
x

所以函数的定义域为      1,0,10,  xyxxyxyxyxD ，是无

界非连通开集.

⑶
22

arccos
yx

zu


 .

解 由 1
22


 yx
z

和 022  yx 得

0222  zyx 和 022  yx

所以函数的定义域为   0,0,, 22222  yxzyxzyxD ，是无界非连通

集.

2.若 22, yx
x
yyxf 





  ，求  yxf , .

解 令
x
ytyxs  , ，则

t
sty

t
sx







1
,

1
，所以

   
t
ts

t
st

t
stsf























1
1

11
,

222



2

故

   
y
yxyxf





1
1,

2

3.求下列极限.

⑴
   

 
220,1,

elnlim
yx

x y

yx 




；

解
   

    2ln
01
e1lnelnlim
22

0

220,1,










 yx

x y

yx

⑵
    1e2
lim

0,0,  xyyx

xy
；

解

       

 

       
 

  221

1e2lim
e1

lim

e1
1e2lim

1e2
lim

0,0,0,0,

0,0,0,0,


















xy

yxxyyx

xy

xy

yxxyyx

xy

xyxy

其中

   
1lim

e1
lim

e1
lim

000,0,








 



 u
uuxy

uuu

xyu

xyyx

⑶
   

   22

0,0,
lnlim yxyx

yx



.

解 令  sin,cos ryrx  ，则 )0,0(),( yx 等价于 0r ，于是

   
     

  0sincosln2lim

lnsincoslimlnlim

0

2

0

22

0,0,













rr

rrryxyx

r

ryx

其中 2sincos   及

0lim1

1

limlnlimlnlim
0

2

000






r

r

r
r
rrr

rrrr

4.证明：极限
     222

22

0,0,
lim

yxyx
yx

yx 
不存在.
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证 因为

 
1limlim 4

4

0222

22

)0,0(),(


 

 x

x
yxyx

yx
x

xy
yx

 
0

4
limlim 24

4

0222

22

)0,0(),(





 

 xx

x
yxyx

yx
x

xy
yx

沿两种不同的路径的极限不同，所以极限
     222

22

0,0,
lim

yxyx
yx

yx 
不存在.

5.指出下列函数的间断点.

⑴ 22

1
yx

z


 ；

解 满足 022  yx 的点，即点  0,0 为函数的间断点.

⑵ 2

1

e
yx

u
z


 .

解 满足 0z 或 02  yx 的点，即平面 0z 与抛物柱面 02  yx 上的点为

函数的间断点.间断点集为  0,0),,( 2  yxzzyx .

6.讨论函数      

   















0,0,0

0,0,,
, 22

22

yx

yx
yx
yxxy

yxf
，

在点  0,0 处的连续性.

解 当    0,0, yx 时，有

  xy
yx
yxxy

yx
yxxyyxf 








 22

22

22

22

,0

又
       

0lim00lim
0,0,0,0,




xy
yxyx

， ，所以
   

  0,lim
0,0,




yxf
yx

，故

   
   0,00,lim

0,0,
fyxf

yx




即  yxf , 在点  0,0 处连续.

9.2

1.求下列函数的偏导数.

⑴
y
xyxz sin2  ；
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解
y
x

y
xy

yy
xxy

x
z cos121cos2 



y
x

y
xx

y
x

y
xx

y
z coscos 2

2
2

2 












⑵  yxyz  1 ；

解     121 11  

 yy xyyyxyy
x
z

    

   

    































xy
xyxyxy

xy
xyxyxy

xyy
y

xy
y
z

y

y

y

1
1ln1

1
1ln1

1ln1

⑶  zyxu  arctan .

解
      

  z

z
z

z yx
yxzyxz

yxx
u

2

1
1

2 11

1








 



        
  z

z
z

z yx
yxzyxz

yxy
u

2

1
1

2 1
1

1

1








 



          
  z

z
z

z yx
yxyxyxyx

yxz
u

22 1
lnln

1

1











2.设    
y
xyxyxf arcsin1,  ，求  1,xf x .

解   xxf 1, ，所以

    1
d
d1,

d
d1, 

x
xxf

x
xf x

3.设    












00

0,sin
2
1

,
2

xy

xyyx
xyyxf
，

，求  1,0xf  及  1,0yf  .

解      
2
1sinlim

2
10sin

2
1

lim1,01,lim1,0 2

2

0

2

00








 x
x

x

x
x

x
fxff

xxxx
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      0
1
00lim

1
1,0,0lim1,0

11










 yy

fyff
yyy

4.求函数 yxz 22e 的二阶偏导数.

解 yx
x
z 2e2



， yx
y
z 22e2



y

x
z 2
2

2

e2



， yx
xy
z

yx
z 2

22

e4








， yx
y
z 22
2

2

e4



5. 设  xyxz ln ，求
yx
z



2

3

及 2

3

yx
z



.

解     1lnln 

 xy

xy
yxxy

x
z

xxy
y

x
z 1
2

2





， 02

3





yx
z

，
yxy

x
yx
z 12





， 22

3 1
yyx

z





6.设 nxy tkn sine
2 ，求证： 2

2

x
yk

t
y








.

解 因为

nxkn
t
y tkn sine

22 



， nxn
x
y tkn cose

2



， nxn
x
y tkn sine

22
2

2





所以

  2

2
22 sinesine

22

x
yknxnknxkn

t
y tkntkn






 

6. 设  













00

0,
,

22

22
66

3

yx

yx
yx
yx

yxf
，

，试证:  yxf , 在点  0,0 处不连续，但在点

 0,0 处两个偏导数都存在，且两个偏导数在点  0,0 处不连续.

证 因为

     
  k

xk
k

kxx
kxxkxxfyxf

xxx
kxy

yx










 1260636

33

0

3

0)0,0(),( 1
limlim,lim,lim

3

对于不同 k的极限值不同，所以
   

 yxf
yx

,lim
0,0, 

不存在，故  yxf , 在  0,0 处不

连续.
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当 022  yx 时，有

 
 266

872 33,
yx

yxyxyxf x





 
 266

639 5,
yx
yxxyxf y






当 022  yx 时，有

      000lim0,00,lim0,0
00










 xx

fxff
xxx

      000lim0,0,0lim0,0
00










 yy

fyff
yyy

因为

   
      k

xkx
kxxkxkxxfyxf

xxxx

kxy
yx

333lim,lim,lim 22466

122872

0

4

00,0,
4











所以
   

 yxf xyx
,lim

0,0,



不存在，故  yxf x , 在  0,0 点不连续.

因为

   
   

 












 30266

99

000,0,

1lim5lim,lim,lim
xxx

xxxxfyxf
xxyxy

xy
yx

所以
   

 yxf yyx
,lim

0,0,



不存在，故  yxf y , 在  0,0 点不连续.

9.3

1.求下列函数的全微分.

⑴
22 yx

yz


 ；

解 因为

 2
3

222222

yx

xy
yx

x
yx
y

x
z













 2
3

22

2

22

22

22

yx

x
yx

yx
yyyx

y
z













连续，所以
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   
y

yx

xx
yx

xyy
y
zx

x
zz ddddd

2
3

22

2

2
3

22 














⑵ yzxu  .

解 因为

1

 yzyzx
x
u

， xzx
y
u yz ln



， xyx
z
u yz ln



连续，所以

zxyxyxzxxyzxz
z
uy

y
ux

x
uu yzyzyz dlndlnddddd 1 












 

2.求函数  xzxyu  cos 在点 







66
,1 

， 处的全微分.

解 因为

       xzxyzyzyxzxy
x
u



 sinsin

 xzxyx
y
u



 sin ，  xzxyx

z
u



 sin

连续，且在点 







66
,1 

， 处

     6
3sin

6
,

6
,1

6
,

6
,1



















 xzxyzy

x
u

 
2
3sin

6
,

6
,1

6
,

6
,1



















  xzxyx

y
u

 
2
3sin

66
1

66
1



















 

，，，，
xzxyx

z
u

所以

zyx

z
z
uy

y
ux

x
uu

d
2
3d

2
3d

6
3

dddd
6
,

6
,1

6
,

6
,1

6
,

6
,1

6
,

6
,1



















































3.当 2.0,1.0,1,2  yxyx 时，求函数
x
yz  的全增量和全微分.
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解 设  
x
yyxf , ，则全增量为

    119.0
2
1

1.02
2.011,22.01,1.02 




 ffz

又函数的全微分为

y
x

x
x
yz 

1d 2

所以当 2.0,1.0,1,2  yxyx 时的全微分为

  125.02.0
2
11.0

2
1d 2 z

4. 证明：函数   xyyxf , 在点  0,0 处连续且偏导数存在，但不可微.

证 因为

   
 

   
 0,00lim,lim

0,0,0,0,
fxyyxf

yxyx




所以  yxf , 在点  0,0 处连续.

因为

      000lim0,00,lim0,0
00








 xx

fxff
xxx

      000lim0,0,0lim0,0
00








 yy

fyff
yyy

所以  yxf , 在点  0,0 处偏导数都存在.

因为

   

       

    220220,0,

220,0,

11
lim

0
lim

0,00,00,0,
lim

k

k

xk

xk

yx

xy

yx

yfxffyxf

x
kxy

yx

yx

kxy
yx























当 k取不同值时得到的极限值不同，所以二重极限

   

       
220,0,

0,00,00,0,
lim

yx

yfxffyxf yx

yx 




不存在，可知  yxf , 在点  0,0 处不可微.
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5.设函数  yxfz , 在凸区域 D上， 0


x
z

的充要条件是什么？ 0
2





yx
z

的充

要条件是什么？ 0d z 的充要条件是什么？(凸区域 D是指 D内任意两点间

的直线段都位于 D内的区域)

解  yz
x
z 

 0 ，为 y的任一函数.

     yxzxg
x
z

yx
z








 0
2

， , 为任意两个可微函数.

Cz
y
z

x
zx 








 0,00d ，C为任意常数

9.4

1.设 vuz ln2 ，而 yxv
y
xu 23,  ，求

y
z

x
z




 , .

解     2

2

2

2

23
323ln23ln2

yyx
xyx

y
x

v
uvu

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z





















      2

2

3

22

2 23
223ln22ln2

yyx
xyx

y
x

v
u

y
xvu

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z






























2.设  yxtz  223tan ，而 ty
t

x  ,1 ，求
t
z
d
d

.

解

   

   







 


































t
t

t
tt

t
yxt

t
xyxtyxt

t
y

y
u

t
x

x
u

t
z

t
z

2
2

3

22

2
2222

23sec
2
143

2
1123sec

1423sec323sec

d
d

d
d

d
d

3. 设
 

1
e

2 



a

zyu
ax

，而 xzxay cos,sin  ，求
x
u
d
d

.

解
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      xx
a

xa
aa

zya
x
z

z
u

x
y

y
u

x
u

x
z

ax
axaxax

sinesin1
1

ecos
1

e
1

e
d
d

d
d

d
d

222 

























4.求下列函数的一阶偏导数（其中 f 具有一阶连续偏导数）.

⑴  22, yxyxfz  ；

解   2121 221 fxfxff
x
z 



  2121 221 fyfyff
y
z 



⑵ 









z
y

y
xfu , .

解 11
11 f
yy

f
x
u 



212221
11 f
z

f
y
x

z
f

y
xf

y
u 













2222 f
z
y

z
yf

z
u 











5.设 






x
yxxyz  ，其中可导，证明： xyz

y
zy

x
zx 








.

证  








 xy

x
yxy

x
z

2

 

 x

x
xx

y
z 1

所以

  xyzxyxxyxy
x
yyx

y
zy

x
zx 






 






 

6.求下列函数的二阶偏导数（其中 f 具有二阶连续偏导数）.

⑴  yxyfz , ；
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解 11 fyyf
x
z 



， 2121 ffxfxf
y
z 



  11
2

1112

2

fyyfyfy
xx

z 







    12111121111

2

fyfxyffxfyffy
yyx

z 








      22121122211211212

2

2 ffxfxfxffxfxffx
yy

z 







⑵  yxxfz x ,,e .

解   21 e1 fxf
x
z x 



， 3f
y

z 



  
         222112111

212

2

e1e1e1e2

e1

fxffxfxfx

ffx
xx

z

xxxx

x











     231321

2

e1e1 ffxffx
yyx

z xx 








  3332

2

ff
yy

z 







7.已知函数  yxfz , 具有二阶连续偏导数，且满足方程 02

2

2

2
2 








y
z

x
za ，作

变换，令  0,  aayxvayxu ，试求 z作为 vu, 的函数所应满足的方程.

解
v
z

u
z

v
z

u
z

x
z


















 1

  


























v
z

u
zaa

v
za

u
z

y
z

2

22

2

2

2

222

2

2

2

2

2

1111

v
z

vu
z

u
z

v
z

uv
z

vu
z

u
z

v
z

u
z

xx
z







































































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   
























































































2

22

2

2
2

2

222

2

2

2

2

2
v
z

vu
z

u
za

a
v
za

uv
zaa

vu
za

u
za

v
z

u
za

yy
z

所以

04

22

2
2

2

22

2

2
2

2

22

2

2
2

2

2

2

2
2























































vu
za

v
z

vu
z

u
za

v
z

vu
z

u
za

y
z

x
za

故所应满足的方程为

0
2





vu
z

8.如果函数  zyxfs ,, 满足关系     0,,,,,  tzyxfttztytxf k ，则称此函数为

k 次 齐 次 函 数 . 证 明 ： 当 f 可 微 时 ， k 次 齐 次 函 数 满 足 方 程

 zyxkf
z
fz

y
fy

x
fx ,,












；反之，满足该方程的函数必为 k次齐次函数.

证

⑴ 对    zyxfttztytxf k ,,,,  关于 t求导得

       zyxfkttztytxfztztytxfytztytxfx k ,,,,,,,, 1
321



两边乘 t得

         tztytxkfzyxfkttztytxftztztytxftytztytxftx k ,,,,,,,,,, 321 

所以

       wvukfwvufwwvufvwvufu ,,,,,,,, 321 

故

       zyxkfzyxfzzyxfyzyxfx ,,,,,,,, 321 

即

 zyxkf
z
fz

y
fy

x
fx ,,












⑵ 已知

       zyxkfzyxfzzyxfyzyxfx ,,,,,,,, 321 

所以
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       tztytxkftztytxfzttztytxftytztytxftx ,,,,,,,, 321 

令    tztytxft ,, ，则

       

      

   
t
tktztytxkf

t

tztytxftztztytxftytztytxftx
t

tztytxfztztytxfytztytxfxt











,,1

,,,,,,1
,,,,,,

321

321

分离变量得

 
  t

t
k

t
t dd





积分得

    kCttCtkt   lnlnln

令 1t 得    zyxfC ,,1  ，所以

   zyxfttztytxf k ,,,, 

满足方程  zyxkf
z
fz

y
fy

x
fx ,,












的函数必为 k次齐次函数.

9.利用微分运算法则，求函数 









y
xxyfz , 的全微分和偏导数.

解 全微分为

   

yf
y
xfxxf

y
fy

y
yxxyfyxxyf

y
xfxyfz

dd1

ddddddd

22121

22121








 






 













偏导数为

21
1 f
y

fy
x
z 



， 221 f
y
xfx

y
z 



9.5

1.求由方程
y
z

z
x ln 所确定的隐函数  yxzz , 的一阶及二阶偏导数.

解 方程两边对 x 求偏导得
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x
z

y
y
zz

x
zxz





 111
2

解得

zx
z

x
z







方程两边对 y 求偏导得

22
1

y

z
y
zy

y
zy

z
z
x










解得

 zxy
z

y
z





 2

2. 利用微分运算法则，求由方程 0e   xyzxxyz 所确定的隐函数

 yxzz , 的全微分和偏导数.

解 方程两边取全微分得

  0dddededdd   xyzxxxyz xyzxyz

整理得

      0de1ede1de1   xxyxzx xyzxyzxyzxyz

从而得到全微分

yx
x

xz xyz

xyzxyz

dd
e1

1eed 



 



并由此得到偏导数

1,
e1

1ee
















y
z

x
x

x
z

xyz

xyzxyz

3.设函数  yxzz , 由方程 0, 








x
zy

y
zxF 所确定，其中 F具有连续偏导数，

证明： xyz
y
zy

x
zx 








.
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证 方程两边对 yx, 求偏导得

0
111 221 

















x

z
x
zx

F
x
z

y
F

011
1

221 

















y
z

x
F

y

z
y
zy

F

解得

 21

21
2

FyFxx
FyzFyx

x
z








，  21

2
2

1

FyFxy
FxyFxz

y
z








所以

xyz
FyFx
FxyFxz

FyFx
FyzFyx

y
zy

x
zx 
















21

2
2

1

21

21
2

4. 设函数  yxzz , 由方程   0,  zyyxF 所确定，其中 F 具有二阶连续偏

导数，求
yx
z


2

.

解 方程两边对 yx, 求偏导得

01 21 











x
zFF

011 21 











y
zFF

解得

2

1

2

1 1,
F
F

y
z

F
F

x
z















求二阶偏导数得
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 

 
   

 32

22
2

1122111
2

2

2
2

2

1
222112

2

1
1211

2
2

2221121211

2

1
2

2

1111

F
FFFFFFF

F

F
FFFFF

F
FFF

F
y
zFFFF

y
zFF

F
F

yyx
z

















































































































5.求下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数.

⑴ 设










2032 222

22

zyx
yxz

，求
x
z

x
y
d
d,

d
d

；

解 方程组对 x求导得














0
d
d6

d
d42

d
d22

d
d

x
zz

x
yyx

x
yyx

x
z

解得

 
  z

x
x
z

zy
zx

x
y

31d
d,

312
61

d
d









⑵ 设










vuy
vux

u

u

cose
sine

，求
y
v

x
v

y
u

x
u











 ,,, ；

解 方程组对 x求偏导得

 


































x
uvuv

x
u

x
u

x
vvuv

x
u

x
u

u

u

sincose0

cossine1

化简得

 

 




























0sinsin

1cossin

x
vvu

x
uve

x
vvu

x
uve

u

u

解得
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  1cossine
sin







vv
v

x
u

u ，   1cossine
cose








vvu
v

x
v

u

u

方程组对 y求偏导得

 



































y
uvuv

x
u

y
u

y
vvuv

y
u

y
u

u

u

sincose1

cossine0

化简得

 

 





























1sinsine

0cossine

y
vvu

y
uv

y
vvu

y
uv

u

u

解得

  1cossine
cos







vv
v

y
u

u ，   1cossine
sine








vvu
v

y
v

u

u

6.设  txfy , ，而 t是由方程   0,, tyxF 所确定的 yx, 的函数，其中 Ff , 均

有一阶连续偏导数，求
x
y
d
d

.

解 对两个方程关于 x求导得






























x
t

t
F

x
y

y
F

x
F

x
t

t
f

x
f

x
y

d
d

d
d

d
d

d
d

解得

y
F

t
f

t
F

x
F

t
f

t
F

x
f

x
y

























d
d

9.6

1.求曲线 2,1,
1

tz
t
ty

t
tx 





 在对应于 1t 的点处的切线及法平面方程.

解 1t 对应点为 





 1,2
2
1
， ，该点的切向量为
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





 



















  2,1,

4
12,1,

)1(
1

d
d,

d
d,

d
d

1221 tt t
ttt

z
t
y

t
xT



所以切线方程为

2
1

1
2

4
1
2
1








 zyx

即

8
1

4
2

1
2
1








 zyx

法平面方程为

    01221
2
1

4
1







  zyx

即

011682  zyx

2. 求曲线






04532
03222

zyx
xzyx

在点  1,1,1 处的切线及法平面方程.

解 设     4532,,,3,, 222  zyxzyxGxzyxzyxF ，则

 
   

 
16

53
22

53
22

,
,

1,1,1
1,1,1 








 zy

zy
GF

 
   

 
9

25
12

25
322

,
,

1,1,1
1,1,1 








 xz

xz
GF

 
   

 
1

32
21

32
232

,
,

1,1,1
1,1,1 











 yx

yx
GF

所以切线方程为

1
1

9
1

16
1








 zyx

法平面方程为

      0119116  zyx

即

024916  zyx

3.求曲面 22 yxz  在点  5,4,3 处的切平面及法线方程.
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解 法向量为







 


















 1,

5
4,

5
31,,

4
3

y
xy

z
x
zn

所以切平面方程为

      054
5
43

5
3

 zyx

即

0543  zyx

法线方程为

1
5

5
4
4

5
3
3








 zyx

即

5
5

4
4

3
3








 zyx

4. 求曲面 06333  xyzzyx 在点  1,2,1  处的切平面及法线方程.

解 设   6,, 333  xyzzyxzyxF ，则法向量为

       5,11,13,3,3,, 1,2,1
222

1,2,1 

















  xyzxzyyzx
z
F

y
F

x
Fn

所以切平面方程为

      01521111  zyx

即

018511  zyx

法线方程为

5
1

11
2

1
1 





 zyx

5.设  vuf , 可微，证明：曲面   0,  czaybzaxf 上任一点的切平面都与某

一定直线平行，其中 cba ,, 是不同时为零的常数.

证 曲面上任一点  zyx ,, 处的法向量为

 2121 ,, fcfbfafan 

又  acbl ,,


为某一定直线的方向向量，且

      02121  afcfbcfabfaln

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所以 n垂直于向量 l

，即以 n为法向量的平面平行于以 l


为方向向量的直线，

亦即曲面   0,  czaybzaxf 上任一点的切平面都与以  acb ,, 为方向向量的

定直线平行.

9.7

1.求函数  yxz  ln 在抛物线 xy 42  上点  2,1 处，沿着这条抛物线在该点

处偏向 x轴正向的切线方向的方向导数.

解 对 xy 42  关于 x求导得 4
d
d2 
x
yy ，即

yx
y 2
d
d

 ，所以切向量为

     1,1
2
,1

d
d,1 2,12,1 

















y
x
yl



其单位向量为









2
1,

2
1

l
ll o 


所以

2
1cos,

2
1cos  

又函数  yxz  ln 的偏导数连续，且

    3
11

2,12,1 






yxx
z

，     3
11

2,12,1 






yxy
z

所以

      3
2

2
1

3
1

2
1

3
1coscos 2,12,12,1 










 

y
z

x
z

l
z

3. 求函数 yzxyzxyzyxu 3232 222  在点  3,2,1 处沿从点  3,2,1 到

点  3,1,2 的方向的方向导数.

解 从点  3,2,1 到点  3,1,2 的方向向量为  01,1 ，l


，其单位向量为







  0

2
1,

2
1

，
l
ll o 

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所以

0cos
2
1cos,

2
1cos   ，

又函数的偏导数连续，且

      1432 3,2,13,2,1 

 yzyx
x
u

      732 3,2,13,2,1 

 xzxy
y
u

      1224 3,2,13,2,1 

 xyz
z
u

所以

       

 
2
7012

2
17

2
114

coscoscos 3,2,13,2,13,2,132,1
















 

z
u

y
u

x
u

l
z

，


3.设  yxf , 在点  0,0 处可微，沿 ji


3 方向的方向导数为1，沿 ji


3 方

向的方向导数为 3，求  yxf , 在点  0,0 处变化最快的方向和这个最大的变

化率.

解 将方向向量单位化

ji
ji
jiji

ji
ji 







2
1

2
3

3
3,

2
3

2
1

3
3










由题设可知

   

   












3
2
10,0

2
30,0

1
2
30,0

2
10,0

yx

yx

ff

ff

解得     00,020,0  yx ff ， ，所以  yxf , 在点  0,0 处变化最快的方向是

        0,20,0,0,00,0  yx fffgrad

最大的变化率为

  202 22
0,0 fgrad

4. 设 2

2

2

2

2

2

b
y

a
x

c
zu  ，问 u在点  cba ,, 处沿哪个方向增大最快？沿哪个方向

减小最快？沿哪个方向变化率为零？
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解 u增大最快的方向为

     






 







 



















cbac

z
b
y

a
x

z
u

y
u

x
uu cbacbacba

2,2,22,2,2,, ,,222,,,,grad

u减少最快的方向为

 






 

cba
u cba

2,2,2,,grad

沿与梯度  






 

cba
u cba

2,2,2,,grad 正交的方向 u的变化率为零.

9.8

1.求下列函数的极值.

⑴  03 33  ayxaxyz ；

解 求偏导数

22 33,33 yax
y
zxay

x
z









令 0,0 







y
z

x
z

得

























ay
ax

y
x

yax
xay

,
0
0

033
033

2

2

驻点为  0,0 ，  aa, .

又

y
y
za

yx
zx

x
z 6,3,6 2

22

2

2














在点  0,0 处，因为   0930 222  aaBAC ，所以无极值.

在点  aa, 处，因为      027366 222  aaaaBAC ，且 06  aA ，

所以  aa, 是极大值点，极大值为  
3

, az aa  .

⑵  22 2e yyxz x  .

解 求偏导数

   y
y
zyyx

x
z xx 






 1e2,2421e 222
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令 0,0 







y
z

x
z

得



















1
2
1

01
02421 2

y

x
y

yyx

驻点为 







 1,

2

1
.

又

 22
2

2

4844e yyx
x
z x 




，  y
yx
z x 


 1e4 2
2

， x

y
z 2
2

2

e2



在点 





 1,
2
1

，因为     0e40e2e2 222  BAC ，且 0e2 A ，所以 





 1,
2
1

是极小值点，极小值为  
2
e2e

1
2
1

22

1,
2
1 







 






  ，

yyxz x .

2.求下列函数在指定的约束条件下的极值.

⑴ 22 yxz  ，条件为 166  yx ；

解 设拉格朗日函数

   1,, 6622  yxyxyxL 

令



























01

062

062

66

5

5

yxL

yy
y
L

xx
x
L







当 0x 且 0y 时，在第一、二个方程中消去 得 xy  ，与第三个方程联

立解得



























6

6

6

6

2
1
2
1

,

2
1
2
1

y

x

y

x
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当 0x 时，第三个方程化为 016 y ，解得 1y ，当 0y 时，第三个方程

化为 016 x ，解得 1x .综上，极值嫌疑点为  1,0 ， 1,0  ， 0,1 ， 0,1 ，









66 2
1

2
1

， ， 






 
66 2
1

2
1

， ， 







66 2
1

2
1

， ， 






 
66 2
1

2
1

， ，且

    10,11,0   zz ， 3

2
1

2
1

2
1

2
1 4

6666



















 ，，

zz

所以函数在约束条件下的极大值为 3 4（也为最大值），极小值为1（也为

最大值）.

⑵ xyzu  ，条件为 1222  zyx ， 0 zyx .

解 设拉格朗日函数

     zyxzyxxyzzyxL   1,,,, 222

令









































0

01

02

02

02

222

zyxL

zyxL

zxy
z
L

yxz
y
L

xyz
x
L











第一与第二个方程相减得    02  zxy ，解得 xy  或 z2 .当 xy  时，

与第四、第五个方程联立














0
01222

zyx
zyx

xy

解得
6
2

6
1

6
1  zyx ，， ，得极值嫌疑点











6
2

6
1

6
1

，， ， 









6
2

6
1

6
1

，，
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当 z2 时，第一与第三个方程相减得    02  yxz ，将 z2 代入得

   0 zyxz ，所以 0 zy 或 0 xz ，类似地，可解得极值嫌疑点











6
1

6
1

6
2

，， ， 









6
1

6
1

6
2

，，











6
1

6
2

6
1

，， ， 









6
1

6
2

6
1

，，

又

63
1

6
1,

6
2,

6
1

6
1,

6
1,

6
2

6
2,

6
1,

6
1 





























uuu

63
1

6
1,

6
2,

6
1

6
1,

6
1,

6
2

6
2,

6
1,

6
1 





























uuu

所以函数在约束条件下的极大值为
63
1
（也为最大值），极小值为

63
1

 （也

为最大值）.

3.求函数  yxyxz  42 在由直线 6 yx 与 x轴、 y轴所围成闭区域上的

最大值和最小值.

解 求偏导数

   yxx
y
zyxxy

x
z 24,238 2 








令 0,0 







y
z

x
z

得

 
 








024
0238

2 yxx
yxxy

注意到闭区域内 0,0  yx ，所以







024
0238

yx
yx

解得 1,2  yx ，区域内的驻点为  1,2 ，且   41,2 z .

在边界 0,0  yx 上，均有 0z .
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在边界  606  xyx 上，有

      2322 122264 xxxxyxyxz 

令 0246
d
d 2  xx
x
z

得 4x ，且   642,4 z ，又     00,66,0  zz .

因此,函数在闭区域上的最大值为   41,2 z ，最小值为   642,4 z .

4.在曲面 22 42 yxz  上求一点，使它到平面 132  zyx 的距离最近.

解 设  zyx ,, 是曲面 22 42 yxz  上任意一点,该点到平面 132  zyx

的距离为

 
132

14
1

321

132
222





 zyx

zyx
d

又函数    22 132,,  zyxzyxfd 与 d 同时取极值，所以问题化为求

 zyxf ,, 在条件  0024),,( 222  zzyxzyx 下的极值问题.

设拉格朗日函数

     24132,,, 2222  zyxzyxzyxL 

令

 

 

 


































024

021326

081324

021322

222 zyxL

zzyx
z
L

yzyx
y
L

xzyx
x
L









由 前 三 个 方 程 得 yzyx 62  ， , 代 人 第 四 个 方 程 解 得

14
6,

14
1,

14
2

 zyx ，根据问题的实际意义,距离的最小值存在,因此,

曲 面 22 42 yxz  上 到 平 面 132  zyx 的 距 离 最 近 的 点 是









14
6

14
1,

14
2

， .
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5.抛物线 22 yxz  被平面 1 zyx 截成一椭圆，求这个椭圆上的点到原

点的距离的最大值与最小值.

解 设  zyx ,, 是椭圆任意一点,该点到原点的距离为

222 zyxd 

又函数   2222 ,, zyxzyxfd  与d 同时取极值，所以问题化为求  zyxf ,,

在条件 01),,(,0),,( 22  zyxzyxyxzzyx  下的极值问题.

设拉格朗日函数

     1,,,, 22222  zyxyxzzyxzyxL 

令









































01

0

02

022

022

22

zyxL

yxzL

z
z
L

yy
y
L

xx
x
L











由前两个方程得 yx  ,与最后两个方程联立














01
022

zyx
yxz

yx

解得 32
2

31 


 zyx ， ，且

359
32,

2
31,

2
31













d

359
32,

2
31,

2
31













d
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根据问题的实际意义,距离的最大值和最小值存在,因此,椭圆上距离原点

最远的点为 









 32
2

31,
2

31
， ，最近的点为 










 32
2

31,
2

31
， ，

距离的最大值为 359 ,距离的最小值为 359 .

6.修建一体积为V 的长方体水池（无盖），已知底面与侧面单位面积造价之

比为 3:2，问如何设计水池的长、宽、高，使总造价最低.

解 设水池的长、宽、高分别为 zyx ,, ，则造价为

   yzxzxyzyxf  43,,

且满足条件 Vxyz  .

设拉格朗日函数

     VxyzyzxzxyzyxL   43,,,

令

 


































0

04

043

043

VxyzL

xyyx
z
L

xzzx
y
L

yzzy
x
L









由前三个方程得 zyx
3
4

 ,代入第四个方程解得 3

3
4Vyx  , 3

3
4

4
3 Vz  ,

根据问题的实际意义,总造价的最小值存在,所以当水池的长、宽、高分别

为 333

3
4

4
3,

3
4,

3
4 VVV 时总造价最低.

9.9

1.求函数    yyxf x  1lne, 在点  0,0 的三阶泰勒公式.

解 求偏导数

 

     44

4

33

4

3

3

222

4

2

3

2

2

3

4

2

32

4

4

3

3

2

2

1
6e,

1
2e

1
e

1
e1lne

yy
f

yyx
f

y
f

yyx
f

yx
f

y
f

yyx
f

yx
f

yx
f

y
fy

x
f

x
f

x
f

x
f

xxx

x
x



































































，

，
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因为

  00,0 f

      kfkfhf
y

k
x

h yx 












 0,00,00,0

        222
2

20,00,020,00,0 khkfkfhkfhf
y

k
x

h yyxyxx 














         

322

3223
3

233

0,00,030,030,00,0

khkkh

fkfhkfkhfhf
y

k
x

h yyyxyyxxyxxx


















   
     

 10e
1
6

1
8

1
6

1
41ln, 4

4

3

3

2

222
4

4


































 


 h

k
k

k
hk

k
kh

k
khkhkhf

y
k

x
h

令 ykxh  , ，所以泰勒公式为

      3
3222 233

!3
12

!2
11lne Ryxyyxyxyyyx 

其中

 

 
      


















































4

4

3

3

2

222
4

4

3

1
6

1
8

1
6

1
41ln

24
e

,
!4
1

y
y

y
xy

y
yx

y
yxyx

khf
y

k
x

hR

x

yk
xh








2. 求函数   yxyxf sinsin,  在点 







44

， 的二阶泰勒公式.

解 求偏导数

     
     
      yxyxfyxyxfyxyxf

yxyxfyxyxfyxyxf

yxyxfyxyxfyxyxf

yyyxyyxxy

xxxyyxy

xxyx

cossin,,sincos,,cossin,

,sincos,,sinsin,,coscos,

,sinsin,,cossin,,sincos,







因为

2
1

44







 

，f

khfkfhf
y

k
x

h yx 2
1

2
1

4
,

44
,

44
,

4




































 
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2222
2

2
1

2
1

4
,

44
,

4
2

4
,

44
,

4
khkhfkfhkfhf

y
k

x
h yyxyxx 










































 

令
4

,
4


 ykxh ，所以泰勒公式为

2

22

42
1

4442
1

!2
1

42
1

42
1

2
1sinsin

Ryyxx

yxyx



















 






 





 






 







 






 





其中












 






 





 












 






 






 


















 


















32

23

44

3

2

4
cossin

44
sincos3

44
cossin3

4
sincos

6
1

44!3
1









yyx

yxx

khf
y

k
x

hR
ykxh ，

，

这里 10,
44

,
44







 






   yx .

总习题九

1.设函数  yxf , 在点  0,0 的某邻域内有定义，且     10,0,30,0  yx ff ，则

有（ ）

(A)   yxx dd3d 0,0 

(B) 曲面  yxfz , 在点   0,0,0,0 f 处的切平面方程为    00,03  fzyx

(C) 曲面  yxfz , 在点   0,0,0,0 f 处的法线方程为
 
1
0,0

13 






fzyx

(D) 曲线
 







0

,
y

yxfz
在点   0,0,0,0 f 处的切线方程为

 
3

0,0
01

fzyx 


解 偏导数的存在性不能保证可微性,也不能保证切平面与法线存在,所以

(A),(B),(C)都不对. 选(D).

2.函数  yxf , 在点  0,0 处可微的一个充分条件是（ ）

(A)
   

     00,0,lim
0,0,




fyxf
yx
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(B)
        00,0,0lim,00,00,lim

00






 y

fyf
x
fxf

yx

(C)
   

    00,0,lim
220,0,





 yx

fyxf
yx

(D)           00,0,0lim,00,00,lim
00


 yyyxxx

fyffxf

解 (A)仅表明  yxf , 在点  0,0 处连续,(B)仅表明     00,0,00,0  yx ff ,(D)

仅表明  0,xf x 在 0x 处连续,  yf y ,0 在 0y 处连续,都不能推出可微性.利

用全微分定义,(C)可推出  yxf , 在点  0,0 处可微,故选(C).

3.设  vuf , 由关系式     ygxyyxgf , 所确定，其中 g可微，求
vu
f


2

.

解 令   yvyxgu  ， ，则   vy
vg
ux  , ，所以

     vg
vg
uvuf ,

求偏导数得

 vgu
f 1





，  
 
  2

2 1
vg
vg

vgvvu
f 

















4.证明：  













0,0

0,1sin
,

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf 在点  0,0 处可微，并讨论其偏导

数在点  0,0 处是否连续.

证 在点  0,0 处,有

      000lim0,00,lim0,0
00








 xx

fxff
xxx

      000lim0,0,0lim0,0
00








 yy

fyff
yyy

因为
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   

       
   

  
01sinsincoslim

1sinsincos
lim

01sin
lim

0,00,00,0,
lim

20

2

0

22

22

0,0,220,0,






















r
r

r
r

rr

yx
yx

xy

yx

yfxffyxf

rr

yx

yx

yx




所以

         220,00,00,0, yxoyfxffyxf yx 

即  yxf , 在点  0,0 处可微.

当    0,0, yx 时，有

 
  22222

2

22

1cos21sin,
yxyx

yx
yx

yyxf x 





 
  22222

2

22

1cos21sin,
yxyx

xy
yx

xyxf y 





因为

   
    



 



 22000,0, 2

1cos
2
1

2
1sinlim,lim,lim

xxx
xxxfyxf

xxxx
xy

yx

不存在，所以  yxf x , 在  0,0 处不连续.同理，  yxf y , 在  0,0 处不连续.

5.求函数 222 zyxu  在椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

上点  0000 ,, zyxM 处沿外法

线方向的方向导数.

解 设   1,, 2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
xzyxF ，则椭球面在点 0M 处的外法向量为

 














 2

0
2
0

2
0

222

2,2,22,2,2,,
00 c

z
b
y

a
x

c
z

b
y

a
xFFFn MMzyx


，

其单位向量为

  cos,cos,cos,,1
2
0

2
0

2
0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

0 











c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
xn

nn 


又函数的偏导数连续，且
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000 22,22,22
000000

zz
z
uyy

y
uxx

x
u

MMMMMM 











所以方向导数为

4

2
0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

2
0

0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

2
0

0

4

2
0

4

2
0

4

2
0

2
0

0

2

222

coscoscos
0000

c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x

c
z

z

c
z

b
y

a
x

b
y

y

c
z

b
y

a
x

a
x

x

z
u

y
u

x
u

n
u

MMMM






























 

6.有一圆板占有平面闭区域   1, 22  yxyx .设圆板被加热，以致在点  yx,

的温度是 xyxT  22 2 .求该圆板的最热点和最冷点.

解 求偏导数

y
y
Tx

x
T 412 








，

令 00 







y
T

x
T

， 得



















0
2
1

04
012

y

x
y
x

驻点为 





 0,
2
1

，且
4
1

0,
2
1 







T .

在闭区域的边界 122  yx 上，有

   11
2
1

4
9122

2
2222 






  xxxxxxyxT

当
2
1

x 时，T取最大值，最大值
4

9

2

3
,

2

1














T ，当 1x 时，T取最大值，

最小值为   00,1 T .
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综上，最热点在 









2
3,

2
1

，温度为
4
9

2
3,

2
1












T ，最冷点在 





 0,
2
1

，

温度为
4

1

0,
2

1









T .

7. 设在第一卦限内作椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

的切平面，使该切平面与三个坐

标面所围成的四面体的体积最小，求这个切平面的切点，并求此最小体积.

解 设切点坐标为  zyx ,, ，则切平面方程为

      0222
222  zZ
c
zyY

b
yxX

a
x

即

1222 

z
c
Z

y
b
Y

x
a
X

所以切平面在 zyx ,, 轴上的截距分别为
z
c

y
b

x
a 222

，， ，于是四面体的体积为

 0,0,0
6
1 222

 zyx
xyz
cbaV

且满足条件 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

.

设拉格朗日函数

令

  







 1,,, 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xxyzzyxL 


































01

02

02

02

2

2

2

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xL

c
zxy

z
L

b
yxz

y
L

a
xyz

x
L








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由 前 三 个 方 程 得 x
a
czx

a
by  , ， 代 入 最 后 一 个 方 程 解 得

czbyax
3
3,

3
3,

3
3

 .

由于体积的最小值存在，所以必在点 







cba

3
3,

3
3,

3
3

取得，故所求切

点为 







cba

3
3,

3
3,

3
3

，最小体积为 abcV
2
3

 .

8. 函数  zyxFu ,, 在条件   0,, zyx 和   0,, zyx 下，在点  000 ,, zyx 处取

极值 m .试证：三个曲面       0,,,0,,,,,  zyxzyxmzyxF  在点  000 ,, zyx

处的三条法线共面，这里 ,,F 都具有一阶连续偏导数，且每个函数的三个

偏导数不同时为零.

证 设拉格朗日函数

       zyxzyxzyxFzyxG ,,,,,,,,,,  

则在点  000 ,, zyx 处存在 00 , 使得
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曲面       0,,,0,,,,,  zyxzyxmzyxF  在点  000 ,, zyx 处的法向量分别为
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即向量 321 ,, nnn 
共面，从而三个曲面在点  000 ,, zyx 处的三条法线共面.


