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2022 春季学期高等数学 B 期末试题答案

一、填空题（每小题 3分，共 5 小题，满分 15分）

1. 012  zyx 或       01012  zyx ； 2. yx d
3
1d  或 yx 

3
1

；

3. 12； 4.
4
9
； 5.  133

3
2


 .

二、选择题（每小题 3分，共 5 小题，满分 15分）

1. B； 2. A； 3. B； 4. C； 5. D.

三、（7 分）设
 
 







vyxugv
yvyxfu

,
,2

，其中函数 f 和 g具有连续的偏导数，求

x
v

x
u





 , .

解 （方法一）方程组关于 x求偏导数得



















 





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






x
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x
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x
v
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x
u

21

21

1

解得

212

111

212

21121

1
,

1 gygf
ggf

x
v

gygf
gfygff

x
u















（方法二）设         vvyxugvuyxGuyvyxfvuyxF  ,,,,,,2,,, ，则

 
 
 
 
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21121
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1
1

1
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gfygff
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vx
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



















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 
 
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 

212

111
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1
1

1
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GF
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GF
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



















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（方法三）对方程组取全微分得

   
   







yvvygxugv
yvfyxfu
ddddd

ddd2dd

21

21

解得

  

y
gygf
gvgfgfx

gygf
ggfv

y
gygf

gfvgyffx
gygf
gfygffu

d
1
2d

1
d

d
1

12d
1

d

12

21211

212

111

212

22212

212

21121



















所以

212

111

212

21121

1
,

1 gygf
ggf

x
v

gygf
gfygff

x
u















四、（8 分）设函数  uf 具有连续的二阶导数，且   1)0(,10  ff ，若

 yfz x cose 满足方程   xx yz
y
z

x
z 2

2

2

2

2

ecose34 







，求  uf 的表达式.

解 令 yu x cose ，则  ufz  ,求偏导数得

     yuf
y
zyuf

x
z xx sine,cose 








      yufyuf
x
z xx cosecose 2

2

2





       yufyuf
y
z xx cosesine 2

2

2





所以

     

          xxx

xx

ufyufyuf

yufyuf
y
z

x
z

22

2

2

2

2

2

ecosesine

cosecose











代入已知方程得

     xx uufuf 22 e34e 

简化得微分方程

    uufuf 34 

特征方程为 042 r ，特征根为 22,1 r ，得对应齐次通解
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uu CCuF 2
2

2
1 ee)( 

设非齐次特解为   BAuuf  ，代入微分方程得 0,
4
3

 BA ，所以

  uuf
4
3



故微分方程的通解为

uCCuf uu

4
3ee)( 2

2
2

1  

由已知条件   1)0(,10  ff 得











1
4
322

1

21

21

CC

CC

解得
16
9,

16
7

21  CC ，因此

uuf uu

4
3e

16
9e

16
7)( 22  

五、（7 分）已知函数   xyyxyxf , ，曲线 3: 22  xyyxC ，求  yxf , 在

曲线C上的最大方向导数.

解 函数  yxf , 的梯度为

     jijigrad 11, 







 yx
y
f

x
fyxf

所以  yxf , 在点  yx, 的最大方向导数为

     22 11,  yxyxfgrad

设拉格朗日函数

       311,, 2222  xyyxyxyxL 

令
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   

   



























03

0212

0212

22 xyyxL

xyy
y
L

yxx
x
L







前两个方程相减得    02  yx ，解得 2,  xy ，当 xy  时，得到方程组









0322 xyyx
xy

解得 1 yx ，当 2 时，得到方程组









03

01
22 xyyx

yx

解得 1,2  yx 或 2,1  yx ，于是极值嫌疑点为        2,1,1,2,1,1,1,1  ，且

        32,11,2,01,1,221,1  ffff gradgradgradgrad

故最大方向导数为     32,11,2  ff gradgrad .

六、（7分）计算二重积分   
D

yxyxx dd41 22 ，其中  16),( 22  yxyxD .

解     
4

0

22π

0

22 d4cos1dθdd41 rrrryxyxx
D



 
4

0

24

0

222π

0

4

0

22π

0
0d42d4dθcosd4dθ rrrrrrrrr 

   

    8024224
4
116

4
1422π

d4d42π

2244

2

0

4

2

22





 





    rrrrrr

七、（8分）计算曲线积分
   
 



L yx
yyxxyx

22 4
d4d

，其中 L是

（1）逆时针方向圆周     111 22  yx ；

（2）逆时针方向闭曲线 1 yx .
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解 （1）令 2222 4
4,

4 yx
yxQ

yx
yxP








 ，则当    0,0, yx 时恒有

  x
Q

yx
yxyx

y
P













222

22

4
48

记       111, 22  yxyxD ，由格林公式得

    0dd0dd
4

d4d
22 



















 yxyx

y
P

x
Q

yx
yyxxyx

DDL

（2）设 C 为 逆 时 针 方 向 椭 圆 周 





 

2
104 222 rryx ， 记

  1,4, 222
1  yxryxyxD ，   222

2 4, ryxyxD  ，由格林公式得

    0dd0dd
4

d4d

11

22 






















yxyx
y
P

x
Q

yx
yyxxyx

DDCL

所以

       

       





 













2
21dd111d4d1

4
d4d

4
d4d

222

2222

2

rr
r

yx
r

yyxxyx
r

yx
yyxxyx

yx
yyxxyx

DC

CL

八、(8 分) 计算曲面积分      


 yxzyxxzzyxzzyxz y ddddsin2dde 2222 ，

其中为曲面 221 yxz  在 0z 部分的上侧.

解 （方法一）补一平面  下侧,10: 22
1  yxz ，记与 1 围成的区域为，

由高斯公式得

     

       

  zyxzzyxzxzxz

zyxzyx
z

zyxz
y

xz
x

yxzyxxzzyxzzyxz

y

y

dddddd22

dddsin2e

ddddsin2dde

22

2222

2222

1







































   
6

d1d1ddd
1

0

1

0

2

1

1

0
22

  


zzzzzzyxzz
zyx
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又

     

     

24
d

2
4cos1

24
1

6
1d2sin

4
1

ddcossindd00

ddddsin2dde

ddddsin2dde

2

0

2

0

2

1

0

52

0

22

1

22

2222

2222

22

111

1








































rryxyx

yxzyxxzzyxzzyxz

yxzyxxzzyxzzyxz

yx

y

y

故

     

     

     

8246

ddddsin2dde

ddddsin2dde

ddddsin2dde

1

1

2222

2222

2222






















yxzyxxzzyxzzyxz

yxzyxxzzyxzzyxz

yxzyxxzzyxzzyxz

y

y

y

（方法二）

     

             











1

222222222222

2222

22

dd121sin122e1

ddddsin2dde

yx

y

y

yxyxyxyyxyxyxxyxx

yxzyxxzzyxzzyxz

      



1

2222222222222

22

dd11412
yx

yxyxxyxyxyxyxx

      

8
d

2
2cos1

8
1dsin

8
1

dsin
24
1dcossin

6
1dcossin

6
1dsin

6
1

d1sincossin1cossin41sin2d

2

0

2

0

2

2

0

22

0

222

0

222

0

2

1

0

22222222222222222

0


























 rrrrrrrrrrr

九、(5 分) 设有正项级数


1n
na （其中 0na ）， 




n

k
kn aS

1
是它的部分和，

（1）证明：级数


 










2 1

11
n nn SS

收敛；

（2）判断级数  















1
2

111ln
n n

nn

S
a

是条件收敛还是绝对收敛，并给出证明.
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证 （1）由题设条件知数列 nS 单调增加，所以


 










2 1

11
n nn SS

是正项级数，其部

分和

 ,3,2,111111111

1113221































n
SSSSSSSSS

T
nnn

n

有界，由正项级数收敛的充要条件知级数


 










2 1

11
n nn SS

收敛.

（2）级数  















1
2

111ln
n n

nn

S
a

绝对收敛，证明如下：

因为

nnnn

nn

nn

n

n

n

SSSS
SS

SS
a

S
a 110

11

1

1
2 










而级数


 










2 1

11
n nn SS

收敛，由比较审敛法知级数


2
2

n n

n

S
a

收敛，又

 
1

11ln
lim

2

2
1










 



n

n

n

nn

n

S
a

S
a

由比较审敛法的极限形式知级数  















1
2

111ln
n n

nn

S
a

收敛，因此级数

 















1
2

111ln
n n

nn

S
a

绝对收敛.
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