
第九章  多元函数积分学(二重积分) 

考研大纲要求 
了解 二重积分的性质，了二重积分的中值定理  

理解 二重积分的概念. 

掌握 二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标） 

 

内容精要 

（一） 重要定理与公式. 
1.在直角坐标系中计算 

定义 6.1 若任意一条垂直 x轴的直线 0xx = 至多与区域 D的边界交于两点（垂直 x的

边界除处），则称 D 为 x 一型区域，且 x 一型区域 D 一定可表示为平面点

集: ( ) ( ) ( ){ }.,:, 21 bxaxyxyxD ≤≤≤≤= ϕϕ 即曲线 ( )xy 1ϕ= （下曲线）， ( )xy 2ϕ= （上

曲线）及直线 bxax == , 所围成的区域，如图所求（特殊情况下，直线段 bxax == , 可能

为 一 点 即 ( ) ( ) 处相交处或在 bxaxxx ==21 ,ϕϕ ） ， 此 时
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图 9-1                           图 9-2 

定义 6.2若任意一条垂直 y轴的直线 0yy = 至多与区域的边界交于两点（垂直于 y轴

的边界除处），则称 D 为 y 一型区域，且 y 型区域一定可表示为平面点集：

( ) ( ) ( ){ }.,:, 21 dycyxyyxD ≤≤≤≤= ψψ 即由线 ( )yx 1ψ= （左曲线）， ( )yx 2ψ= （右

曲线）及直线 dycy == , 所围成，如图所求（特殊情况下，直线 dycy == , 可能为一点），

此时 ( ) ( )
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许多常见的区域都可分割成有限个无公共内点的 x一型区域或 y型区域，利用二重积分

的可加性知，即 321 DDDD ++= ，且 321 ,, DDD 或者为 x一型区域或者为 y型区域，则 
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2.在极坐标系下的计算 

设 .sin,cos θθ ryrx == 则 ( ) ( ) .sin,cos, ∫∫∫∫ =
DD

rdrdrrfdyxf θθθσ  

当积分区域是圆域或圆域一部分时，可用极坐标变换，若被积函数中含有 22 yx + ，更要用

极坐标变换。 

定义 6.3若任意射线 0θθ = 与区域 D的边界至多交于两点（边界是射线段除外），则称

D为θ 一型区域，且θ 一型区域 D可表示为平面点集 ( ) ( ) ( ){ }βθαθθθ ≤≤≤≤ ,:, 21 rrrr ，

即由曲线 ( )θ1rr = （下曲线）， ( )θ2rr = （上曲线），及射线 βθαθ == , ，围成的区域如

图 6-3所示。（特殊情况下， βθαθ == , 可能为一点）。此时 
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图 6-3     图 6-4     图 6-5 

（1）若极点 O 在区域外部，此时区域 D 可表求为 ( ) ( ) βθαθθ ≤≤≤≤ ,21 rrr ，如图

6-3所示，则有 ( ) ( )
( )
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（2）若极点 O在区域 D边界上，且边界曲线 ( )θrr =  向外凸，(此时区域 D可表求为

( ) βθαθ ≤≤≤≤ ,0: rrD ，其中 [ ]βα , 为边界曲线 ( )θrr =  的定义域，如图 6-4所示，

则有 
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（3）若极点 O 在区域 D 的内部，此时区域 D 可表示为 ( ) .20,0: πθθ ≤≤≤≤ rrD 如

图 6-5所示，则有 ( ) ( )( )
.sin,cos,
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注：在区域θ 的变化区间 [ ]βα , 内，过极点作射线，此射线穿过区域 D，穿入点所在的

曲线 ( )θ1rr = 为下限（下曲线），穿出点所在的曲线 ( )θ2rr = 为上限（上曲线）。 

有时也可以把 D 表示 r 一型区域： ( ) ( ) 2121 , rrrrr ≤≤≤≤ θθθ ，即由曲线

( ) ( )rr 21 , θθθθ == 与圆 21 , rrrr == 所围成的区域。在 r的变化区间 [ ]21 , rr ，以 O为心，

以 r为半径作圆，曲线按逆时针方向穿过区域 D（图 6-6），穿入点的极角 ( )r1θθ = 为下限

（称为小角曲线），穿出点的极角 ( )r2θθ = 为上限（称为大角曲线），有 
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特别地，若区域 D为： 21, rrr ≤≤≤≤ βθα ，其中 21 ,,, rrβα 均为常数，则 

( ) ( ) ( ) .sin,cossin,cos, 2
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图 6-6           图 6-7 

（1）若D是由曲线 222 Ryx =+ 所围成的区域（图6-7）。经极坐标变换，方程为： Rr = ，

属于 1（3）的情形，有 ( ) ( ) .sin,cos,
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（2）若 D 是曲线 xRyx 222 =+ 所围成的区域（图 6-8）。经极坐标变换，方程为：

θcos2Rr = ，属于 1（2）情形，由
22

,cos20: π
θ

π
θ ≤≤−≤≤ RrD ，知 
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图 6-8         图 6-9 

（3）若 D是曲线 Ryyx 222 =+ 所围成的区域（图 6-9）。经极坐标变换，曲线方程为：

θsin2Rr = ，属于 1（2）情形，由 πθθ ≤≤≤≤ 0,sin20: RrD ，知 
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3.对称区域上二重积分的性质 

设 D为平面区域，若 

（i）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 x轴对称，则 
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（ii）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 y轴对称，则 
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（ⅲ）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 O点对称，则 
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