
第五章 多元函数的微分学 

大纲要求 

了解 二元函数的极限与连续性的概念，以及有界闭区域上连续函数的性质，全微分存在的必要条件和充
分条件，全微分形式的不变性，隐函数存在定理，空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念

（仅适合数学一） 

， 二元函数的二阶泰勒公式，二元函数极值存在的充分条件。 

会 求全微分，求空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的方程（仅适合数学一），求二元函数的

极值，用拉格朗日乘数法求条件极值，求简单多元函数的最大值和最小值，解决一些简单的应用问题.  

理解 多元函数的概念，二元函数的几何意义，多元函数偏导数和全微分的概念，方向导数与梯度的概念
（仅适合 

数学一），多元函数极值和条件极值的概念， 

掌握 多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法，多元隐函数的偏导数，多元函数极值存在的必要条件， 

一、内容精要 

（一） 基本概念 

定义 5.1  设 ( )yxf , 在 ),( 0 δPU 内有定义，且
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则该极限值称为 ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yx 处对 x 的偏导数，记作 ( )00 , yxf x′ 或 .
0
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=
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可给出 ( )00 , yxf y′ 的定义。 

多元函数的偏导数，本质就是求导数，例如 ( )zyxuu ,,= ，求
x
u
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时，视自变量 zy, 为

常数，本质上看成 u是 x的函数，这时一元函数的求导公式，四则运算，复合函数的求导都

可以使用，但形式上要比求一元函数的导数复杂。 

定 义 5.2  若 二 元 函 数 ( )yxfz ,= 在 点 ( )yx, 处 的 全 增 量

( ) ( )yxfyyxxfz ,, −∆+∆+=∆ 可 表 示 为

( ) ( ),022 →∆+∆=+∆+∆=∆ yxoyBxAz ρρ 其中 A，B是与 yx ∆∆ , 无关，而仅与 x，y

有关，则称 ( )yxfz ,= 在 ( )yx, 处可微，线性主部 yBxA ∆+∆ 称为 ( )yxf , 在 ( )yx, 处的全

微分，记作dz，即 .yBxAdz ∆+∆=  

设 ( )vuzz ,= ，不论 u，v 是自变量，还是中间变量，若 ( )vuzz ,= 可微，则
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换 句 话 说 ， 若 ( )vuzz ,= 可 微 ， 且 ( ) ( ) ,,, dvvuhduvugdz += 则
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上式在求复杂多元函数的偏导数与全微时显得非常重要。 

当然多元函数的偏导数与多元函数的全微分也有四则运算和一元情形完全类似，在这里

就不再叙述了。 

定义 5.3  设函数 ( )zyxuu ,,= 在点 ( )0000 ,, zyxP 的某区域 ( ) 3
0 RP ⊂U 内有定义， l

为从点 0P 出发的射线， ( )zyxP ,, 为 l 上且含于 ( )0PU 内任一点， ρ 表示 0P 与 P两点间的

距离，若极限
( ) ( )

ρρ
ι

ρρ

uPuPu ∆
=

−
→→ 0

0

0
limlim 存在，则称此极限为函数 u 在点 0P 沿方向的 l 方

向导数，记作
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，由定义知方向导数是一个数量。 

容易证明，若
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存在，则 u在点 0ρ 沿 x轴正方向的方向导数是
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定义 5.4  设 ( )zyxuu ,,= 偏导数均存在，称
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ugradu 由定义知 gradu是一个矢量。 

定义 5.5  设函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )000 , yxP 的某区域 ( )0PU 内有定义， 0>∃δ ，当

( )δ,0PP U∈ 时，都有 ( ) ( )0PfPf ≤ （或 ( ) ( )0PfPf ≥ ），则称 )( 0Pf 为极大（或极小）值。

点 0P 称为 f 的极大（或极小）值点，极大值、极小值统称为极值。极大值点、极小值点统

称为极值点。 

极 值 点 一 定 包 含 在 多 元 函 数 的 驻 点 或 偏 导 数 不 存 在 点 之 中 （ 若

( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx ，称 ( )00 , yx 为驻点或稳定点）。多元函数在一点连续，偏导

数存在，可微，方向导数存在，偏导函数在该点连续，这些概念有下面的关系，我们以

( )yxfz ,= 在点 ),( 00 yx 处为例。 

 

在 0p 点任意的方向导数都存在 

 

 

 

 

( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′  

在 0p 点连续 
可微 ( ) ( )0000 ,,, yxfyxf yx ′′ 存在 

连续 



 

 

 

注：这里“     ”表求推出，“      ”表示推不出，能推出的，都是定理，推不出的，

我们在下面都举了反例。 

（二）重要定理与公式 

定理 5.1  若累次极限 ( ) ( )yxfyxf
xxyyyyxx
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在，则三者相等。 
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定理 5.2（复合多元函数的求偏导定理），若 ( )vufz ,= 在 ( )vu, 处可微，

( ) ( )yxvyxu ,,, ψϕ == 在 ( )yx, 处的偏导数均存在，则复合函数 ( ) ( )( )yxyxfz ,,, ψϕ= 在

( )yx, 处的偏导数均存在且 
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可用下面结构图表示： 

 

 

 

 

即
x
u
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就是 u分别对那些是 x函数的中间变量偏导再乘以这些中间变量对 x偏导，然后再相

加 

例如                                  知 
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    例如   
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上式称为全导数。求复合多元函数偏导的思想一定要真正搞懂，否则在求复杂形式下的
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多元复合函数的偏导就容易出错。 

定理 5.3  若函数 ( )yxfz ,= 的二阶偏导数 ( ) ( )yxfyxf yxxy ,,, ′′′′ 都在点 ( )000 , yxP 处连

续，则 

( ) ( ).,, 0000 yxfyxf yxxy ′′=′′  

定理 5.4  若 ( )yxfz ,= 在点 ( )yx, 处可微，则 ( )yxf , 在点 ( )yx, 处连续，反之不成立。 

定理 5.5（可微的充分条件）若函数 ( )yxfz ,= 的偏导数 ( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′ 在点 ( )00 , yx

处连续，则函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yx 处可微，反之不成立。 

定理 5.6  （可微的必要条件）若 ( )yxfz ,= 在点 ( )yx, 处可微，则 ( )yxfz ,= 在点

( )yx, 处的两个偏导数均存在，反之不成立。 

定理 5.7  若函数 ( )zyxuu ,,= 在点 ( )0000 ,, zyxP 处可微，则 u 在 0P 处任意方向的方

向导数都存在且 ,coscoscos
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（其中 l 的单位矢量

{ }.cos,cos,cos0 γβα=l ）反之不成立。 

1.方向导数与梯度的关系 
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其中θ 是矢量 ( )0ρgradu 与的夹角。由此得出下面结论。 

（ 1） u 在点 0P 处沿方向 l 的方向导数，等于梯度在方向的 l 投影，即
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（2）当 0=θ ，即
0l 的方向梯度方向 ( )0Pgradu 一致时，即函数 ( )zyxu ,, 在 0P 处沿梯

度方向 ( )0Pgradu 的方向导数最大，且 
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这就是，当 u在点 0P 可微时，u在点 0P 的梯度方向是 u值增长得最快的方向，当 πθ = ，

即
0ι 的方向与梯度方向 ( )0Pgradu 相反时，即 ( )zyxu ,, 在点 0P 处沿方向 ( )0Pgradu 时的方



向导数最小，最小值 ( ).min 00
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当
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θ = 时，即在 0P 点沿着与梯度

( )0Pgradu 垂直的方向的方向导数为零。 

定理 5.8（极值的充分条件）  设函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )000 , yxP 的某区域存在连续的

二 阶 偏 导 数 。 如 果 ( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx ， 设

( ) ( ) ( )000000 ,,,,, yxfCyxfByxfA yyxyxx ′′=′′=′′= ， 

则  （1）当 02 <− ACB 时， ( )00 , yxf 一定为极值，并且当 A（或 C）>0时， ( )00 , yxf 为

极小值；当 A（或 C）<0时， ( )00 , yxf 为极大值。 

（2）当 02 >− ACB 时， ( )00 , yxf 不是极值。 

（3）当 02 =− ACB 时，还不能断点 ( )00 , yxf 是否为极值，需进一步研究。 

对于偏导数不存在的点，只有根据定义判断是否为极值点。 

2．求带有条件限制的最大（小）值问题，统称为条件极值，可用拉格朗日乘数法去解

决。 

即求 ( )nxxxfu ,...,, 21= 在约束条件 ( ) ( )mkxxx nk ,...,2,10,...,, 21 ==ϕ 限制下的最大

值或最小值方法是 

（ 1 ） 作 拉 格 朗 日 函 数
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其中 mλλλ ,...,, 21 称为拉格朗日乘数。 

（2）若 ( )00
2

0
1 ,...,, nxxx 是函数 ( )nxxxf ,...,, 21 的最大（小）值点，则一定存在 m个常数

( )00
2

0
1 ,...,, mλλλ ，使 ( )00

1
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0
1 ,...,,,...,, mnxxx λλ 是函数 L 的稳定点，因此函数 f 的最大（小）

值点一定包含在拉格朗日函数 L的稳定点前几个坐标所构成的点之中，在具体应用时，往往

可借助于物理意义或实际经验判断所得点是否为所求的最大（小）值点。 

定理 5.9 有界闭区域上的连续函数一定能取到最大值与最小值，且最大值与最小值点

一定包含在区域内部的稳定点或内部偏导不存在点或边界函数值最大与最小点之中. 

把这些怀疑点求出来，其中函数值的最大值就是区域上的最大值、最小值就是区域上的

最小值，而边界上的最大与最小值点可用拉格朗日乘数法去求。 

泰勒定理 5.10  若函数 ( )yxf , 在点 ( )000 , yxP 的某邻域 ( )0PU 内有直到 1+n 阶的连

续偏导，则对 ( )0PU 内任一点 kyhx ++ 00 , ，存在 ( )1,0∈θ ，使 
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上式称为二元函数 f在点 0p 处的 n阶泰勒公式。 
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推论 5.10.1设 ( )yxf , 在区域 G上具有连续的一阶偏导数， 

（1）若 ( ) ( ) ,,,0, Gyxyxf x ∈≡′ 则 ( )yxf , 在 G上仅是 y的函数； 

（2）若 ( ) ( ) ,,,0, Gyxyxf y ∈≡′ 则 ( )yxf , 在 G上仅是 x的函数； 

（3）若 ( ) ( ) ( ) ,,0,,0, Gyxyxfyxf yx ∈≡′≡′ 则 ( )yxf , 在 G是常值函数。 

1．设 ( )zyxF ,, 在点 0P 处具有连续的一阶偏导数且 ( ) ( ) ( )000 ,, PFPFPF zyx ′′′ 不同时为零，

则曲面∑： ( ) 0,, =zyxF 在曲面上 0ρ 点的切平面方程为

( )( ) ( )( ) ( )( ) .0000000 =−′+−′+−′ zzFyyFxxF zyx ρρρ  

其中 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, PFPFPF zyx ′′′ 或 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, PFPFPF zyx ′′′− 是曲面∑在点 0P 处的法矢量。 

曲面∑在点 0P 处的法线方程为 ( ) ( ) ( ).
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设 ( )yxfz ,= 在 ( )00 , yx 处具有连续的一阶偏导数，则曲面 ( )yxfz ,= 即

( ) 0, =− zyxf 在曲面上点 ( ) ( )( )000000 ,,, yxfzzyx = 的切平面方程为 

( )( ) ( )( ) ( ) .0,, 0000000 =−−−′+−′ zzyyyxfxxyxf yx  

在 ( )000 ,, zyx 处的法线方程为 ( ) ( ) 1,,
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2．设 ( ) ( ) ( )tztytx ′′′ ,, 在 0tt = 处连续，且 ( ) ( ) ( )000 ,, tztytx ′′′ 不同时为零。则曲线

( ) ( ) ( )tzztyytxx ===Γ ,,: 在 0tt = 对 应 曲 线 上 点



( )0000 ,, zyxP ( ) ( ) ( )( )0000 ,, tzztyytxx === 处的切线方程为 ( ) ( ) ( ) .
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其中 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, tztytx ′′′ 或 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, tztytx ′′′− 为曲线Γ在 0P 点切线的方向向量，而曲

线Γ在点 0P 处的法平面方程为 ( )( ) ( )( ) ( )( ) .0000000 =−′+−′+−′ zztzyytyxxtx  

设 ( ) ( )zyxGzyxF ,,,,, 在 ( )0000 ,, zyxP 处具有连续的一阶偏导，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }000000 ,,,, PGPGPGPFPFPF zyxzyx ′′′′′′ ∏ ，则曲线
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在曲线上点 ( )0000 ,, zyxP 处的切线方程为 
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事实上，曲线Γ的切线既在曲面 ( ) 0,, =zyxF 在 0ρ 的切平面上又在曲面 ( ) 0,, =zyxG

在 0P 的切平面上，故该切线为两切平面的交线，故切线方程为两切平面方程的联立。 

由切线的方向向量为 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )000

000

PGPGPG
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r
,而曲线Γ在 0P 点的法平面的法

矢量为vr，用点法式可写出曲线Γ在 0P 点的法平面方程。 

 


