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多元函数微分学知识梳理

 

第⼀节 基本概念
1 平⾯点集与多元函数概念
2 多元函数极限及其计算
3 多元函数的连续性

第⼆节 偏导数
1 定义及计算
2 ⾼阶偏导数

第三节 全微分
第四节 多元复合函数的求导法则
第五节 隐函数的求导公式

1 ⼀个⽅程的情形
2 ⽅程组的情形

第六节 多元函数微分学的⼏何应⽤
1 ⼀元向量值函数及其导数
2 空间曲线的切线和法平⾯
3 曲⾯的切平⾯与法线

第七节 ⽅向导数和梯度
1 ⽅向导数
2 梯度

第⼋节 多元函数的极值及其求法
1 多元函数的极值及最⼤值与最⼩值
2 条件极值、拉格朗⽇乘数法

第九节 ⼆元函数的泰勒公式

 



第⼀节 基本概念  
 

1 平⾯点集与多元函数概念  

略。

 

2 多元函数极限及其计算  

定义略。

求解⽅法与技巧详见「多元函数微分学难点总结」。

 

3 多元函数的连续性  

定义简述：⼆重极限值等于函数值，则函数在该点连续。

⚠

注意：讲⼀个多元函数在某点连续，考察的是⼆重极限值，于是要求以任意可⾏路线趋近该点时
极限值存在相等且等于该点函数值。

类⽐⼀元函数，连续函数的和、差、积、商、复合都连续；⼀切多元初等函数在其定义区域内连
续。

 



第⼆节 偏导数  
 

1 定义及计算  

定义略。

只要函数在某点在  轴⽅向上有定义（不需要是内点），就有可能具有偏导数。

多元函数求偏导本质即⼀元函数求导：

"

技巧：在求某点的偏导数时，可以先代值，再求⼀元函数导以简便计算。

"

原则上，分段函数在分段点的导数⽤导数定义求解。

偏导数  是⼀个整体，不可拆开。（因为对不同⾃变量偏导，  意义不同）

⚠

注意：多元函数偏导数存在（可导），函数不⼀定有极限，更不⼀定连续。因为偏导只研究了两
条路径，⽽连续/极限要求任意路径。

 

2 ⾼阶偏导数  

定义略。

若  的两个混合偏导数在区域  内连续，则  内必有 .

⼀般地，⾼阶混合偏导数在偏导数连续的条件下与求导次序⽆关。

 

求解⽅法与技巧详见「多元函数微分学难点总结」。

 



偏导连续 可微

连续 有极限

有偏导数

第三节 全微分  
全增量： .

全微分：若  可写作： ，其中  为常数， ，则记
全微分 .

 

可微的必要条件：若  在点  处可微，则函数  在点  处偏导数 
 都存在，且：

（若  在  内可微，则 . ）

 

可微的充分条件：若函数  的偏导数  和  在点  处⼀个连续、
另⼀个存在，则  在  处可微。

⚠

注：函数可微，偏导不⼀定连续。

 

"

⽤ 定 义 说 明 函 数   在   点 的 可 微 性 ： 证 明  
 即可.

 

求解⽅法与技巧详见「多元函数微分学难点总结」。

 



第四节 多元复合函数的求导法则  
定理：若函数  和  在  处有偏导数，函数  在点  的对应点 

 可微，那么复合函数  在  有偏导数，且：

全导数公式：定理中，若 ，则 .

全微分形式的不变性。

 

"

⼀般求解思路：画出树形图，⾛叶节点是求导对象的路径链导下去。

更多求解⽅法与技巧详见「多元函数微分学难点总结」。

 



第五节 隐函数的求导公式  
 

1 ⼀个⽅程的情形  

定理（⼀个⽅程两个变量情形的隐函数存在定理）：设函数  在点  的某邻域内具有
对  的连续偏导数，且 ，则⽅程  在点  的某邻域内
唯⼀确定具有连续导数的函数 ，它满⾜ ，并且：

定理（⼀个⽅程三个变量情形的隐函数存在定理）：设函数  在点  的某邻域内
具有对各个变量的连续偏导数，且 ，则⽅程  在点 

 的某邻域内唯⼀确定具有连续偏导数的函数 ，它满⾜ ，并且：

2 ⽅程组的情形  

定 理 （ 两 个 ⽅ 程 三 个 变 量 情 形 的 隐 函 数 组 存 在 定 理 ） ： 设 函 数   和   在 点  
 的 某 邻 域 内 具 有 对 各 个 变 量 的 连 续 偏 导 数 ， 且  

， 则 ⽅ 程 组   在 点  

 的 某 邻 域 内 唯 ⼀确定 具 有 连 续 导 数 的 函 数 组  ，它们满⾜  
，并且：

定理（两个⽅程四个变量情形的隐函数组存在定理）：设函数  和  在点 
 的 某 邻 域 内 具 有 对 各 个 变 量 的 连 续 偏 导 数 ， 且  

， 则 ⽅ 程 组  

 在点  的某邻域内唯⼀确定具有连续偏导数的函数组 
，它们满⾜ ，并且：



求解⽅法与技巧详见「多元函数微分学难点总结」。

 



第六节 多元函数微分学的⼏何应⽤  
 

1 ⼀元向量值函数及其导数  

定义、极限定义、导向量定义均略。

 

2 空间曲线的切线和法平⾯  

空间曲线  在 （对应参数 ）处的切向量为 .

空间曲线  在  处的切向量为 .

 

3 曲⾯的切平⾯与法线  

空 间 曲 ⾯   在   处 的 切 平 ⾯ 的 法 向 量 为  
.

空间曲⾯  在  处的切平⾯的法向量为 .

 



第七节 ⽅向导数和梯度  
 

1 ⽅向导数  

定义略。

⚠

偏导数存在  沿  轴正、负的四个⽅向导数都存在；沿任意⽅向的⽅向导数都存在  偏导数
存在！（应是“左”“右”“上”“下”偏导数存在）

 

定理：设函数  在点  可微，则函数  在点  处沿任⼀⽅向  的⽅向导数都存
在，且

其中，  是⽅向  的⽅向余弦。

 

2 梯度  

定义简述：

⼆维： .

三维： .

与梯度⽅向相同的⽅向上的⽅向导数值最⼤，且为 ；与梯度⽅向相反的⽅向上的⽅向导数值
最⼩，且为 ；与梯度⽅向垂直的⽅向上的⽅向导数值为 .

 



第⼋节 多元函数的极值及其求法  
 

1 多元函数的极值及最⼤值与最⼩值  

定义略。

 

定理（极值的必要条件）：设函数  在点  处有极值，且在点  处函数的偏导数都
存在，则必有 .

 

定理（极值的充分条件）：设函数  在点  的某邻域内具有连续的⼆阶偏导数，且 
，令 ，则：

1. 若 ，则  在  处有极值 ，且当  时  是极⼤值；
当  时  是极⼩值；

2. 若 ，则  在  处没有极值；
3. 若 ，则  是否是极值不确定。

附注：  为⼆维 Hessian 矩阵，若该矩阵正定，则  是极⼩值；若该矩阵负定，则 

 是极⼤值；若该矩阵不定，则  不是极值；若该矩阵半正定或半负定，则不确定。

 

2 条件极值、拉格朗⽇乘数法  

拉格朗⽇乘数法（⼆元函数⼀个约束的情形）：

求⼆元函数  在约束条件  下的极值嫌疑点，其中  具有连续偏导数，设拉格朗⽇
函数： ，令

解⽅程组得到拉格朗⽇函数  的驻点 ，从⽽得到极值嫌疑点 .

 

拉格朗⽇乘数法（三元函数⼀个约束的情形）：



求三元函数  在约束条件  下的极值嫌疑点，其中  具有连续偏导数，设拉格
朗⽇函数： ，令

解⽅程组得到拉格朗⽇函数  的驻点 ，从⽽得到极值嫌疑点 .

 

拉格朗⽇乘数法（三元函数两个约束的情形）：

求三元函数  在约束条件  下的极值嫌疑点，其中  具有连续
偏导数，设拉格朗⽇函数： ，令

解⽅程组得到拉格朗⽇函数  的驻点 ，从⽽得到极值嫌疑点 
.

 



第九节 ⼆元函数的泰勒公式  
定理：设函数  在点  的某邻域  内有  阶连续的偏导数，  为
该邻域内任意⼀点，则有：

其中，
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