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多元函数微分学难点总结

 

1 ⼆重极限求解
2 偏导连续、可微、可导、连续、极限存在的关系
3 求各种偏导数——搞清楚变量间的关系

显函数
隐函数

 



1 ⼆重极限求解  
⼀般⽅法：

利⽤定义
直接代⼊
整体换元
在  时化为极坐标求极限：
⽆穷⼩乘以有界变量等于⽆穷⼩
夹逼准则
选特殊路径证明极限不存在

下述仅仅是⼀些猜想和经验之谈（不保证正确性）：

⼀般地，当分⼦分母皆为多项式时：
 时，分⼦次数不⾼于分母次数多半没戏，此时可以选取特殊路径或者极坐

标换元证明极限不存在；
 时，分⼦次数⾼于分母次数多半为 ，此时可以夹逼准则或极坐标换元求

解；
存在⼀条使分母为  的路径时，极限多半不存在，因为可以选取该路径附近的路径使极限值
“不稳定”。
注意：第⼀点中的“⼀般地”即要排除这种情况！

例⼀： .

注解：整体换元。

例⼆：证明： .

证#1： ，由夹逼准则知 .

证 #2 ： 令  , 则 ：
.

注解：分⼦次数⾼于分母次数，可放缩夹逼，可极坐标换元。

例三：讨论函数  的连续性.



解：由多元初等函数连续性知：  在  上连续.

在  处，当  沿  趋向  时，

极限不存在，故  在  处不连续.

注解：分⼦分母次数相同，往往可以取特殊路径或极坐标换元证明极限不存在。

例四：证明：  不存在.

证： ，随  取值不同极限值不同，故极限不存

在。

注解：分⼦次数低于分母次数，可选取特殊路径证明极限不存在。

例五：计算 .

解 #1 ： 函 数 定 义 域 为  ，  是 聚 点 。
，  取值不同时极限值不同，故极限不存

在。

解#2：令 ，则 . 当  时，上式 ；

当  时，上式 . 由于  取值不同时极限值不同，故极限不存
在。

注解：虽然原式分⼦次数⽐分母⾼，但是这时候存在⼀条趋向  的分母恒为  的路径
，不能认为极限存在。事实上，只要我们选取的路径在趋近  时也趋近 
 这个“不稳定因素”，往往可以证明出极限不存在。解#1中的路径 ，

在  处的斜率为 ，换句话说，  是这条路径在  的切线，沿这条路径
可以使极限值“不稳定”⽽波动；如果按照这种思想，我们也可以构造出其他的路径来证明
极限值不存在，例如： （算出来极限值为 ）， （算出来极限值为 

）， （算出来极限值为 ）……

 



偏导连续 可微

连续 有极限

有偏导数

2 偏导连续、可微、可导、连续、极限存在的关系  

例：函数  在点  处可微的⼀个充分条件是（C）.

A. 

B. 

C. 

D. 

注解：主要问题在于 D 选项，D 选项并不能说明偏导数在  处连续！因为连续要求
以任意路径趋近，⽽ D 选项只沿着两条路径（  轴和  轴）趋近。

 



3 求各种偏导数——搞清楚变量间的关系  
多元函数微分学最⼤的坑就是⾃变量、中间变量、因变量之间如胶似漆扑朔迷离的关系。

隐函数的变量甚⾄根本说不清⾃不⾃、因不因、中不中间，得看提问的表述。借助好⽅程思想。

 

显函数  

显函数还算良⼼，基本上⼀眼就能看出来因变量是谁、⾃变量是谁。

例⼀：设  可微，求 .

分析：显然，  因变量，  ⾃变量，  是关于  的三元函数。

解： .

例⼆：设 ，其中  均可微，求 .

分析：虽然复合多了点，但是也很显然，从总的⾓度来看  是因变量。

解： .

注解：复合太多可以画树形图辅助。

例三：求函数  在点  的三个偏导数.

解：

注解：求在某点的导数值时先代值，再求⼀元函数导更⽅便。



例四：设  . 求 .

解：由偏导数定义得：

注解：原则上，分段函数在分段点的导数⽤导数定义求解。

 

看着⼤家做的这么开⼼，于是出题⼈加了点料。

例五：设  可微，且 ，又设 
，求 .

分析：  终归只是  的⼀元函数，按照链导法则求导即可。

解：求导得： .

令  得： .

注解：这道题有两种 ，中间变量不能省略；可以画树形图辅助来避免紊乱；  可以
看成  和  的复合。

例六：设   具有连续的⼆阶偏导数，且满⾜⽅程  ，作变换 
，试求  作为  的函数所满⾜的⽅程。

分析：⾸先我们先指定  和  究竟谁是⾃变量，谁是中间变量。我们不妨视  为中
间变量，  为⾃变量。

解： ； .

.

.



带⼊⽅程化简得： .

上式对  积分得： ，对  积分得： . 其
中  为任意具有⼆阶连续导数的函数。

注解：第⼀步⼀定要指定好中间变量和⾃变量。

 

但是万恶的出题⼈总是能出⼀些让你混乱的万恶的题⽬。

例 七 ： 设 函 数   具 有 连 续 的 ⼆ 阶 偏 导 数 ， 且  ，
，求 .

分析：问题中  其实是  和  的复合，⽽这个复合函数仅仅是  的函
数，所以本题中所有的  都是对  撇的！对  撇的！对  撇的！下标的  之流等同
于 ，不是求导对象！

解：  两边求导得： ，所以 . 注意
这是⼀个关于  的复合函数。求导得：

 两边求导得：

又有条件： ，翻译成  的式⼦是： ，代⼊  并⽤  代
替  得： .

联⽴上⾯三式，加上⼆阶偏导数连续可以知道 ，解得：

注解：  都是对  求导，因为  本就只是  的函数。当下标写  容易弄混时，不
妨以  代替之。

 



隐函数  

隐函数就恶⼼多了，循环复合、⽅程、⽅程组应有尽有。事实上，你可以指定任何特定个变量为⾃
变量，其他变量为因变量，所以究竟谁作因变量、谁作⾃变量需要看提问的表述。

隐函数的求解⼀般有三种⽅法，直接法、公式法、全微分法。但是⽆论哪种⽅法，解题前都要指定
好变量的依赖关系——⼀般采⽤直接法解题时变量间有函数关系，⽽采⽤后两者时都是地位平等的
⾃变量。

⽅程思想在解题过程中很重要，因为⽅程弱化了因变量、⾃变量的概念，所有出现在⽅程⾥的都是
变量，满⾜⽅程的约束。

例⼀：已知函数  可微， ，且满⾜⽅程 ，若将  视作 
 的函数，试求它的偏导数所满⾜的⽅程。

分析：这道题直接告诉我们  是  的函数了，所以要把  视为因变量，  视为⾃变
量。

解：⽅程  确定了⼀个隐函数： ，所以⽅程两边同时对  求导得：
.

与  联⽴解得： .

注解：⽅程思想！不要把  看成  是  的函数，⽽是看做⼀个⽅程。如此⼀
来，我们可以根据题意指定因变量、⾃变量。

例⼆：设 ，⽽  是由⽅程  所确定的函数，其中  具有
连续偏导数，求 .

分析：这道题的变量间的复合关系较为复杂，但我们不必弄清楚它们之间的具体联系。
观察问题—— ，我们知道  是⾃变量；又因为题⼲给出了两个⽅程，所以可以认定 
都是  的⼀元函数。

解【直接法】：由⽅程组  可以确定隐函数组： . ⽅程组关于 

求导得： .

消去  解得：



【公式法、全微分法略去，但核⼼都是先认定  为⾃变量且上述⽅程组确定了  是  的
⼀元函数】

注解：复合关系复杂时，根据问题⾃⾏认定⾃变量和函数关系。

例三：设 ，求 .

分析：这道题给出了⼀个⽅程组，在没有给出问题时，我们其实可以认定任何变量为⾃
变量或因变量。观察问题描述，显然我们为了解题需要认定  为因变量，  为⾃变
量。

解【全微分法】：⽅程组取全微分得：

解出  得：

对应系数就是对应偏导数。

【直接法、公式法略去】

例四：设 ，其中 ，  皆可微，求 .

分 析 ：根据提问 可 知 ，  是   的 ⼀ 元 函 数 ， 于 是三个 ⽅程确 定了三个 ⼀ 元 函 数  
.

解：⽅程  对  求导得： ，所以 .

于是 .

注解：  是⼀个基于  法则形成的  的⼀元函数，求导时逐层链导。
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