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1 ⼆重积分  
 

1.1 直⾓坐标  

典型⼩⽚⾯积：

 型区域：

 型区域：

1.2 极坐标  

典型⼩⽚⾯积：

作极坐标变换：

 型区域：

 型区域：



2 三重积分  
 

2.1 直⾓坐标  

典型⼩块体积：

先⼀后⼆（投影法）：（以向  平⾯投影为例 ）

先⼆后⼀（截⾯法）：（以⽤平⾏于  的平⾯去截为例）

2.2 柱坐标  

典型⼩块体积：

作柱坐标变换：

先⼀后⼆（投影法）：

先⼆后⼀（截⾯法）：

2.3 球坐标  

典型⼩块体积：

作球坐标变换：



先⼆后⼀（截⾯法）：



3 第⼀型曲线积分  
 

3.1 参数化  

定理：设  在曲线段  上连续，  的参数⽅程为：

其中  在  上有连续导数，且 ，则曲线积分  存在，且

三维曲线类似。

 

如果给我们的是直⾓坐标⽅程 ，可以看成是参数⽅程 （  为参数），套⽤上述公

式，就容易得到：

如果给我们的是极坐标⽅程 ，可以看成是参数⽅程 （  为参数），套⽤上述

公式，就容易得到：

所以只需要理解参数⽅程就够了，其他情况往参数⽅程转化。因此，如果要计算第⼀型曲线积分，
⼀定要写出曲线的参数⽅程！

 

注意式⼦中，  其实就是弧微分 ，这说明了，尽管我们定义积分时  表⽰⼩
弧段的长度⽽⾮弧微分，但是我们将其近似为弧微分后结果依旧正确（这⼀点不是⾃然的，需要证
明）。这让我们很容易记忆公式。

第⼀型曲线积分计算法将对弧长的曲线积分转化为了定积分——参数⽅程给出了两个变量之间的约
束，让我们能够把两个变量转化为⼀个变量，可以理解为对原积分进⾏了  的换元
处理，从⽽得以积分。

 



4 第⼆型曲线积分  
 

4.1 参数化  

定理：设  平⾯上的有向曲线段  的参数⽅程为：

或

当  单调地由  变成  时，曲线  上的点由起点  变到终点 ，若  在以  为端点的闭
区间上有连续导数， ，且函数  在  上连续，则曲线积分 

 存在，且

三维曲线类似。

 

如果给我们的是直⾓坐标⽅程 ，可以看成是参数⽅程 （  为参数），套⽤上述公

式即可。

如果给我们的是极坐标⽅程 ，可以看成是参数⽅程 （  为参数），套⽤上述

公式即可。

所以只需要理解参数⽅程就够了，其他情况往参数⽅程转化。因此如果要直接计算第⼆型曲线积
分，⼀定要写出曲线的参数⽅程！

 

第⼆型曲线积分的直接计算法将对坐标的曲线积分转化为了定积分——参数⽅程给出了两个变量之
间的约束，让我们能够把两个变量转化为⼀个变量，可以理解为对原积分进⾏了 
的换元处理，从⽽得以积分。

 

4.2 转换为对弧长的曲线积分  

向量形式：



其中， ， ， ，故分量形式：

物理意义的两种理解：

 是  在  ⽅向的投影距离，乘上  是  ⽅向上做的功；  是  在  ⽅向的
投影距离，乘上  是  ⽅向上做的功；⼆者之和即为总功。

 是⼒  在  ⽅向上的投影，乘上  是⼒  做的功；  是⼒  在  ⽅向上的投
影，乘上  是⼒  做的功；⼆者之和即为总功。

 

如果给出了有向曲线段  的参数⽅程： 或 ，那么  的向量形
式为 ，故切向量为 （⽅向与  增加的⽅向⼀致），所以有：

当  的⽅向与  增加⽅向⼀致时取正，反之取负。

代⼊分量形式中，应⽤第⼀型曲线积分的计算法可得：

这与直接⽤参数⽅程推导出的结果⼀样。所以转换为对弧长的曲线积分并没有给我们新的计算法，
但是它说明了这个理论的⾃洽性，并且同⼀种思路应⽤在曲⾯积分上确可以简化积分（详见后
⽂）。

 

4.3 平⾯曲线——格林公式 / 与路径⽆关  

定理：设函数  在有界闭区域  上有连续偏导数，  的边界  由分段光滑简单闭曲线
所组成，则有格林公式：

其中  是  的正向边界曲线。

 

格林公式揭⽰了平⾯区域上的积分与其边界曲线上的积分的联系。

 



定理：设函数  在单连通区域  内有连续偏导数，则下列四个命题等价：

（1）在  内，曲线积分  与路径⽆关；

（2）在  内，对任⼀分段光滑简单闭曲线 ，积分 ；

（3）在  内，表达式  是某个函数  的全微分，即有： ；

（4）在  内，  满⾜条件： .

 

4.4 空间曲线——斯托克斯公式 / 与路径⽆关  

定理：设  为分段光滑空间有向闭曲线，  是以  为边界的分⽚光滑有向曲⾯，  的⽅向与  的⽅
向符合右⼿螺旋法则，若函数  在曲⾯ （连同边界）上有连续偏导
数，则有斯托克斯公式：

或

斯托克斯公式解释了曲⾯上的积分与该曲⾯的边界线上的曲线积分之间的联系。

 

定理：设函数  在曲⾯单连通区域  内有连续偏导数，则下列四个命题
等价：

（1）在  内，曲线积分  与路径⽆关；

（2）在  内，对任意光滑简单闭曲线 ，积分 ；

（ 3 ） 在   内 ， 表 达 式   是 某 个 函 数   的 全 微 分 ， 即 有 ：
；

（4）在  内，恒有： .

 



5 第⼀型曲⾯积分  
 

5.1 投影  

定理：设空间曲⾯  由⽅程  给出，且函数  在区域  上具有连续偏
导数，又设  在  上连续，则积分  存在，且

同理，

所以，计算第⼀型曲⾯积分时，⼀定要进⾏投影，即把曲⾯写作  或   或  
。

 

注意式⼦中，  其实就是曲⾯⾯积的微分 ，这说明了，尽管我们定义积

分时  表⽰⼩曲⾯的⾯积⽽⾮⾯积的微分，但是我们将其近似为⾯积的微分后结果依旧正确（这⼀
点不是⾃然的，需要证明）。这让我们很容易记忆公式。

第⼀型曲⾯积分投影计算法将对⾯积的曲⾯积分转化为了⼆重积分——曲⾯⽅程给出了三个变量之
间的⼀个约束，让我们能够把三个变量转化为两个变量，从⽽得以积分。

 

5.2 *参数化  

设曲⾯  由参数⽅程

给 出 ， 其 中   是 ⼀ 个 平 ⾯ 有界区 域 ，又   在   上具有 连 续偏导 数 ， 且  
，则



同样的，式⼦中  是曲⾯⾯积的微分 .

第⼀型曲⾯积分参数⽅程的计算法将对⾯积的曲⾯积分转化为了⼆重积分——参数⽅程将三个变量
转化为两个参数变量，可以理解为对原积分进⾏了  的换元处理，
从⽽得以积分。

 



6 第⼆型曲⾯积分  
 

6.1 投影  

设曲⾯  可依次表达成 ，  在坐标⾯  上的投影区域
记为 ，则：

前

后

右

左

上

下

第⼆型曲⾯积分的直接计算法将对坐标的曲⾯积分转化为了⼆重积分——曲⾯⽅程给出了三个变量
之间的⼀个约束，让我们能够把三个变量转化为两个变量，从⽽得以积分。

 

6.2 转换为对⾯积的曲⾯积分  

向量形式：

其中， ， ， ，故分
量形式：

物理意义的两种理解：

 是  在  平⾯上的投影⾯积，乘上  是  平⾯上的流量；  是  在 
 平⾯上的投影⾯积，乘上  是  平⾯上的流量；  是  在  平⾯上的投影



⾯积，乘上  是  平⾯上的流量；三者之和即是总流量。
 是流速场  垂直于  平⾯的流速场分量，乘上  是流速场  的流量；  是流

速场  垂直于  平⾯的流速场分量，乘上  是流速场  的流量；  是流速场  垂直
于  平⾯的流速场分量，乘上  是流速场  的流量；三者之和即是总流量。

 

若将  写成函数 ，则  不同侧的法向量为（上侧取正，下侧取负）：

所以⽅向余弦为：

代⼊分量形式中，应⽤第⼀型曲⾯积分的计算法可得：

上

下

同理，若将  写成函数 ，则有：

前

后

若将  写成函数 ，则有：



右

左

 

更⼀般地，若  由⽅程  所决定，则  的法向量为：

设⽅向余弦为 ，由于 ，容易得到：

所以，若将  ⽤上式转化为 ，就有：

上

下

上

下

将  转化为  及将  转化为  同理。

 

如果直接应⽤第⼆型曲⾯积分的计算法，我们需要将  向三个⾯做投影，然后在三个投影⾯上分别
计算积分；⽽将第⼆型曲⾯积分转化为第⼀型曲⾯积分后，只需要向⼀个⾯做投影，计算⼀个积分
就⾏了，简化了计算过程！

 



6.3 ⾼斯公式 / 与形状⽆关  

定理：设空间闭区域  由分⽚光滑的闭曲⾯  所围成，函数  在  上有
连续的偏导数，则有⾼斯公式：

∯

其中，  是整个边界曲⾯的外侧（称为  的正向边界曲⾯）。

 

⾼斯公式揭⽰了空间区域上的积分与其边界曲⾯上的积分的联系。

 

定理：设函数  在空间单连通区域  内有连续偏导数，则下列三个命题
等价：

（1）在  内，对任意两个有相同边界、相同侧的分⽚光滑有向曲⾯ ，都有：

（2）在  内，对任意分⽚光滑有向闭曲⾯  都有：

∯
（3）在  内，恒有：
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