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1 常数项级数审敛法  
 

1.1 前置知识  

1. 等⽐级数 ，当  时收敛于 ，当  时发散；

2. 调和级数  发散；

3.  级数 ，当  时收敛，当  时发散；

4. 级数收敛的必要条件：若级数  收敛，则 ；

5. 正项级数收敛的充要条件：部分和数列  有界。

 

⽐较审敛法：

设正项级数  和  满⾜ ，则若  收敛，则  收敛；若  发散，

则  发散。

 

极限形式：设  和  均为正项级数，且 ，则：

当  时，两级数敛散性⼀致；
当  时，若  收敛，则  收敛；

当  时，若  发散，则  发散。

 
⽐值审敛法（达朗贝尔判别法）：

设  为正项级数，且 ，则：

当  时，级数收敛；
当 （或 ）时，级数发散；
当  时，级数可能收敛，可能发散。

 
⼀般形式： ，当  时，若 ，则级数收敛；若 ，则级数发散。

 
根值审敛法（柯西判别法）：



设  为正项级数，且 ，则：

当  时，级数收敛；
当 （或 ）时，级数发散；
当  时，级数可能收敛，可能发散。

 
⼀般形式： ，当  时，若 ，则级数收敛；若 ，则级数发散。

 
积分审敛法：

设  为正项级数，函数  在区间  上⾮负、连续、单调减少，且 

，则⽆穷级数  与反常积分  的敛散性相同。

 
莱布尼茨判别法：

如果交错级数  满⾜条件：

则级数收敛，其和 ，其余和的绝对值 .

 

1.2 ⼀些经验  

1. 含有加减常数/三⾓函数的，可以考虑⽐较审敛法进⾏放缩；
2. 形如  的，可以考虑放缩成  级数运⽤⽐较审敛法的极限形式；

3. 能向等价⽆穷⼩或泰勒展开联想的，可以尝试⽤⽐较审敛法的极限形式；
4. 含有  或以  为幂次的，可以考虑⽐值审敛法；
5. 含有以  为幂次的，可以考虑根值审敛法；
6. 把  换成 ，可以积分的，可以考虑积分审敛法；
7. 交错级数⽤莱布尼茨判别法；

交错的却没有单调性的，变换后展开为泰勒级数。

 



1.3 例题  

例⼀： .

分析：⼀看就让⼈有放缩的冲动，整体是  的  次，所以尝试往⼩放去证明它发散。

例⼆： .

分析：形如 ，尝试把  和  做⽐较。由于  终归会被  超过，所以我们把
它放⼩，去证明发散，那么取  即可。

例三： .

分析：形如 ，尝试把  与  做⽐较。由于 
终归会超过 ，所以我们把它放⼤，去证明收敛，那么取  即可。

例四： .

分析： ，这种让⼈联想到等价⽆穷⼩的就⽤⽐较审敛法的极限
形式。

例五： .

分析： ，这种让⼈联想到泰勒公式（等价⽆穷⼩）
的就⽤⽐较审敛法的极限形式。

例六： .

分析：有  的阶乘、以  为幂次，显然⽐值审敛法。



例七： .

分析：三⾓函数先放掉，剩下的部分有以  为幂次的项，所以⽐值审敛法。

例⼋： .

分析：虽然不是整体都是以  为幂次，但是⽐值审敛法显得很困难，所以根值审敛法。

例九： .

分析：  容易积出，所以积分审敛法。

例⼗： .

分析：交错级数，但是没有单调性，进⾏变换： ，利⽤ 

 将   展 开 得 ：

，其中，  及之后

的项显然收敛，⽽  求和后发散，故原级数发散。

例⼗⼀： .

分析：交错级数，但是没有单调性，进⾏变换： ，利⽤ 

 的展开式可得： ，这些项分别都

是收敛的，故原级数收敛。

 



2 幂级数的收敛域、和函数  
 

2.1 前置知识  

阿贝尔定理：如果幂级数  在点  处收敛，那么对开区间内  的⼀切

点，幂级数  都绝对收敛；如果幂级数  在点  处发散，那么当  或 

 时，幂级数  都发散。

 

定 理 ： 设 有 幂 级 数  ， 如 果  ， 那 么 幂 级 数   的 收 敛半径为 ：

.

 

常⽤展开：

2.2 ⼀些经验  

1. 常规幂级数的收敛域：直接套公式
缺项幂级数的收敛域：回归⽐值审敛法（也可以换元，推荐⽐值审敛法）

2. 幂级数的和函数：
1. 采⽤求导/积分的⽅式将其运算为可求和的等⽐级数形式，可能需要乘除  调整  的幂

次
2. 将其转化为  个常⽤函数的展开式形式（常常是带有阶乘时）
3. 有时需要求导，形成微分⽅程



3. 常数项级数的和函数：取含  次⽅的项为 ，写出幂级数，求幂级数的和函数后代值

 

2.3 例题  

例⼀：求  的收敛半径和收敛域。

分析：常规的幂级数，直接套公式即可。

例⼆：求  的收敛半径与收敛域。

分析：缺项的幂级数，⽐值审敛法。

例三：求幂级数  的和函数。

分析：调整  的幂次后求导。

例四：求幂级数  的和函数。

分析：多次调整  的幂次后积分（凑回导数）。

例五：求幂级数  的和函数。

分析：凑回导数后，转化为  的展开式形式（有阶乘、不跳项，适合 ）。

例六：求幂级数  的和函数。

分析：求导后和原式⽐较，可得微分⽅程： ，解之即可。

例七：求幂级数  的和函数。



分析：求两次导后全加起来，就是  的展开式，即 ，解之即
可。

例⼋：求常数项级数  的和。

分析：设幂级数 ，求得和函数后代⼊  即可。

例九：求常数项级数  的和。

分析：设幂级数 ，求得和函数后代⼊  即可。

 



3 函数展开  
 

3.1 函数展开为幂级数  

利⽤  个常⽤的幂级数展开，结合求导等分析⼿段，将函数展开为幂级数。

例⼀：将函数  展开成  的幂级数。

分析：在  的展开中取  为  得到  的展开，逐项积分得到  的展开。

例⼆：设函数 ，试将  展开成  的幂级数，并求 

 的和。

分析：  求导得 ，在  的展开中取  为  得到  的展开，再积分得到 
 的展开。

 

3.2 函数展开为傅⽴叶级数  

设  为周期为  的周期函数，则：

其中，

收敛定理（狄利克雷充分条件）：如果周期为  的函数  在区间  上满⾜条件：

（1）除有限个第⼀类间断点外，处处连续；

（2）分段单调，单调区间个数有限。



那么  的傅⽴叶级数在区间  上处处收敛，且

是连续点

是 的第⼀类间断点
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